KAPITTEL 6

Derivasjon

Derivasjon er et av de sentrale begrepene i reell analyse, og den deriverte har en
mengde anvendelser i ulike sammenhenger. Vi husker at den deriverte av funksjo-
nen f iet punkt x er definert ved

Fa) — fn L) = @),

h—0 h

Hvis vi i forste omgang overser at vi skal ta en grense sa ser vi at den deriverte
er den gjennomsnittlige endringen av funksjonen f pa intervallet [z, x 4+ h]. Som
et eksempel kan vi tenke oss at vi er ute og kjorer bil og at f(x) maler hvor langt
vi har kjort ved tidspunktet z (her ville det vaert mer naturlig a bruke ¢ som
variabel). Mellom de to tidspunktene z og x + h tilbakelegger vi da en avstand
f(x + h) — f(x) slik at gjennomsnittshastigheten i tidsrommet fra = til  + h
blir (f(x 4+ h) — f(x))/h. Hvis vi maler gjennomsnittshastigheten over stadig
mindre tidsintervaller s& ser vi at i grensen nar h gar mot null gar gjennom-
snittshastigheten mot den deriverte f/(z).

Som et annet eksempel tenker vi oss at vi har en lang tynn metallstav som
vi stikker inn i en flamme. Den delen som er i naerheten av flammen vil da
bli oppvarmet slik at temperaturen vil variere langs staven. Hvis f(z) na angir
temperaturen i punktet x pa staven sa ser vi at uttrykket ( flx+h)—f (;U)) /h
angir gjennomsnittlig endring i temperatur fra posisjon x til posisjon x + h. Den
deriverte er grensen for dette uttrykket nar h gar mot 0 og gir dermed tempera-
turendringen langs staven akkurat i punktet x.

Den deriverte representerer endringen av en underliggende stgrrelse slik at
begreper som angir vekst typisk kan angis som deriverte, for eksempel befolkn-
ingsvekst og kapitalvekst. I dette kapittelet skal vi se pa et eksempel pa kapi-
talvekst, men vi skal ogsa se helt andre anvendelser av den deriverte, nemlig som
mal pa avrundingsfeil og som en mate a angi frekvensen til et lydsignal. Dessuten
skal vi se at den deriverte kan utnyttes for & finne nullpunkter for funksjoner.

83
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6.1 Avrundingsfeil og den deriverte

I kapittel 5 sa vi litt pa sammenhengen mellom kontinuitet av en funksjon i
et punkt a og sterrelsen pa avrundingsfeilen nar vi forsgker a beregne f(a). Vi
konkluderte med at nar vi beregner f(a) blir en feil i a forstgrret opp etter hvor
bratt grafen til f er. Ved hjelp av den deriverte til f er vi i stand til & gjgre denne
observasjonen mer presis. Vi husker fra kapittel 2 at feil kan males pa to mater,
som absolutt feil og relativ feil. Vi begynner med & se pa den absolutte feilen.

6.1.1 Absolutt feil

Utgangspunktet er at vi har en funksjon f som vi antar er deriverbar med kon-
tinuerlig derivert, samt et tall a i definisjonsomradet til f; vi gnsker & bereg-
ne verdien f(a). Pa grunn av avrundingsfeil (og kanskje andre feilkilder) blir a
tilneermet med et tall z slik at vi beregner f(z) i steden for f(a), og na lurer
vi pa om det er noen sammenheng mellom feilen z — a i a og feilen f(z) — f(a)
i f(a). La oss se pa forholdet mellom de to feilene. Dette forholdet er gitt ved
uttrykket (f(z) — f(a))/(z — a), og fra middelverdisetningen vet vi at dette er lik
den deriverte i et punkt ¢ som ligger mellom a og z,

f(z) = f(a)

zZ—aQa

= f'(c).
Dette kan vi omskrive til

f(z) = f(a) = fi(c)(z — a). (6.1)

Vi ser derfor at feilen f(z) — f(a) i f(a) er lik feilen z — a i a multiplisert med
en proporsjonalitetsfaktor som er f’(c). I grensen nar z nagrmer seg a, vil ogsa ¢
narme seg a slik at f/(¢) neermer seg f'(a) (husk at vi antar at f’ er kontinuerlig).
For de ‘vanlige’ funksjonene som vi mgter er det derfor vanligvis akseptabelt & si
at f'(c) = f'(a), i allefall sa lenge forskjellen mellom a og z er av stgrrelsesorden
med avrundingsfeilen pa maskinen.

Ved a veere litt mer presise kan vi finne en gvre grense for feilen f(z) — f(a)
ved a finne den storste verdien av f’(c) pa intervallet [a, 2] (egentlig pa intervallet
(a, z), men det er ikke sikkert vi kan finne et maksimum pa et apent intervall).
For & slippe problemer med fortegn tar vi tallverdier i (6.1) og ender opp med at

1£(2) — f(@)] < max | £(0)||z —al. (6.2)
c€la,z]
Husk at det godt kan hende at z er mindre enn a; i sa fall ma intervallet [a, 2] tolkes
som [z, a]. Legg ogsa merke til at det er greit 4 ta maksimum av |f’(c)| over det
aktuelle intervallet siden vi vet fra ekstremalverdisetningen at dette maksimumet
eksisterer nar f’ er kontinuerlig.

La oss teste dette pa noen eksempler. Vi begynner enkelt med f(z) = 3z og

a = 4. Det er ofte vanskelig & vite ngyaktig hva avrundingsfeilen pa en datamaskin
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eller lommeregner er, s& for & ha godt kontrollerbare eksperimenter setter vi
2z =a+ 10719, Ved hjelp av lommeregner kan vi na regne ut at

f(z) = fla) = f(4+1071%) — f(4) =3-107"°.

Siden f’(z) = 3 for alle x stemmer dette eksakt med (6.1) i dette tilfellet, noe
som ikke er sa overraskende siden f er en lineser funksjon.

La oss ga over til et litt mer interessant eksempel. Vi prgver oss med f(x) =
VT og a = 2 og setter igjen z = a + 10719, Vi beregner sa f(z) og f(a) og finner
at f(z) — f(a) = 3.536 - 10711 slik at

f(z) = fla)

zZ—a

~ 0.3536

P& den annen side vet vi at f'(z) = 1/(2y/z). Siden a og z ligger sapass neer
hverandre og f er en glatt funksjon (alle dens deriverte er kontinuerlige i neerheten
av x = 2) bruker vi ¢ = a og finner

1
'"(¢) = f'(a) = f'(2) = —= ~ 0.3536.
flo~fla=re=;7
Med andre ord ser vi at relasjonen (6.1) stemmer sveert godt nar vi regner med
fire sifre i differansene.
La oss se pa et tredje eksempel der f(z) = tan(z3/2 — 14) og a = 7. Som for
setter vi z = a 4+ 10719, Denne gangen finner vi

f(z) = f(a) = 3.239-107".

Vi ser altsa at feilen har blitt kraftig forstgrret opp. I dette tilfellet er den deriverte
av f i a gitt ved

_ 3a?

"~ 2cos?(a3/2 — 14)

slik at feilen som (6.1) gir i f(a) er

f'(a) ~ 3239,

fl(e)(z—a) = f'(a)(z —a) ~ 3239 -10719 = 3.239 - 1077,

altsa fullstendig overenstemmelse med den virkelige feilen néar vi regner differ-
ansene med firesifret ngyaktighet.

La oss se pa dette siste eksempelet en gang til og forsgke & estimere feilen vi
far hvis vi beregner f(a) = f(m) med 64-bits flyttall. Hvis vi kjenner feilen |z — |
er dette enkelt siden vi da kan finne |f(z) — f(7)| ved & multiplisere med f'(r).
Vi vet at z er den beste tilnsermingen til 7 med 64-bits flyttall. Og siden 64-bits
flyttall har en mantisse pa 53 bits der et bit brukes til fortegn, kan vi regne med at
de 52 fgrste bingere sifrene i z stemmer med 7, mens det neste binaere sifferet kan
veere feil. For tall neer 1 betyr dette at avrundingsfeilen vil veere omtrent 27°3.
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Men na er 7 litt stgrre enn 1 sa vi ma regne med at avrundingsfeilen multipliseres
opp tilsvarende og er m ganger stgrre enn dette,

|z — 7| <7-27°% = 3.488- 10716,
Som for har vi f/(7) &~ 3239 slik at
1f(2) — f(m)] < 32397 -27%3 ~ 1.130 - 1012,

Legg merke til at dette argumentet viser at en gvre grense for avrundingsfeilen
|z — a| er |a]27%® nar vi bruker 64-bits flyttall, uansett hva |a| er. P4 denne
maten kan vi derfor estimere avrundingsfeilen i alle funksjoner nar vi kjenner den
deriverte.

I de fleste tilfeller kan vi ved hjelp av denne teknikken holde god kontroll
pa avrundingsfeilen. Anta for eksempel at vi skal beregne verdier pa funksjonen
sinz. Siden D[sin :E] = cosx og |cosx| < 1 for alle x ser vi at

|£(2) = f(a)| = |coscl|z —al < |z —

uansett hva a og z. Nar vi beregner verdier pa sin x bgr altsa aldri avrundingsfeilen
i sina bli stgrre enn avrundingsfeilen i a, og et lignende argument viser at det
samme gjelder for cosx. Men legg merke til at dette gjelder den absolutte feilen
|f(2) — f(a)|. Denne feilen sier ikke noe om hvor mange riktige siffer vi har —
for & uttale oss om dét ma vi se pa den relative feilen.!

6.1.2 Relativ feil

Vi husker fra kapittel 2 at den absolutte feilen er litt misvisende siden den ikke
tar hensyn til stgrrelsen pa tallene vi arbeider med. En absolutt feil pa 1072 i et
tall @ som er nzer 1 betyr at vi har 2-3 riktige siffer, mens hvis feilen er den samme
og tallet er av stgrrelsesorden 100 sa har vi 12-13 riktige siffer. Nar vi dividerer
den absolutte feilen med stgrrelsen pa tallet vi arbeider med far vi relativ feil og
denne angir omtrent hvor mange riktige siffer vi har. Hvis den relative feilen er
10710 regner vi at vi har omtrent 10 riktige siffer. I forbindelse med beregning av
verdier for en funksjon f er det derfor ofte nyttigere a relatere de relative feilene
enn de asbolutte feilene, slik vi gjorde i (6.1).
Hvis z er en tilnserming til a sa er den relative feilen gitt ved

|2 — a

)

lal
mens den relative feilen i f(z) er

|f(2) = f(a)]
|/ (a)|
1Selv om vi ikke bgr fa stor avrundingsfeil er det allikevel mulig at vi kan fa en stor feil. Det

er nemlig ikke sikkert at algoritmen som brukes er god nok til at avrundingsfeilen blir liten. Det
kan serlig veere et problem nar x er sveert stor.
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Fra relasjonen (6.1) ser vi da at
f(2) = f(@)| _ |af'(9)] |z —aq
|/ (a)] [f@)] ol

der ¢ ligger mellom a og z, som for. Som i (6.2) kan vi kvitte oss med ¢ ved a
bruke maksimumsverdien til f,

, (6.3)

lal max |f'(c)]

/() = fla)] _ T ecla] 2=
N0 O] lal (6.4)
laf'@)] |z —al
[f(@)|  lal
(vi antar igjen at f’ er kontinuerlig). Tallet
k(f;a) = }af’(a)‘ 6.5
i) = (65

kalles kondisjonstallet til f i a og forteller hvor mye den relative feilen i a forstgrres
opp nar vi beregner f(a). Hvis kondisjonstallet er 100 er altsa den relative feilen i
f(a) blitt 100 ganger stgrre enn den relative feilen i a, sa med andre ord er antall
riktige siffer i f(a) to mindre enn antall riktige siffer i a.

La oss regne ut kondisjonstallet i de eksemplene vi sa pa tidligere. Nar f(z) =
3x sa far vi k(f;a) = 1 slik at den relative feilen i a og f(a) er den samme uansett
hva a er, noe som stemmer godt med de numeriske verdiene vi regnet ut.

Det neste eksempelet var f(x) = y/z. Vi finner da at x(f;a) = 1/2 for alle
verdier av a. Hvis vi regner ut de to relative feilene med a = 2 og z = 2 4+ 10710

sa far vi
&= I@] 0. q0-1 120
|f(a)] |al

som vi ser stemmer med et kondisjonstall pa 1/2.
I det tredje eksempelet var f(x) = tan(x3/2—14) og vi finner da ved derivasjon

=5-10""",

at
3a?

w5 = |y sin(a /2~ 14) cos(a?/2 — 10)|

Med a = 7 far vi da k(f; 7)) ~ 689.5, mens de to relative feilene er gitt ved

F@ = F@] e s lz—dl
ol =2.195 - 10 a

Beregner vi forholdet mellom de to relative feilene ser vi at dette stemmer godt
overens med kondisjonstallet. Vi ser altsa at den relative feilen i a blir multiplisert

=3.183- 107,
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10

Figur 6.1. Funksjonen sinz og dens kondisjonstall (stiplet) pa intervallet [—5, 5].

med en faktor pa nesten 1000 nar vi beregner f(a) i dette tilfellet. Med andre ord
mister vi nesten 3 desimale siffer i denne beregningen.

Det er viktig a veere klar over at kondisjonstallet er uavhengig av antall siffer
vi regner med, det sier bare noe om hvordan antall riktige siffer endrer seg nar vi
beregner f(a). Et kondisjonstall pa 100 er derfor katastrofalt hvis vi starter med
2 riktige siffer, mens det er helt uproblematisk hvis vi bruker 64-bits flyttall og
dermed starter med 16 riktige siffer. Men dersom kondisjonstallet blir sa stort som
10'° begynner det ogsa & bli dramatisk selv om vi bruker 64-bits flyttall, siden
det betyr at antall riktige siffer blir redusert fra 16 til 6. I det siste eksempelet
over var kondisjonstallet i underkant av 1000, slik at hvis vi regner med 64 bits
flyttall vil verdien av f(m) i dette tilfellet bare inneholde omtrent 16 — 3 = 13
riktige desimale siffer.

Et annet vesentlig poeng med kondisjonstallet er at vi trenger ikke ngd-
vendigvis a kjenne dets ngyaktige verdi. Vi bruker det til & fa en indikasjon
pa hvor mange siffer vi kan risikere a miste nar vi beregner f(a), og da er det
bare viktig & vite hvilken stgrrelsesorden kondisjonstallet har. Er kondisjonstal-
let omtrent 10™ vil den relative feilen i @ bli multiplisert med 10™ slik at vi vil
miste omtrent n desimale sifre. Vi trenger altsa ikke kjenne det fgrste sifferet i
kondisjonstallet en gang, og litt grovt kan vi si at det holder om relativ feil i
kondisjonstallet er mindre enn 500%! Dette betyr ogsa at tilneermingen vi gjorde
i (6.4) da vi erstattet ¢ med a vanligvis ikke vil veere kritisk siden f’(c) og f’(a)
i det minste vil veere av samme stgrrelsesorden nar ¢ er naer a. I praksis vil som
regel ¢ veere sa naer a at den tilnsermede likheten i (6.4) kan regnes som likhet nar
vi diskuterer avrundingsfeil i en datamaskin. Med andre ord vil vi ut fra kondis-
jonstallet slik det er definert i (6.5) som regel kunne gi et sveert godt estimat pa
hvor mange siffer vi vil miste nar vi forsgker a beregne f(a).
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Kondisjonstallet ser altsa ut til & gi et godt mal pa hvor mye ngyaktigheten
kan reduseres i numeriske beregninger. Men hvis vi ser litt nsermere pa uttrykket
(6.5) sa inneholder det et faretruende element, nemlig divisjon med f(a). Vi ser
fra (6.4) at denne divisjonen arves direkte fra uttrykket for den relative feilen i
f(a), ognar f(a) = 0 er kondisjonstallet uendelig, akkurat som den relative feilen.
Nar f(a) = 0 bryter altsa hele konseptet ‘relativ feil’ sammen. Men da er det god
grunn til & veere pa vakt nar begrepet nesten bryter sammen, gir kondisjonstallet
fornuftig informasjon om antall riktige siffer nar f(a) er liten?

I figur 6.1 has vi plottet f(x) = sinz sammen med kondisjonstallet pa inter-
vallet [—5, 5]. Pa dette intervallet har sinx tre nullpunkter, nemlig i —m, 0 og 7.
Dersom kondisjonstallet er til a stole pa sa ser vi at nullpunktet i x = 0 er uprob-
lematisk, mens nullpunktene i —m og 7 er problematiske i den forstand at antall
riktige siffer i sinx reduseres betraktelig nar vi neermer oss disse nullpunktene,
inntil kondisjonstallet blir udefinert i x = 4+x. Dette star i skarp kontrast til det
vi fant gjelder for den absolutte feilen. Nar vi regner ut sina er den absolutte
feilen i sina i verste fall like stor som den absolutte feilen i a.

For & se hva som skjer forsgker vi & beregne sina i a = 7(1 — 1071?), med
64-bits flyttall. Dette punktet er et irrasjonalt tall sa maskinen vil erstatte a med
det neermeste flyttallet z. I fglge Mathematica er forskjellen mellom z og a med
4 siffers ngyaktighet

|z —a| ~4.031-10716.

Siden den deriverte til sin z er cos x og cos a = 1 forteller (6.2) oss at den absolutte
feilen i sina er

|sin z — sina| ~ cosalz — a| ~ 4.031 - 10716, (6.6)

Beregner vi de to verdiene av sinus far vi?

sina = 3.142 - 1071%, sinz = 2.738 - 10715,

Venstresiden i (6.6) er derfor 4.031 - 10716, s (6.2) stemmer bra i dette tilfellet.
De relative feilene i a og f(a) kan vi na lett regne ut,

|/(2) — f(a)|
|f(a)]

2 —al

~1.283 10716, = 0.1283,

lal
mens kondisjonstallet er gitt ved
k(sin; ) = a cot a] = 1.000 - 10%5.

Dette ser vi stemmer sveert bra med forholdet mellom de to relative feilene, slik
at (6.4) holder med likhet hvis vi regner med 4 siffer.

2 disse beregningene har vi brukt Mathematica og regnet med 30 siffers ngyaktighet — de
verdiene som vi far pa en lommeregner eller med 64-bits flyttall blir i dette tilfellet for ungyaktige.



90 KAPITTEL 6. DERIVASJON

Kondisjonstallet er 10! i dette tilfellet, s& i folge var analyse mister vi 15
desimale siffer nar vi regner ut sina. Beregningene vare viser at denne drama-
tiske effekten faktisk er en realitet. Vi vet at a er kjent med en absolutt feil pa
omtrent 10716, og den absolutte feilen i sina er omtrent like stor. Men nar sina
er av stgrrelsesorden 10~ betyr dette at avrundingsfeilen nesten er av samme
stgrrelsesorden som sina. Fglgen av dette er at av de 16 desimale sifrene i sina
som maskinen serverer oss er bare det fgrste til a stole pa. Hvis vi forsgker a
beregne sin z i et punkt x som ligger enda nsermere 7 vil kondisjonstallet bli enda
stgrre og svaret meningslgst siden det ikke vil inneholde noen riktige siffer.

Konklusjonen er at vi ut fra kondisjonstallet kan si noksa presist hvor mange
riktige siffer vi har i en beregnet funksjonsverdi. Spesielt bgr vi veere skeptiske til
ngyaktigheten i sveert sma funksjonsverdier (bortsett fra nar argumentet a ogsa
er lite) og funksjonsverdier i neerheten av omrader der den deriverte naermer seg
uendelig siden kondisjonstallet i begge tilfeller vil kunne bli svaert stort.

Det er viktig & understreke at funksjonsberegninger for det aller meste er
uproblematiske. Hvis vi gar tilbake til figur 6.1 er det bare sveert sma omrader
rundt nullpunktene som skaper problemer, og det er sjelden vi trenger & beregne
akkurat disse verdiene med ekstrem ngyaktighet. P4 samme mate vil en ved a
plotte en del kondisjonstall se at stort sett sa kan funksjoner beregnes med god
ngyaktighet. Det gjelder bare & kjenne til problemene som kan oppsta slik at en
forstar hva som foregar de fa gangene det er ngdvendig a beregne problematiske
funksjonsverdier. Ellers kan en lett bli sittende & lete etter det en tror er feil i
programkoden, men som faktisk har sin arsak i problematiske flyttallsberegninger.

6.2 Numerisk derivasjon

For en funksjon gitt ved en eksplisitt formel er det i prinsippet enkelt & finne en
formel for den deriverte ogsa. Dermed kan vi pa en grei mate beregne verdien av
den deriverte i forskjellige punkter etter behov. Men i mange sammenhenger har
vi ingen enkel formel for funksjonen vi arbeider med. For eksempel er det ofte slik
at verdien av en funksjon bare er kjent i noen isolerte punkter. Dette skjer nar
funksjonen framkommer ved maling av en eller annen stgrrelse, eller nar funksjo-
nen er resultatet av numeriske beregninger der vi bare produserer funksjonsverdier
i noen utvalgte punkter. Nar vi arbeider med digital lyd, for eksempel, er funksjo-
nen som beskriver hvordan lufttrykket varierer bare kjent i samplingspunktene.
Vi skal ogsa se senere at mange differensialligninger (en differensialligning er en
ligning som involverer en ukjent funksjon (som skal bestemmes) og enkelte av
funksjonens deriverte) bare kan lgses med numeriske metoder som produserer en
tilnserming til Igsningen i et endelig antall punkter.

Funksjoner som bare er kjent i isolerte punkter kan apenbart ikke deriveres
pa vanlig mate, men det fins et rikt utvalg av numeriske metoder for a finne
numeriske tilnserminger til den deriverte i slike situasjoner. Her skal vi bare se pa
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den enkleste av disse metodene. Den deriverte er definert ved grenseprosessen

f’(a) — lim f(.%‘) — f(a)

T—a Tr—a

Hvis vi bare kjenner verdien til funksjonen f i punktene x; og x5 er det derfor
naturlig a bruke brgken
fx2) — f(21)

6.7
P— (6.7)

som en tilnserming til f/(x) nar = er neer x; og x2. Hvor god denne tilnsgermingen
er avhenger bade av f og av avstanden mellom de tre punktene z, 1 og s.

For & se hvor godt dette fungerer i praksis tester vi med en kjent funksjon,
nemlig f(z) = x2. Utfordringen er 4 beregne f’(1/2) bare ved hjelp av funksjonsverdier
i neerheten av = 1/2 — vi har altsa ikke lov til & bruke formelen f’(z) = 2z. La

oss anta at vi kjenner verdiene f(0.5) = 0.25 og f(0.6) = 0.36. Vi kan da bruke
formelen (6.7) som gir

£(0.6) — f(0.5)  0.36—0.25

"(0.5) ~ = =1.1.
f(o 5) 0.1 0.1

Na vet vi at i dette tilfellet er f’(x) = 2z slik at den riktige verdien er f'(0.5) = 1.
Som vi ser er ikke 1.1 ‘helt pa jordet’, men feilen er ganske stor.

Siden den deriverte er grenseverdien for (f(0.5+h)— f(0.5))/h nar h gar mot
0 er det rimelig a anta at vi kan fa feilen mindre ved a kombinere f(0.5) med et
punkt som ligger neermere 0.5. Prgver vi med A = 1072, 10710, 10713, 10716 og
10717 far vi med 64 bits flytttall

(0.5 +107°) — £(0.5)

£'(0.5) ~ 010 ~ 1.00001,
7(0.5) ~ 105+ 1100_1(1)3 —J(05) 1.000000083,
f'(0.5) ~ 05+ 150__12 = J(05) 1.000310945,
£(0.5) ~ S5+ 1?()_12 —J(03) 1110223025,
1(0.5) ~ f(0.5+ 1;)0—_12 — 105 _ o,

Vi ser at feilen forst avtar, men sa gker igjen nar h avtar. Arsaken er, ikke
uventet, avrundingsfeil. Hvis vi husker tilbake til kapittel 2 sa er den mest kritiske
flyttallsoperasjonen vi kan gjore a trekke fra hverandre to tall som er omtrent
like store, og det er nettopp det vi ma gjore for a utfgre numerisk derivasjon. Jo
mindre h er, dess nzermere vil f(0.5+h) veere f(0.5), og nar h = 10717 blir de to
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5.10° 1-10°% 15.10% 2.10°8

Figur 6.2. Den totale feilen ved numerisk derivasjon for verdier av h i intervallet [1079,2 - 1078].

funksjonsverdiene like nar vi regner med 64-bits flyttall slik at vi far tilnsermingen
0.0 til £/(0.5).

Vi ser altsa ut til & ha to feilkilder som trekker i hver sin retning. Den matem-
atiske feilen som kommer av at vi erstatter f’(0.5) med uttrykket (f(0.5+ h) —
f(0.5)) /R Dblir mindre nar h blir liten, mens avrundingsfeilen gker nar h avtar
siden de to tallene som skal subtraheres i telleren da blir stadig likere. Dette ty-
der pa at det ma finnes en ‘beste’ verdi av h som gjor den totale feilen minst
mulig. Noen numeriske eksperimenter viser at den beste h-verdien er naer 107%.
I figur 6.2 har vi plottet ut absoluttverdien av forskjellen mellom f/(0.5) og den
numeriske tilnsermingen, for verdier av  mellom 10~ og 2-1078. Vi ser at feilen
varierer forholdsvis mye, men det er tydelig at den har et minimum for A ~ 5-1077.
For denne verdien av h far vi f/(0.5) ~ 0.999999994 som vi ser er litt bedre enn
tilneermingen vi hadde for h = 10710,

Fenomenet som vi har observert over er et generelt problem som gjelder ved
numerisk derivasjon av de fleste funksjoner. Det er lett & tenke som sa at vi bgr la
h bli sa liten som mulig slik at vi kan fa en ngyaktig verdi for den deriverte, men
det er altsa ikke sa lurt. Det bgr ogsa nevnes at det fins andre metoder der den
matematiske feilen er mindre slik at vi kan fa bedre ngyaktighet med samme verdi
av h (og mindre avrundingsfeil). Endelig ma vi ogsa huske pa at beregningene
vi gjorde her var et numerisk ekseperiment. I en praktisk situasjon er det ikke
sikkert vi har seerlige valgmuligheter nar det gjelder stgrrelsen pa h.

6.3 Frekvens som derivert

I kapittel 5 sa vi at en funksjon som sin 27440t svarer til en lyd med frekvens 440
Hz. Ved a bytte ut sinus med en annen funksjon som ossilerer regelmessig fikk vi
fram andre lyder med samme frekvens, og vi s& ogsa hvordan vi kunne generere
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mer spennende lyder ved modulasjon. Ved FM-modulasjon brukte vi funksjoner
pa formen

sin 6(t), (6.8)

og det viste seg at slike funksjoner gir opphav til lydsignaler med varierende
frekvens. Spgrsmalet vi stiller oss na er om det gar an a gi en enkel matema-
tisk formel for hvilken frekvens f(¢) vi hgrer ved tidspunktet ¢ nar vi avspiller
funksjonen (6.8). En slik formel fins og det viser seg at frekvensen vi hgrer er gitt
ved funksjonen

0'(t)

ft) ="

Vi ser at dette stemmer godt med tilfellet der 6(¢t) = 27440t siden vi da far
konstant frekvens 440. Hvorfor denne formelen gjelder skal vi komme tilbake til
senere. Ved a kombinere denne frekvensformelen med integrasjon kan vi foreskrive
hvordan frekvensen skal variere og deretter beregne lydsignalet ved integrasjon.

6.4 Newtons metode

Som vi nevnte i forbindelse med halveringsmetoden i kapittel 5 er det bare un-
ntaksvis at vi kan finne en eksakt formel for nullpunktet i en ligning, mens tilnser-
minger ved hjelp av numeriske metoder kan beregnes i de aller fleste tilfeller.
Halveringsmetoden er en robust metode for & finne slike tilnserminger, men den
konvergerer ikke sa raskt. Newtons metode, som er beskrevet i seksjon 7.3 1 Kalku-
lus, er ikke sa robust og konvergerer ikke alltid, men nar den konvergerer gar det
som regel meget raskt. Metoden kan dessuten generaliseres og brukes i mange
ulike sammenhenger. Her skal vi se pa noen viktige egenskaper og begrensninger
ved denne metoden.

Utgangspunktet for Newtons metode er at vi har en funksjon f som er de-
riverbar og som vi vet har et nullpunkt som vi kaller r. Pa en eller annen mate
(for eksempel ved a se pa et plott) gjetter vi pa at et tall zy er en god tilnserm-
ing til nullpunktet. For a finne en bedre tilnserming konstruerer vi tangenten
l(z) = f(xo)(x —x0) + f(mo) til fixp, finner nullpunktet x; til I(z) og satser pa
at det er en bedre tilnserming til . Enkel regning viser at z; er gitt ved

_ f(=o)
°7 Fwo)

Denne prosessen kan vi apenbart fortsette, og pa den maten genererer vi stadig
nye tilnserminger til nullpunktet.

Det er ikke pa noen mate sikkert at denne prosessen vil konvergere, og det er
ikke sé enkelt & gi gode kriterier for hvordan vi kan avgjere om vi har konvergens
eller ikke. Det beste er & fgrst forsikre seg om at det er et nullpunkt i neerheten
av zg ved hjelp av for eksempel skjeeringssetningen eller et plott. Det er da gode
muligheter for at metoden vil konvergere, og en vanlig mate a teste dette pa er

1 = X
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ved & se om avstanden mellom x,,41 og x, blir liten nar n vokser. Hvis forskjellen
mellom ,, og z,41 for en n er mindre enn for eksempel 10719 (eller et annet
passende, lite tall), stopper vi iterasjonene og sier at z,4+1 er et godt estimat
for nullpunktet r (eventuelt kan vi bruke et relativt feilestimat som |x,41 —
Zn|/|Tn+1, men dette vil skape problemer hvis lim x,, = 0). Det er viktig a veere
klar over at dette ikke er idiotsikkert, men det er vanskelig & finne noe bedre
konvergenskriterium.

Som sagt kan det godt hende at Newtons metode ikke konvergerer, sa det
er ingenting i veien for at forskjellen mellom z,, og z,4; aldri blir liten, uansett
hvor stor n blir. For & hindre at vi ender opp med en evig lgkke bgr vi derfor
ikke tillate at antall iterasjoner overstiger en forhandsbestemt gvre grense. Ut fra
disse betraktningene kan vi formulere Newtons metode som en algoritme.

Algoritme 6.1 (Newtons metode). La f vare en funksjon som er deriver-
bar med derivert f', la xO vaere en initiell tilnzerming til et nullpunkt for f, la
eps vaere en gitt toleranse og la nmax vare et heltall som angir det maksimale
antall iterasjoner som tillates. Koden under vil enten konvergere mot et av f’s
nullpunkter eller stoppe etter nmax iterasjoner.

double x0, xp, x, e;

int n;

x = x0; e = maxint; n = 1;
while (e>eps & n<=nmax) {

Xp = Xx;
x = xp - f(xp)/Df(xp);
e = abs(x-xp);
n=n+1;

}

Her er det antatt at f og f' er tilgjengelig som to metoder £ og DF. Hvis e <= eps
ved utgangen av koden antar vi at x er en tilnserming til nullpunktet med feil
mindre enn eps. Hvis ikke konvergerer ikke Newtons metode etter nmax iterasjon-
er.

Det mest hensiktsmessige er som regel & implementere en kodebit som dette
som en metode, for eksempel newton(f, Df, x0, eps, nmax).

Det er viktig a huske pa at selv om koden i algoritmen stopper ved at feilen e
har blitt mindre enn (eller lik) eps er det ikke helt sikkert at x er naer et nullpunkt.
Det kan for eksempel veere lurt a sjekke pa et plott om x virkelig ligger neer et
nullpunkt. Eventuelt kan vi i tillegg til e<=eps ogsa kreve f (x)<=delta, der delta
er en passende toleranse, for vi stopper iterasjonene.

For at Newtons metode skal konvergere er det visse betingelser som bgr vaere
tilfredstilt. De viktigste er:

e Hvis nullpunktet vi skal finne er r ber vi ha f/(r) # 0 (ikke strengt ngd-
vendig).
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e Den andrederiverte til f bgr vaere kontinuerlig i en omegn om nullpunktet
r.

e Startverdien xg ma veere tilstrekkelig nser nullpunktet r.

Den forste betingelsen er faktisk ikke essensiell, men hvis f/(r) = 0 vil dette
redusere konvergenshastigheten og nar vi neermer oss nullpunktet vil vi fa divisjon
med stadig mindre tall som kan skape problemer. Det tryggeste er derfor a anta
at f'(r) # 0.

Den andre betingelsen er ngdvendig for a garantere konvergens nar vi starter
naer nullpunktet. Et eksempel som illustrerer dette er funksjonen definert ved

T, nar z > 0,
fy= Ve
—v/—x, nar x <0,

slik som vist i Kalkulus. Uansett hvilken verdi xg vi starter med vil Newtons
metode bare hoppe mellom de to verdiene zy og —xg, se figur 6.3 (c).

Den tredje betingelsen er vanskelig & handtere siden den ikke sier noe presist
om hvor neer et nullpunkt vi ma starte, bare at vi ma starte ‘tilstrekkelig neer’.
Det er mulig a gjore betingelsen mer presis og gi en verdi for §, men som regel vil
denne verdien veere mye mindre enn det som er ngdvendig. Et eksempel pa hva
som kan skje hvis vi ikke starter naer nok et nullpunkt er vist i figur 6.3 (d).

Kanskje det mest karakteristiske med Newtons metode er konvergenshastig-
heten nar den fgrst konvergerer. Det er mulig & vise at nar metoden konvergerer
mot et nullpunkt sa vil antall riktige siffer i x,+1 veere det dobbelte av antall
riktige siffer i z,, nar vi kommer naxR nullpunktet. Med 64-bits flyttall har vi
totalt omtrent 16 desimale siffer, sa hvis vi klarer a finne en zy som ligger nser
nullpunktet trenger vi ikke mange iterasjoner for a fa 16 riktige siffer — ofte vil
det vaere nok med 3 eller 4 iterasjoner.

Newtons metode og halveringsmetoden komplementerer hverandre pa en god
mate. En mulig strategi er a bruke halveringsmetoden til & begynne med for a
forsikre seg om at en er rimelig naer et nullpunkt og sa skifte til Newtons metode
for a finne nullpunktet med god ngyaktighet.

6.5 Diskret og kontinuerlig kapitalvekst

I kapittel 4 i Kalkulus s& vi et par eksempler pa hvordan kapitalvekst kan mod-
elleres ved hjelp av differensligninger. I denne seksjonen skal vi se litt naermere pa
slike modeller. Modellering med differensligninger i denne sammenhengen betyr
at vi bare maler kapitalen ved isolerte tidspunkter, for eksempel en gang i aret,
men vi skal ogsa se at vi kan fa en kontinuerlig modell ved & foreta en passende
grenseovergang i differensligningen. Framstillingen her er noe knapp i og med at
stoffet suppleres med oppgaver.
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Figur 6.3. Fire eksempler pa iterasjoner med Newtons metode. I (a) konvergerer {z,} pent mot
nullpunktet fra hgyre, mens verdiene i (b) ligger til hgyre og venstre for nullpunktet annenhver gang. I
eksempelet i (¢) har vi ikke konvergens, metoden vil bare hoppe mellom de to verdiene zg og —zo. Vi
har heller ikke konvergens i (d); her vil {5} divergere mot uendelig.
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6.5.1 Diskret kapitalvekst

Den enkleste modellen for kapitalvekst har vi nar vi setter en sum penger Ky
i banken som betaler oss en rente r pr. tidsenhet. Etter n tidsenheter har da
kapitalen vokst til K,,, der K, er gitt ved

K,=14rK,_1, n=1,2,... (6.9)
Det er lett a vise at lgsningen av denne differensligningen er gitt ved
K, =(1+r)"Kj. (6.10)

Tidsenheten er her ikke spesifisert direkte og kan veere dager, uker, ar eller et
annet fast tidsintervall. Men uansett hva tidsenheten er sa er det viktig at renten
r gis i forhold til riktig tidsenhet. Hvis renta er 10% pr. ar og vi oppgir 7 som
r = 0.1 betyr det implisitt at n teller antall ar.

I virkeligheten vet vi at renta varierer og dette kan vi modellere ved a endre
differensligningen til

Kp=(14r)Kn1, n=12 ... (6.11)

Som fgr antar vi at startkapitalen er gitt som Kj. I denne ligningen kan vi angi
renta for hver n, og en mulig modell for variabel rente er gitt ved formelen

rn =1+ gcos(an/T) (6.12)

der T er et helt tall. I dette tilfellet vil renta variere regelmessig mellom 3r/2
og r/2, noe som kan virke noksa kunstig, men denne modellen fanger likevel opp
vesentlige trekk ved et svingende renteniva.

I kapittel 4 i Kalkulus sa vi ogsa hvordan vi kan inkludere inn- eller utbe-
talinger i modellen. Hvis vi endrer differensligningen til

Kp=(1+471)Kn1—-b  n=12 .. (6.13)

har vi en modell der vi i tillegg til & opparbeide renter tar ut et belgp b i hver
tidsperiode. Vi kan ogsa angi innbetalinger ved & la b veere negativ. Ved induksjon
kan vi vise at lgsningen av denne inhomogene differensligningen er gitt ved

K,=01+7r)"Ko— ;((1 +r)" = 1), (6.14)

(eller vi kan lgse ligningen ved hjelp av metodene i seksjon 4.2 i Kalkulus).

Med ligningen (6.13) kan vi ogsa modellere tilbakebetaling av lan. Anta at vi
tar opp et lan pa Ky kroner ved tid n = 0 med rente r og at vi betaler tilbake et
belgp b pr. tidsenhet som dekker bade renter og avdrag. Nar det tilbakebetalte
belgpet pr. tidsenhet er konstant slik som her kalles lanet et annuitetslan. Fra
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formelen (6.14) kan vi regne ut hvor stor b ma veere for at hele lanet skal veere
nedbetalt etter for eksempel 10 eller 20 ar, eller mer generelt etter N ar, se
oppgave 4.

Ligningen (6.13) kan ogsa brukes til & modellere pensjonssparing. Da er K|
oppspart kapital nar pensjonsutbetalingene begynner, mens r er renta og b det
fast utbetalte pensjonsbelgpet.

6.5.2 Kontinuerlig kapitalvekst

I forbindelse med banksparing er vi vant til at renter beregnes og legges til kapi-
talen ved slutten av hvert ar. Ved renteberegninger pa lan derimot er det vanlig
med flere renteberegninger pr. ar, og i aksjemarkedet og andre mer avanserte fi-
nansmarkeder er det vanlig 4 regne med kontinuerlig rente. La oss se hva dette
innebeaerer.

Hvis vi starter med et belgp Ky og har en rente r sa vil kapitalen gke til
(14 r)Ky etter én tidsperiode. Alternativt kan vi tenke oss at vi har to renteut-
betalinger, men at renta da er redusert til /2 ved hver utbetaling. Da vil vi etter
en hel tidsperiode ha belgpet

(L4+7/2) 1 +7/2)Ko = (1 +7/2)*Ko.

Hvis vi fordeler renta med r/3 over tre utbetalinger far vi pa samme mate at
belgpet etter en hel tidsperiode har vokst til (1+7/3)3Ky. Generelt kan vi fordele
renta med r/n over n utbetalinger. Kapitalen etter en hel tidsperiode vil da veere

(1+7r/n)"Ky. (6.15)

Et naturlig spgrsmal er na hva som skjer hvis vi stadig gker antall renteutbe-
talinger og bruker en tilsvarende liten rente hver gang. Med andre ord, hva skjer
nar vi lar n vokse over alle grenser i (6.15)7 Ved hjelp av 'Hopitals regel er det
ikke vanskelig a vise at

lim (14 r/n)" = elmn—ecnin(l4r/n) _ or,

n—oo
Hvis vi tenker oss at antall renteutbetalinger gar mot uendelig blir derfor belgpet
etter én tidsperiode e" Kj.

Hvis vi fordeler renta over mange sma tidsperioder pa denne maten bgr vi
ogsa studere kapitalveksten over mindre tidsperioder. Anta at vi deler aret inn i
m like lange tidsperioder, hver av lengde h slik at mh = 1. Tida vil altsa lgpe i
steg pa h og etter m tidssteg har det gatt ett ar. Vi antar fremdeles at renta er r
pr. ar. Med fast rente blir renta da r/m = rh pr. tidsperiode av lengde h. La oss
betegne tida etter j tidssteg med ¢t = jh og kapitalen ved dette tidspunktet med
K"(t). Fra hva vi vet om diskret kapitalvekst har vi da at

K't) = (1 +7rh) Ky = (1+7rh)"/" K. (6.16)
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Lar vi na h ga mot 0 far vi
K(t) = Koe™. (6.17)

Dette kan vi ogsa vise pa en annen mate. Differensligningen (6.13) kan skrives
K"t) — KMt — h) = —K"(t) = rhK"(t).
m

Altsa har vi
KMt) — K"t — h)

. = rK"(t)
Lar vi h g& mot null i denne ligningen og setter K(t) = K°(t) ser vi at
K'(t) =rK(t). (6.18)

Det er lett & sjekke at alle funksjoner pa formen K (t) = Ce" passer i denne lignin-
gen og hvis vi velger C' = Ky far vi en lgsning som tilfredstiller initialbetingelsen
K(0) = Ky, nemlig K(t) = Kpe" som vi ser stemmer med (6.17).

Oppgaver
6.1 Beregn kondisjonstallet til fglgende funksjoner og lokaliser problematiske
omrader.
a x) = xP der p er et reelt tall, og > 0.

o

r) = 22 — 2 pa intervallet [0, 2].

¢}

d

[§]

x) = Inz pa intervallet (0, c0).

)
)
)
)
)

S S S

(x)
()
(x) = e” pa hele tallinjen.
(2)
(x)

x) = tanx pa intervallet (—m/2,7/2).

6.2 Gjenta oppgave 5.1, men bruk Newtons metode i steden for halveringsme-
toden. Lag plott som gir et visuelt bilde av iterasjonene, slik som i figur 6.3.

6.3 I denne oppgaven skal vi se litt nsermere pa modellen for diskret kapi-
talvekst.

a) Anta at renta er konstant 8 % i modellen (6.9) og at tiden regnes i ar.
Hvor lang tid tar det da for kapitalen er fordoblet?

b) La oss na se hva som skjer hvis vi bruker rentemodellen (6.12).
Hvilken tolkning har parameteren 7' i (6.12)7 Lag et plott av r, som
funksjon av n nar T'= 6 og r = 0.08 (la n variere fra 0 til 30).

¢) Gjor en numerisk simulering av kapitalveksten for n = 0, 1, ...30
nar startkapitalen Ky er 1 (vi maler i millioner), renta er gitt ved
(6.12) med r = 0.08 og T' = 6. Lag et plott av resultatet. Plott ut
kapitalveksten ved konstant rente r = 0.08 i samme plott. Prgv a
forklare det du ser.
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d) En annen mulig rentemodell er gitt ved
=T+ gcos(27m/T + 7).

Hvordan vil kapitalutviklingen bli med en slik modell i forhold til de
to andre modellene vi har sett pa? Legg inn denne modellen ogsa i det
tidligere plottet og se om dine betraktninger stemmer.

6.4 Denne oppgaven er en fortsettelse av oppgave 3 der vi inkluderer inn- og ut-
betalinger i modellen. Utgangspunktet er modellen gitt ved differenslignin-
gen (6.13) som har lgsningen (6.14).

a) Hvor lang tid tar det for kapitalen fordobler seg hvis b = 0.1K( og
r = 0.087

b) Hvis vi tenker oss (6.13) som en modell for tilbakebetaling av lan
(annuitetslan), hvor stor ma da b veere for at lanet skal vaere nedbetalt
etter N ar?

c) Anta at det opprinnelige lanebelgpet er 1 million kroner, at renten er
8 % og at lanet skal veere nedbetalt etter 20 ar. Hvor stort blir da det
arlige avdraget b7 Lag et plott av lanesaldoen K.

6.5 I oppgave 3 studerte vi en enkel form for diskret kapitalvekst; i denne opp-
gaven skal vi se pa kontinuerlig kapitalvekst.

a) Forklar hvordan uttrykket for K"(t) gitt ved (6.16) framkommer.

b) Vis at K"(t) vokser for en gitt ¢ nar A blir mindre. Hvorfor er dette
rimelig?

c) Anta at r = 0.08 og at vi har 12 tidssteg pr. ar slik at h = 1/12. Lag

et plott av kapitalveksten gitt ved (6.16) over 10 ar sammen med et
plott av kapitalveksten gitt ved (6.10) (bruk Ko = 1).

d) Verifiser at funksjonen K (t) = Koe"™ er en lgsning av differensiallignin-
gen (6.18) med initialverdi K(0) = Ky og legg denne funksjonen inn i
plottet i deloppgave (c). (For a plotte denne funksjonen kan du bereg-
ne 10 funksjonsverdier pr. ar og plotte ut ved a trekke en rett linje
mellom verdiene ((t;, K(t;)).)

6.6 Vis at kondisjonstallet tilfredstiller likheten
k(f o gia) = k(g;a)k(f:g(a))

og gi en tolkning av denne relasjonen (notasjonen f o g angir den sammen-
satte funksjonen som har verdien f(g(z)) i ).



