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Dagens tema

» Pascal’s trekant og binomialformelen
> Reelle tall

> Intervaller
Tallverdier, trekantulikheten

Rasjonale og irrasjonale tall
V2 er irrasjonal

v vyy
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Binomialformelen

Vi vet at
(a+ b)? = a* +2ab + b°.
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Binomialformelen
Vi vet at

(a+ b)? = a* +2ab + b°.
Fra dette finner vi at
(a+ b)* = (a+ b)?*(a+b)
= a> +2a°b + ab® + a%b + 2ab® + b
=3+ (2+1)a’b+ (1 +2)ab> + b*
= a° +3a%b+ 3ab> + b°
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(a+b)* = (a+b)*(a+b)
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(a+ b)? = a* +2ab + b°.
Fra dette finner vi at
(a+ b)* = (a+ b)?*(a+b)
= a> +2a°b + ab® + a°b + 2ab® + b*
=a’+(2+1)a’h+ (1 +2)ab* + b°
= a° +3a%b+ 3ab> + b°
Pa samme méte far vi
(a+b)*=(a+b)’(a+b)
= (a® +3a°b + 3ab® + b*)(a + b)
= a* +3a%b + 3a%b% + ab® + a3b + 3a%b% + 3ab® + b*
=a* + (3+1)a%b+ (3+3)a’h* + (14 3)ab® + b*
= a* +4a°b + 6a%b* + 4ab® + b*.
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Binomialformelen

Hva blir (a + b)"?
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Hva blir (a + b)"?
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Binomialformelen

Hva blir (a + b)"?

Det er klart at
(a+b)"=a"+ Zla”_lb + ZZan—2b2 4+t zh ab" ! 4 b",

men hva er tallene z1, 25, ..., z,—1?
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Pascal's trekant

1
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1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
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Binomialformelen

(a+b)*=(a+b)’(a+b)
= (a® +3a°b + 3ab® + b)(a + b)
= a* +3a%b 4 3a%b? + ab® + a°b + 3a°b* + 3ab® + b*
=a* + (3+1)a’b+ (3+3)a’h* + (14 3)ab® + b*
= a* + 4a%b + 6a°b* + 4ab® + b*.

Alts3 er z;'ene gitt ved Pascal's trekant!
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Binomialformelen

Theorem (Binomialteoremet)
Utrykket (a+ b)" ekspanderer til

(a+b)" = Zn: <7> a" b

i=0

()= s

der

ogn=1-2-3---n.
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Binomialformelen

Theorem (Binomialteoremet)
Utrykket (a+ b)" ekspanderer til

(a+b)" = Z <’I’> 2"l

i=0

n\ n!
i) iY(n—i)
ogn=1-2-3---n.

Tallet (7) kalles en binomialkoeffisient. Med andre ord er det
binomialkoeffisienter vi finner i Pascal’s trekant (kan vises formelt
ved induksjon).

der
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Binomialkoeffisienter

Lemma
For alle naturlige tall n og i med n> i er

() =(2)+ ()

Merk at dette er den grunnleggende relasjonen i Pascal’s trekant!
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Binomialkoeffisienter

Beuvis.

<if1> + <7> T (i— 1)!(2!— T T i!(nni BY
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Beuvis.
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Binomialkoeffisienter

Beuvis.

- (i—l)?(!n—i)!<n—1+1 +%)

T (- 1),!7(!n Y (i,-(+nn_,- ;JE):L)
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Binomialkoeffisienter

Beuvis.

- (i—1),!7(!n—i)!<n—1+1 +%)

B n! i+n—i+1
N (il)!(ni)!(i(ni+1)>
n! n+1

(—1)(n—i)li(n—i+1)
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Binomialkoeffisienter

Beuvis.

(i—n1>+<7> B (f—l)!(g!—/ﬂ) i (n' Bl

n!

_U—lﬂn—/&n—l+1 %)

_ n! i+n—i+1
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Binomialkoeffisienter

Beuvis.

(i—n1>+<7> B (f—l)!(g!—/ﬂ) i (n' Bl

n!

_U—lﬂn—/&n—l+1 %)

_ n! i+n—i+1
(=D (n—=)'\i(n—i+1)

B n! n+1
(i =DI(n=Ni(n—i+1)
~ (n+1)!
Cil(n—i41)!

(1)
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Binomialformelen

Hva er koeffisienten for x%8 nar utrykket (2 + x)10 ekspanderes?
y
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Binomialformelen

Hva er koeffisienten for x%8 nar utrykket (2 + x)!%° ekspanderes?

Svar.
Vi vet fra binomialformelen at

100

1 . .
(2 —|—X)100 — Z ( OO) 2’X100_’.
I

i=0
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Binomialformelen
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Svar.
Vi vet fra binomialformelen at
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100\ _; :
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(24 x) _Z<i>2x .
i=0
Leddet med x%8 f&r vi nar i = 2, s3 koeffisienten foran x% blir
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Binomialformelen

Hva er koeffisienten for x%8 nar utrykket (2 + x)10 ekspanderes?
y

Svar.
Vi vet fra binomialformelen at

100

100\ _; :
100 __ i ,100—i
(24 x) _Z< I_ >2x .
i=0
Leddet med x%8 f&r vi nar i = 2, s3 koeffisienten foran x% blir
| .
<1(2)0> 2 = ;lg(;'l4 _ % 21004 =2-.99-100 = 19800.
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Reelle tall

Vi betegner de reelle tallene med R — intuitvt samlingen av alle
desimaltall (uendelig mange desimaler tillatt).
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Reelle tall

Vi betegner de reelle tallene med R — intuitvt samlingen av alle
desimaltall (uendelig mange desimaler tillatt).

De vanligste delmengdene av R er intervallene.
Lukkede intervaller (endepunktene er med):

[a,b] = {x € R| a< x < b},
[a,00) ={x € R|a<x},
(00, b] = {x € R| x < b}.
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Reelle tall

Vi betegner de reelle tallene med R — intuitvt samlingen av alle
desimaltall (uendelig mange desimaler tillatt).

De vanligste delmengdene av R er intervallene.
Lukkede intervaller (endepunktene er med):

[a,b] = {x € R| a< x < b},
[a,00) ={x € R|a<x},
(00, b] = {x € R| x < b}.
Apne intervaller (endepunktene er ikke med):
(a,b) ={x e R|a< x < b},
(a,00) ={x € R |a< x},
(00, b) = {x € R| x < b}.
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Reelle tall

Vi betegner de reelle tallene med R — intuitvt samlingen av alle
desimaltall (uendelig mange desimaler tillatt).

De vanligste delmengdene av R er intervallene.
Lukkede intervaller (endepunktene er med):

[a,b] = {x € R| a< x < b},
[a,00) ={x € R|a<x},
(00, b] = {x € R| x < b}.
Apne intervaller (endepunktene er ikke med):
(a,b) ={x e R|a< x < b},
(a,00) ={x € R |a< x},
(00, b) = {x € R| x < b}.
Halvapne:

[a,b) ={xeR|a<x<b}, (ab]={xeR|a<x<b}
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Tallverditegn
Tallverdien til a € R betegnes med |a|, og er definert ved

1 a, hvis a > 0,
al =
—a, hvisa<0.
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Tallverditegn
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Eksempler:
|71=7, |-3=3, [0]=0.
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Tallverditegn

Tallverdien til a € R betegnes med |a|, og er definert ved

1 a, hvis a > 0,
al =
—a, hvisa<0.

Eksempler:
|71=7, |-3=3, [0]=0.

Merk at a < |a| og —a < |a] s

|a| = max(a, —a).
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Trekantulikheten

Lemma
For alle a,b € R er
la+ b| < a| +[b].
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Trekantulikheten

Lemma
For alle a,b € R er
la+ b| < a| +[b].
Bevis.
Vi vet at
a<lal, b<|h,
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Trekantulikheten

Lemma
For alle a,b € R er
la+ b| <|a| +|b|.

Beuvis.
Vi vet at
a<|al, b<|b|,

s
a+b<lal+|b|
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Trekantulikheten

Lemma
For alle a,b € R er
la+ b| < a| +[b].

Beuvis.
Vi vet at
a<lal, b<]|bl,

s
a+b<lal+|b|

P3 samme ma&te har vi at

—a<lal, —-b<|b| = —(a+b)<la[+][h].
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Trekantulikheten

Lemma
For alle a,b € R er
la+ b| < a| +[b].

Beuvis.
Vi vet at
a<lal, b<]|bl,

s
a+b<lal+|b|

P& samme maéte har vi at
—a<lal, —-b<|b| = —(a+b)<|a|+]b]
Men |a+ b| = max(a+ b, —(a+ b)) sa

|a+b| < |a] +[b].

14 /24



Rasjonale og irrasjonale tall

Et reelt tall x som kan skrives som en brgk x = a/b, med a, b € Z
kalles et rasjonalt tall. Mengden av alle rasjonale tall betegner vi Q,
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Legg merke til at de hele tallene Z ligger inne i Q siden b =1 er
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7 C Q.
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Rasjonale og irrasjonale tall

Et reelt tall x som kan skrives som en brgk x = a/b, med a, b € Z
kalles et rasjonalt tall. Mengden av alle rasjonale tall betegner vi Q,

Q={a/b|a,beZb+0}.

Legg merke til at de hele tallene Z ligger inne i Q siden b =1 er
tillatt,
7 C Q.

Et reelt tall som ikke er rasjonalt sies & veere irrasjonalt.
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Kombinasjoner av rasjonale tall

16 /24



Kombinasjoner av rasjonale tall

Lemma
Hvis x og y er rasjonale tall s er ogs§ x +y, x —y, xy og x/y
(hvis y # 0) rasjonale tall.
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Kombinasjoner av rasjonale tall

Lemma
Hvis x og y er rasjonale tall s er ogs§ x +y, x —y, xy og x/y
(hvis y # 0) rasjonale tall.

Beuvis.
Dette fglger siden alt blir brgker. Hvis for eksempel x = a/b og

y =c/d, sé er
ac

_4a. ¢_ a¢
Y= d T bd
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Kombinasjoner av rasjonale og irrasjonale tall

Lemma
Dersom en av x og y er rasjonal og den andre irrasjonal s§ er x +y
og x — y irrasjonale tall.
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Kombinasjoner av rasjonale og irrasjonale tall

Lemma
Dersom en av x og y er rasjonal og den andre irrasjonal s§ er x +y

og x — y irrasjonale tall. Hvis i tillegg bide x og y er ulik O er ogss
xy og x/y irrasjonale tall.
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Kombinasjoner av rasjonale og irrasjonale tall

Lemma

Dersom en av x og y er rasjonal og den andre irrasjonal s§ er x +y
og x — y irrasjonale tall. Hvis i tillegg bide x og y er ulik O er ogss
xy og x/y irrasjonale tall.

Beuvis.
Anta at x er rasjonal og y irrasjonal, vi m& vise at a=x + y er
irrasjonal.
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Lemma

Dersom en av x og y er rasjonal og den andre irrasjonal s§ er x +y
og x — y irrasjonale tall. Hvis i tillegg bide x og y er ulik O er ogss
xy og x/y irrasjonale tall.
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irrasjonal. Anta at a er rasjonal. Da er

y=a—x

ogsé rasjonal

17 /24



Kombinasjoner av rasjonale og irrasjonale tall

Lemma

Dersom en av x og y er rasjonal og den andre irrasjonal s§ er x +y
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y=a—x
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Kombinasjoner av rasjonale og irrasjonale tall

Lemma

Dersom en av x og y er rasjonal og den andre irrasjonal s§ er x +y
og x — y irrasjonale tall. Hvis i tillegg bide x og y er ulik O er ogss
xy og x/y irrasjonale tall.

Beuvis.
Anta at x er rasjonal og y irrasjonal, vi m& vise at a=x + y er
irrasjonal. Anta at a er rasjonal. Da er

y=a—x
ogsé rasjonal — en selvmotsigelse siden y jo er antatt § vaere
irrasjonal. Altsd m& a veere irrasjonal. O

Eksempler. Tallene 1+ /2 og 3//7 er irrasjonale.
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Kombinasjoner av rasjonale og irrasjonale tall

Lemma

Dersom en av x og y er rasjonal og den andre irrasjonal s§ er x +y
og x — y irrasjonale tall. Hvis i tillegg bide x og y er ulik O er ogss
xy og x/y irrasjonale tall.

Beuvis.
Anta at x er rasjonal og y irrasjonal, vi m& vise at a=x + y er
irrasjonal. Anta at a er rasjonal. Da er

y=a—x
ogsé rasjonal — en selvmotsigelse siden y jo er antatt § vaere
irrasjonal. Altsd m& a veere irrasjonal. O

Eksempler. Tallene 14 /2 og 3/+/7 er irrasjonale. Merk at

3+v2 _1(3+\@>_1
12+4v2 4\3442

.
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Et hjelperesultat

Lemma
Hvis a € N er et oddetall s& er a*> ogss et oddetall.
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Et hjelperesultat

Lemma
Hvis a € N er et oddetall s& er a*> ogss et oddetall.

Beuvis.
Siden a er et oddetall s& er a =2n — 1 for et naturlig tall n.
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Et hjelperesultat

Lemma
Hvis a € N er et oddetall s& er a*> ogss et oddetall.

Beuvis.
Siden a er et oddetall s& er a =2n — 1 for et naturlig tall n. Da er

2=02n—-12=4n" —4n+1=2(2n*-2n) +1
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Et hjelperesultat

Lemma
Hvis a € N er et oddetall s& er a*> ogss et oddetall.

Beuvis.
Siden a er et oddetall s& er a =2n — 1 for et naturlig tall n. Da er

2=02n—-12=4n" —4n+1=2(2n*-2n) +1
som opplagt er et oddetall. O

Lemma (Konsekvens)

Hvis b? er et partall s§ ma b veere et partall.
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Det fins irrasjonale talll

Theorem
Tallet \/2 er irrasjonalt.
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Beuvis.
Vi m3 vise at v/2 ikke kan skrives som en brgk.
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Det fins irrasjonale talll

Theorem
Tallet /2 er irrasjonalt.

Beuvis.
Vi m3 vise at v/2 ikke kan skrives som en brgk.

Vi antar at v/2 kan skrives som en brgk og skal se at det fgrer oss
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Det fins irrasjonale talll

Theorem
Tallet /2 er irrasjonalt.

Beuvis.
Vi m3 vise at v/2 ikke kan skrives som en brgk.

Vi antar at v/2 kan skrives som en brgk og skal se at det fgrer oss
pé ville veier, altsa til en selvmotsigelse. Alts& kan vi ikke anta at
V2 er en brgk, s& det er et irrasjonalt tall.

Anta at 2
v2=j
der a og b er naturlige tall uten felles faktorer.
a a°
V2 = ;. = 2=4

Altsa er a® = 2b? et partall, sa dermed er a et partall, a = 2n for

en passende n € N,
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Det fins rasjonale talll

Bevis fortsatt.
Vi setter inn a = 2n i relasjonen a® = 2b? og far

2b% = (2n)? = 4n?
eller
b? = 2n°.
Altsa er b? et partall, og dermed er ogsé b et partall.

Konklusjonen er at om v/2 = a/b er et rasjonalt tall s& ma bade a
og b vere partall. Men dette strider mot at a og b ikke skal ha
felles faktorer — en selvmotsigelse!

O

Alts kan ikke v/2 vaere et rasjonalt tall.
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Arkimedes prinsipp

1. For ethvert reelt tall a fins det et naturlig tall n slik at n > a.

2. For ethvert positivt, reelt tall a fins det et naturlig tall m slik at

1
— < a.
m
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Det fins mange rasjonale og irrasjonale tall!

Lemma
Etvert dpent intervall inneholder bide rasjonale og irrasjonale tall.
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Dersom et rasjonalt tall skrives som desimaltall vil sifrene fgr eller
siden gjenta seg.

= 0.500000000000.. .,
= 0.333333333333.. .,

= 0.428571428571 .. . ..

NI WWI RN

Dersom et irrasjonalt tall skrives som desimaltall vil sifrene aldri
gjenta seg.

V2 = 1.414213562373095048801688724209698078570 . . . ,
V/3 = 1.732050807568877293527446341505872366943 . . . ,
e = 2.718281828459045235360287471352662497757 . . .,
m = 3.141592653589793238462643383279502884197 . . ..
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Takk for i dag!
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