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En fgrsteordens, inhomogen differensligning

I dette notatet skal vi studere differensligningen
Tpt1 — 2@, =27, x9=1. (1)

Vi ser at dette er en forsteordens, lineser, inhomogen differensligning med
konstante koeffisienter. Fra teorien i Kalkulus (seksjon 4.2) vet vi at den
generelle lgsningen av ligningen kan uttrykkes som

h
Ty = x, + b,

der :vf; er den generelle lpsningen av den homogene ligningen, mens z}, er en

eller annen lgsning av den inhomogene ligningen.
Lgsning av den homogene ligningen
La oss forst finne Igsningen av den homogene ligningen
Tpt1 — 2z, = 0.
h =

Om vi setter dette inn i ligningen far vi at  ma tilfredstille ligninen r—2 = 0
s& r = 2. Dermed er den generelle lgsningen av den homogene ligningen

Vi vet at lgsningen skal veere pa formen 2 = ™ (se seksjon 4.1 i Kalkulus).

ah = o,

(Dette er helt analogt med lgsning av andreordens ligninger. Forskjellen er
at vi bare har en rot av den karakteristiske ligningen, slik at den generelle
lgsningen framkommer ved & multiplisere 7" med en vilkarlig konstant.)



En partikuleer lgsning

Poenget med dette eksempelet er a illustrere hvordan vi kan finne en spe-
siell, eller partikuleer, lgsning av (1). Vi folger oppskriften fra seksjon 4.2 i
Kalkulus og prgver med en lgsning pa samme form som hgyresiden. Hgyre-
siden er pa formen a"p(n) der p(n) er et polynom av grad 0 (konstanten 1),
mens a = 2. Oppskriften sier da at vi skal prgve med en Igsning pa formen
xh = a"q(n), der g(n) er et vilkarlig polynom i n av samme grad som p(n).

Dette betyr at vi skal prgve med en lgsning pa formen
ab = A2"

der A er et vilkarlig, reelt tall. Vi observerer at da er z! 1= A2"FL og om
vi setter inn i (1) blir venstresiden

A2V — 242" = A" — A2 =0

Dette skal bli lik hgyresiden som er 2. Men dette er helt umulig & fa til.
Altsd ma antagelsen var om formen pa x5, veere feil!

Hva gikk galt??

La oss stoppe opp og reflektere litt over hva som gikk galt. Problemet var
at nar vi satte b, = A2"™ inn i venstresiden sa fikk vi 0. Med andre ord
Igser 2, = A2" den homogene ligningen og dermed kan venstresiden umulig
stemme overens med hgyresiden som aldri blir 0. Nar vi ser litt lengre tilbake,
ser vi at b = A2" har akkurat samme form som den generelle lgsningen
x! = 02" av den homogene ligningen.

Nytt forsgk: vi gker graden

Nar dette skjer forteller oppskriften i Kalkulus at vi ofte kan finne en parti-
kuleer lgsning ved & gke graden. I vart tilfelle betyr dette at vi prgver med
en lgsning pa formen ), = q(n)2" der q(n) er av grad 1 i n. Med andre ord
prover vi med

zb = (An+ B)2" (2)
der A og B er vilkarlige, reelle tall. I dette tilfellet er
ah = (A(n+1)+0b)2"" = (An+ A+ B)2"t1.
Setter vi dette inn i (1) blir venstresiden

(An 4+ A+ B)2" — 2(An + B)2" = A2"TL,



Skal dette stemme med hgyresiden som er 2", for alle verdier av n, ma
A2mtl = om,

Om vi forkorter bort 2" star vi igjen med 24 = 1 eller A = 1/2. Dermed har
vi bestemt koeffisienten A i (2).

Men hva med B? Faktum er at vi har ikke fatt noen betingelser pa B.
Hva betyr det? Jo, det kan ikke bety annet enn at vi kan velge B akkurat
som vi vil. En god strategi i slike situasjoner & velge den enkleste verdien vi
kan tenke oss, nemlig B = 0. Dermed er den partikuleere lgsningen

1
7h = (An+0)2" = on2" = n2" 1,

Endelig lgsning

Den generelle lpsningen av (1) er dermed
__h D _ n n—1
Tn =x, +ab =C2" +n2"".

Startverdien x¢ = 1 gir da
1= o = C,

og dermed er den endelige lgsningen

Tp=2"+n2""" = (24 n)2" L.

Hva kan vi leere av dette?

Nar du har lest et eksempel som dette er det som alltid lurt & tenke gjennom
hva som skjedde, det er da du virkelig kan leere. Lgsning av den homogene lig-
ningen gikk fint. For & finne en partikuleerlgsning fulgte vi grunnoppskriften
ved & prgve med en lgsning pa samme form som hgyresiden. I dette tilfellet
sviktet det. Arsak: hgyresiden er pa samme form som den homogene lgsnin-
gen. Dermed mé vi utvide oppskriften ved & gke graden pa polynomdelen av
partikuleerlgsningen. Da vi gjorde det kom vi i mal.

Merk at da vi gkte graden kunne vi prgvd med lgsningen z}, = An2"
med en gang fordi vi jo vet at den andre delen B2" ikke gir mening.



