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Oppgaver
Oppgave 1. I denne oppgave skal vi studere funksjonen
flz)=042)In(l+2z).

a) Finn Taylorpolynomet av orden 3 til f om punktet a = 0.
Lgsning: Produktregelen for derivasjon gir oss

#(z) :ln(1+x)+(1+x)1+w =In(l+2x)+1,
f//(x) = . —il- . og f(3)($) =—(1+ x)—z
Dermed far vi
" ((0)
1f@) = £0) + £+ T 002 1 Tt g L Lo

b) Vis ved induksjon at for alle £ > 2 sa er
() = (—1)F(k — 211+ 2) ",

Bestem Taylorpolynomet 7, f(x) til f om punktet a = 0 og et
uttrykk for restleddet R, f(x).

Lgsning: Anta at pastanden holder for en k& > 2 (vi har vist i
forrige oppgave at den holder for k£ = 2 og k = 3). Da har vi at

FO () = L F09(a) = (1) Gk — 2)1(1 ~ K1+ )"
= (MR + 1) = 211 - )0,

og resultatet fglger ved induksjon.
Dermed har vi at f(0) =0, f(0) =1 og

FE0) = (-1)kk-2)! k>2,

som gir (for n > 2)
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c) Finn et naturlig tall N slik at

m[%}i] |f(z) = T f(2)] < 107* for alle n > N.
xe|0,



Ved hjelp av restleddsformelen finnes det en en ¢ € (0, x) slik at

(n+1) c
Bnf(2) = f(2) = Tuf(2) = Mx+

Og fra forrige oppgave vet vi at for alle ¢ > 0 ogn > 0, sd er
F ()] < (n—1)!

Det impliserer at

n — .
o (@) = Tof (@)] = max [Bnf(@)] < =gy = Loy

Vi sgker minste N > 0 slik at

———— < 107" = N(N+1)>10* = N = 100.

NN+ ° (N+1)>

Oppgave 2. Lag et program som plotter grafene til funksjonen f(x) = exp(x)
og Taylorpolynomet T, f(z) om punktet a = 0 for n = 1,2,3,4 over
intervallet [0, 2].

Lgsning: Tj,e* =1+ 2 +--- + 52" er plottet i koden under.

n!

import math
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

X
f

pl

np.linspace(0,2,100)
np.exp(x)
.plot(x,f)
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f_k = [1,1,1,1,1]
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T_nf = f_k[@]*np.power(x,0)
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for n in range(1,5):
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T_nf = T_nf + (f_k[n]/math.factorial(n))*np.power(x,n)
plt.plot(x,T_nf)
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plt.xlabel(’x")
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plt.title(’Exercise 3")
plt.legend([’'exp(x)’, 'T_1f",'T_2f", 'T_3f’", 'T_4f'])
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plt.show()




Exercise 3
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Oppgave 3. 1 denne oppgaven skal vi studere den ikkelinezere differenslik-
ningen

1
Yn+1 (2+yn> =Yp n=20,1,... (1)

med yog = 1. Ikkelinezere differenslikninger er generelt vanskelige & lgse
for hand, men for noen er det mulig.

a) Vis ved induksjon at y, > 0 for alle n > 0.
Lgsning:
Siden g > 0 stemmer pastanden for n = 0, og vi antar pastanden
stemmer for en n > 0, dvs at y, > 0. Ved abruke likning (1) ser vi
da at

Yn >0 = yYpt1 = > 0.

Yn
0.5+ yn
Pastanden holder ved induksjon.
b) Vis at likningen (1) kan omskrives til en lineser differenslikning ved
hjelp av variabelsubstitusjonen x,, := 1/y, (som er veldefinert siden
Yn > 0).
Lgsning: Insetting gir likningen

1
-1 -1 -1
Ln+1 (2—{—1'” ) =Ty -

Mulitplikasjon av likningen med z,z,41 gir fglgende linesere
inhomogene likning:



c¢) Bestem lgsningen y,, for n > 0 og grenseverdien til y, nar n — oo
ved & forst lgse den linesere differenslikningen.

Lgsning: Homogen lgsning til (2):

al =22 = ol =Cc27,

.

for en konstant C. Den partikulaere lgsningen gjetter vi er pa formen
2P = D for en konstant D. Det gir

W —ah/2=1= D-Df2=1 = D=2

Den generelle lgsningen er

T, =C27" 4+ 2,
0g
xo=1/yy=1 = C=—-1 og z,=2-2""
Konklusjon:
1 1 I
yn — xn = 72 — 2—7’L Og yTL — 5 nar n — OQ.



