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Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i MAT-INF 1100 — Modellering og
beregninger — Igsningsforslag
Eksamensdag: Onsdag 7. desember 2005.

Tid for eksamen: 9:00-12:00.
Oppgavesettet er pd 8 sider.

Vedlegg: Formelark.

Tillatte hjelpemidler: Godkjent kalkulator.

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmalene.

Husk & fylle inn kandidatnummer under.

Kandidatnr:

Forste del av eksamen bestar av 7 flervalgsoppgaver som teller 4 poeng hver.
Det er bare ett riktig svaralternativ pd hver av disse oppgavene. Dersom
du svarer feil eller lar veere & krysse av pé en oppgave, far du null poeng.
Du blir altsa ikke "straffet" for & gjette. Andre del av eksamen bestér av
tradisjonelle oppgaver. I denne delen teller hvert av de 6 delspgrsmalene 12
poeng. Den totale poengsummen er altsd maksimalt 100 poeng. I andre del
av eksamen ma du begrunne hvordan du har kommet fram til resultatene
dine. Svar som ikke er begrunnet far 0 poeng selv om de er riktige!

Del 1: Flervalgsoppgaver

Oppgave 1. Koeffisienten foran z? i Taylorpolynomet til funksjonen

f(z) = 2% — sinz utviklet om punktet a = 0 er

Jo [J -12 [] -1t M1 [] 12

Merknad: Taylorpolynomet for sinus (T3 sin(z) = = — 2%/6) har ingen like

potenser. Eneste bidrag til ledd av orden 2 kommer da fra z2.

Oppgave 2. Taylorpolynomet av grad 2 til funksjonen f(z) = e®” utviklet
om punktet a = 0 er gitt ved

1+ 22 D 1+z+x2/2 D 1+22/2 D z?
(] 1-422/2

Merknad: Vi starter med Taylorpolynomet for e*
T 1 2
TQ(e ):1+$+§.’L'

Taylorpolynomet for f(z) = e*” finner vi ved & erstatte 2 med z2. Da dobles
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graden pa polynomet slik at vi finner
1
Tyf(z) =1+ 2% + §w4 -  Tof(z) =1+z%

Vi kunne altsé ngyd oss med T3 for e*.
Naturligvis kan vi ogsa regne ut de deriverte

fle) = € = f(0) =
@) = 2we” = f'0) =
f'(z) = 2% +422e” = f7(0)

Sa settes dette inn i formelen.

Oppgave 3. Hvilken av folgende differensialligninger er lineser?

D y' +siny ==z Yy +ysinz =1 D Y +y'? =0

U v +y' =cosy [ y+1/y=2

Oppgave 4. Differensialligningen y” + 4y’ + 5y = 0 har den generelle
Igsningen

y(z) = e ?*(Csinz + D cos ) D y(z) = Ce 2% + De®

[] y(z) = Ce ?* + De @ [] y(z) = Ccosz + Dsinz

[] y(z) = e*(Csin2z + D cos 2z)

der C og D er vilkarlige, reelle tall.
Merknad: Den karakteristiske likningen er 72 + 4r + 5 = 0 som har to

komplekse Igsninger r = —244. Da brukes nederste valg i klammeparantesen
for formel i vedlegget. Noen har reagert pd at C og D har byttet plass i
forhold til formelen i vedlegget. Dette har ingen betydning siden disse er
fritt valgabre reelle tall.

Oppgave 5. Differensialligningen 3’ + 22y = z2, der x > 0, har lgsningen
D y(z) = 2% + Ce™2’ D y(z) = 22 + Ce® D y(z) =22+ C
D y(z) =2%/3+C y(z) =14 Ce /3

der C er et vilkarlig, reelt tall.
Merknad: Her kan en regne pa mange mater, gange med integrerende faktor
slik som i1 Kalkulus, bruke formel fra Kalkulus dersom man husker den. Det
enkleste er faktisk & sette inn.

Oppgave 6. Vi benytter Eulers metode for & finne numeriske lgsninger
av ligningen y' = ay. Dette gir en differensligning for {y;} der y; =~ y(jh),
hvilken?

[] y; = ePy; 4 [] y; = (L+ah + 1a®h?)y; 4 [] Yj = yj—1+ah
yi=Q0+ah)y; 1 [] yi=e>
Merknad: Eulers metode er gitt i formelvedlegget.

Oppgave 7. Vi tilngermer den deriverte til funksjonen f(z) med uttykket
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(f(h) = £(0))/h. Da er feilen

begrenset av
h h?
3 MaXee[o,h) @) [ 5 WaXge[o,h) /" (=)|
h2
[ hmaxgepn|f@)] [ % maxeepon]| " (2)]

2
h
[ B maxeo p| ()]

Merknad: Dette tilfellet star i kap.9.6.3 i kompendiet.

(Fortsettes pd side 4.)
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Lgsningsforslag del 2

Under folger forslag til svar pd alle punkter i tekstdelen av eksamen.
Det er viktig a vere klar over at det kan eksistere andre mdter a
besvare oppgavene pd som er fullgode. Videre er det wvalgt svar og
lgsningsmetoder i lys av pensum og undervisning i kurset, heller enn ut
fra hva som er raskest/minst arbeid.

Oppgave 1. Lgs differensligningen

Tpt2 —3Tpy1 + 22, =1, zo=1, z1=0.

Lgsning. Alle Igsningen kan skrives som z, = z” + z},. Forst bestemmer
vi den homogene lgsningen, z!.
h _

Innsetting av z;; = r" i den homogene differenslikningen z,9 — 341 +

2z, = 0 gir den karakteristiske likningen
2 —3r4+2=0,
som har lgsningene r = 1 og r = 2, dvs.
zh = A1" 4+ B2" = A + B2",

der A og B er valgbare reelle koeffisienter.

Finner s& zf,. Her er hgyresiden et polynom av grad 0, dvs. en konstant.

Vanligvis ville vi forsgkt & tilpasse en konstant som zh, men siden konstanter

er homogenlgsninger gar vi opp en grad: z, = Cn. Merk at det har ingen
hensikt & ta med en konstant i z},. Innsetting gir

1 = @,y —3zp,, +220
= C(n+2)—3C(n+1)+2Cn=C(n—3n+2n)+C2-3) = -C.

Dvs. C = -1 og
2k = —n

Til slutt ma vi tilpasse initialbetingelsene for z,, = z}, + z"

1 = 20 = 0+444B, = A+B=1
= z; = -1+A+2B, = A+2B=1

Trekker vi den gvre likningen fra den nedre fglger B = 0 og derved A = 1.
Lgsningen blir da
Tn=1—mn

Oppgave 2. Finn Taylorpolynomet av grad 3 om a = 0 for funksjonen

et +e®

fla) ==

(Fortsettes pé side 5.)
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Lgsning. Taylorpolynomet av grad 3 er gitt ved

Tyf () = F0) + /O + 57" (0)a” + ¢ f"(0)a"

Gjentatt derivasjon gir si ((e¥)' = e” og (e™%) = —e™ %)
fl@) = g +e™®) = f0) = ;(1+1)=
o) = He-e) = 0 = J1-1=0
flz) = 3 +e®) = f'0) = 3(1+1)=
f"(@) = (" =e®) = f"0) = 3(1-1)=

Innsetting gir sa
1
Tgf(.’E) =1+ E.TQ

Merknad:

Funksjonen gitt ved f(z) = emgefz kalles ofte for hyperbolsk cosinus (cosh).
Vi kan ogsa finne Taylorpolynomet ved & regne ut polynomet til e, legge til
dette innsatt —x og dele pa 2.

Oppgave 3. Vis ved induksjon at den n’te deriverte av funksjonen f(z) =
ze” er gitt ved

™ (@) = (n+z)e”
for ethvert heltall n > 0.
Lgsning. Vi skal vise P, : f("(z) = (n 4 z)e® for n > 0
(i) Viser P.
Setter vi inn i Py folger

1O(z) = ze”,

som er en gjentagelse av definisjonen av f og derved riktig.
(i) Viser P; for i <= n medfgrer P, ;.
Vi starter med P,, deriverer begge sider og bruker produktregelen for
derivasjon

[ @) = (1) = ((n+2)er) = (n+a)e +(n+a)(e)
= e+ (n+x)e® = (n+1+x)e”,
som er er uttrykket pa hgyresiden i P,41. Derved er induksjonsbeviset ferdig.

Oppgave 4. Vi har gitt en differensialligning med tilhgrende randverdier
pa intervallet [0, 1],

y' +a’y=0, y0)=0, y(l)=1,

der «a er en reell konstant. Legg merke til at vi har gitt en randbetingelse
ved x =0 og en ved z = 1.

Finn lgsningen.

Finnes det verdier av « slik at lgsningen ikke eksisterer?

(Fortsettes pé side 6.)



Eksamen i MAT-INF 1100, Onsdag 7. desember 2005. Side 6

Lgsning. Vi setter inn et uttrykk y = €™ i likningen og finner at dette er
lgsning dersom den karakteristisk likningen

r2+a2:O,

er oppfylt.
Vi antar forst at o # 0. Lgsningene er da 1 = ai og ro = —ai der ¢ er den
imaginaere enheten. Alle lgsninger av differensiallikningen er da pa formen

y(z) = Acos(az) + Bsin(az),

der A og B er reelle konstanter. At alle lgsninger er inneholdt i dette
uttrykket er viktig for det andre spgrsmalet i oppgaven.
Innsetting av randbetingelser gir na

0 = y(0) = Acos(0)+ Bsin(0) = A
1 = y(l) = Acosa+ Bsina

Vifar A =0 og B =1/sin«a og lgsningen blir

sin(ar)

y(z) = sina

Men, denne lgsningen er ikke definert nar sina = 0, dvs. ndr o = +nmw der
n er et naturlig tall. For disse « finner vi altsé ingen lgsninger som oppfyller
randbetingelsene og randverdiproblemet har ikke noen lgsning. Det er her
viktig at vi har visshet for vi har brukt den fulle lgsningen i forsgket pa &
tilpasse randbetingelsene.

Sa tar vi for oss tilfellet &« = 0. 0 er da en dobbelrot i det karakteristiske
polynomet. En lgsning er da y = 1 og en annen er z ganger denne. Dvs.

y=Az+ B

Randbetingelser gir
0 = y(0) = B,
1 = y(l) = A+B

som gir B =0 og A =1 slik at
yle) =«

Merknad: Eksistens og entydighet for differensiallikninger med ni-
tialbetingelser (vi har gitt verdier for y og y' i et gitt punkt) er summert
opp nederst i setning 10.4.24 i Kalkulus. Dette kan ikke anvendes i denne
oppgaven.

Oppgave 5. Vi har gitt en fgrsteordens differensialligning med en
initialverdi,
y'=-y, y(0)=1

a) Lgs differensialligningen og vis at lim,_, y(z) = 0.

(Fortsettes pé side 7.)
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b) Vi forsgker & lgse ligningen med en numerisk metode som bestemmer en
tilnserming y; ~ y(jh) til Igsningen i punktene z; = jh der j =0, 1,2, ...0g
h er en positiv steglengde. Dette gjgr vi med fglgende algoritme:

1. Fra initialbetingelsen finner vi yg = 1 mens y; bestemmes tily; = 1—h
ved hjelp av Eulers metode.

2. Vi finner y; for j > 2 ved “hoppe-bukk” (“leap-frog”) metoden

Yj —Yj—2 .
2h Yi-t-

Dersom vi simulerer denne differensligningen ved hjelp av flyttall, vil den
numeriske lgsningen ikke neserme seg 0 nar x blir stor, men vokse over alle
grenser. Forklar hvorfor dette skjer.

Hint: Finn den generelle Igsningen til differensligningen.

Lgsning.

a)
Dersom vi husker formelen fra Kalkulus kan vi bruke denne. Hvis ikke er
det greit & behandle differensiallikningen som en separabel en

!

Yy = Y
v - _
fydx = —[dz
dy - _
fy = —z+C
Inly = C-z

Eksponensiering pa begge sider gir sa |y| = e“~% = Ae™?, der A er positiv.
Opplgsning av absoluttverdi gir y = Ae™" der A er en vilkarlig reell konstant.
Skal vi ha oppfylt initialbetingelsen m& A = 1 og vi har

y(z) =e

Nar z — oo har vi e — oo og tilsvarende e* — 0. Det siste fgrer til at
y — 0b)
Vi fglger hintet. Differenslikningen skrives pa standard form som

Yj + 2hyj—1 —yj—2 =0,
og gir den karakteristiske likningen
r2 4+ 2hr —1=0,
som har lgsningene
rlz—h—l—\/ﬁ, rgz—h—m.
Den generelle lgsningen er da
yj = Ar{ + B’I‘%.

Vi ser umiddelbart at |rg| > 1, mens |r1| < 1 (kan vises direkte eller fra
at produktet av de to rgttene i det karakteristiske polynomet er —1). Skal
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Eksamen i MAT-INF 1100, Onsdag 7. desember 2005. Side 8

lgsningen g& mot null ndr 5 — oo mad B = 0, ellers vil lgsningen g& mot
uendelig. For at dette skal passe med initialbetingelsene mé r1 = y1 /vy, dvs.

1—h=r1=—-h++Vh2+1,

som er oppfylt bare ndr h = 0. Dvs. B # 0 og y; vokser over alle grenser.
Uansett om B = 0 hadde veert i samsvar med initialbetingelsene ville
avrundingsfeil i en simulering brakt inn den voksende del av den generelle
lpsningen og resulatet ville vokst over alle grenser.



