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Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: MAT-INF 1100 — Modellering og
beregninger.

Eksamensdag: Tirsdag 12. Desember 2023.

Tid for eksamen: 15:00-19:00.

Oppgavesettet er pd 10 sider.
Vedlegg: Formelark. Svarark.
Tillatte hjelpemidler: Godkjent kalkulator.

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmalene.

Eksamenen bestar av to deler: flervalgsoppgaver (totalt 30 poeng) og
tradisjonelle oppgaver (totalt 70 poeng).

Del 1: Flervalgsoppgaver

Denne delen bestar av 10 flervalgsoppgaver som teller 3 poeng hver. Det er
bare ett riktig svaralternativ pa hver av disse oppgavene. Dersom du svarer
feil eller lar veere & krysse av pé& en oppgave, far du null poeng. Du blir altsa
ikke "straffet" for & gjette. Svarene dine fores pa svararket.

Oppgave 1. Taylorpolynomet av grad 2 til funksjonen

1
1—23

fz) =

om punktet a = —1 er gitt ved
A:l +2(x+1)—1—36(95+1)2

B:2+ S(x+1)— ( +1)2
VC: i+ 3 +1)+2(x+1)?
D:2+ Lz+1) —3(z+1)?

E: 14 3(x+1)—2(z+1)?
Svar: Vi har at

, 3a2
P ==y

v 62(1—2%)? + 18241 —2%) 6z + 122
f (-T) - (1 _ 1.3)4 - (1 _ $3)3
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Vi far ogsé at f(—1) =1/2, f'(-1) = 3/4, f"(—1) = 3/4, slik at

Tof () = F(-1) + f(- 1) + 1)+ 3 /(-1 + 1)

1 3 3 9
=_-4+= 1)+ = 1)2.
2+4(m+ )+8(:c+ )

Oppgave 2. Taylorpolynomet av grad 3 av funksjonen
flz) =€

om punktet a = 0 er lik
A: 1+ 23/2

B: 1+ 2%/2
C:1—2a3/2

vD: 123

E:1+23

Svar: Kjerneregelen gir
f(z) = —3a2e "
f"(z) = (—6z + 9x4)e_x3
F"(x) = (—6 + 3623 + 182° — 272%)e " = (=6 + 5da® — 2725)e =",

Det folger at f(0) = 1, f/(0) = f"(0) = 0, og f"(0) = —6, slik at
Taylorpolynomet blir

Tsf(z) = £(0) + f'(0)x + f"(0)2* /2 + f"(0)2” /6 = 1 — 2.

Man kan ogsa se dette ved & sette inn —z3 for 2 i Taylorpolynomet for e”.
Dette gir 1 — 23 +26/20 + - - -.

Oppgave 3. La f(z) = 23 — 2 — 1, og la pa(x) veere polynomet av grad
< 2 som interpolerer f i xg =1, 21 =2, og 2 = 3. Da er ff’ pa2(x) dz lik
A: 10

B: 29/2

vC: 14

D: 17

E: 3

Svar: Vi bestemmer fgrst polynomet. Newtonformen til p er
p2(x) =co+ci(x — 1)+ ca(x — 1) (x — 2).
Setter vi inn interpolasjonspunktene far vi likningene

—1:CO
d=co+ci
23 = co + 2¢1 + 2¢9

(Fortsettes pa side 3.)



Eksamen i MAT-INF 1100, Tirsdag 12. Desember 2023. Side 3

Den andre likningen gir at ¢; = 6, og den tredje gir at co = (23—cp—2¢1)2 =
6, slik at
pa(z) =—-14+6(x—1)+6(x—1)(z—2).

Nar vi integrerer denne er det kanskje like greit & gange ut forst, og da far
vi po(x) = 622 — 122 + 5. Vi far sa

3
/1 pa(@) do = [22° — 62% + 52]; = (54—54+15)— (2—645) = 15—1 = 14.

Man kan ogsd lgse denne metoden ved a bruke at Simpsons metode er
eksakt for alle tredjegradspolynomer (se Teorem 12.12 i boka), slik at
f13 f(z)dr = flgpg(:v) dx. Vi far at

3 1 1 3

/ f(z)dx = [4334 - 59;2 - a:] = (81/4-9/2-3)—(1/4—1/2—1) = 56/4 = 14.
1 1

Enda enklere, i stedet for a regne ut integralet kan vi bruke punktformelen

for Simpsons metode, som med h =1 gir

1 1420423

S +47(2) + 1(3)) -

14.

Oppgave 4. Vi gnsker a finne en tilnsgerming til nullpunktet til funksjonen
f(x) = 2% + 2 + 1. Hvis vi starter med ¢ = 0 og tar to steg med Newtons
metode, sa far vi at xo blir

A: —-3/2
vB: —5/6
C:1/4
D: —-1/2
E: -1
Svar: Newtons metode her blir 11 = ) — J{,((z’;)) = — x%;gﬂrl Vi far
at
e r1=0— % =-1

o zp=-1- "Ll = 141/6=-5/6

Oppgave 5. Tilnermingen til

2 s
/0 sin (533 + §> dx
vi far nar vi bruker midtpunktsmetoden med fire delintervaller (steglendge
h =1/2) blir
VA: (V2+1)/2
B: —-1/2
C: V2
D:1
E: vV2+1
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Svar: Vi har intervalldelepunktene zo = 0, 1 = 1/2, zo = 1, z3 = 3/2,
x4 = 2. Dette gir midtpunktene 1/4, 3/4, 5/4, og 9/4. Funksjonsverdiene i
disse er

For integralet over gir dermed mindtpunktsmetoden

%(ﬂ/2+1+\/§/2+0: (V2+1)/2

Oppgave 6. Lgsningen av differensiallikningen
y — 3y =2ze”, y(0)=0

er gitt ved
A: y(x) = (v +1/2)e” — 372
B: y(x) = —€%/2 4 €37 /2
C: y(z) = we® + 3% — 1
vD:y(z) = —(z +1/2)e® + €3%/2
E: y(x) = —(x + 1/2)e” + &3
Svar: Den homogene ligningen har generell lgsning y"(z) = Ce3*. Hvis vi
prover y,(z) = (Az 4+ B)e” som partikuleer lpsning, sa far vi

Yy, — 3yp = (Az + A+ B)e®” — 3(Az + B)e® = (—24x + A — 2B)e”.
Skal dette veere lik 2ze® sd ma
24 =2 A-2B=0,

som har lgsningen A = —1, B = —1/2. Derfor blir y,(z) = —(z +1/2)e”, og
den generelle lgsningen er y(z) = y,(z) + yn(x) = —(x + 1/2)e® + Ce3®.
Initialbetingelsen gir sd at —1/2 + C = 0, slik at C = 1/2, slik at
y(z) = —(z + 1/2)e® + €37 /2.

Oppgave 7. Lgsningen til differensiallikningen

y' — 6y =—120—16,  y(0)=0, ¥ (0)=—3

er lik

VA:y(x) =22 +32+1— %
B: y(x) =22+ 3z — 1 +¢%
C: y(z) = 22 + 3z — %
D: y(z) =e % —1
E: y(x) =3z —1+¢6°
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Svar: Den karakteristiske likningen
r2—6r=0

har rgtter r = 6 og r = 0. Den generelle Igsningen til den homogene likningen

er dermed
yn(z) = CeS* + D,  C,DeR.

Siden 0 er en rot i den karakteristiske likningen méa vi her ga opp en grad nar
vi skal gjette pa en partikuleer lgsning, slik at vi ma gjette y,(z) = Ax?+ Bx
hvor A og B méa bestemmes. Vi har at

yy — 6y, = 2A — 12Az — 6B = —12Ax + 24 — 6B = —12z — 16

som gir A =1 og B = 3, slik at y,(z) = 2 + 3z. Den generelle lgsningen
pa likningen blir dermed y(z) = y,(z) + yn(z) = 22 + 3z + Ce% + D.
Initialbetingelsene gir sa at (siden y/(x) = 2x + 3 + 6Ce%%)

y(0)=C+D=0
y(0) =3+6C = -3

Andre likning gir at C' = —1. Fgrste likning gir s& D = 1, slik at

y(x) = 2%+ 3z — 5 1

Oppgave 8. Den numeriske lgsningen av
=1 z(1)=1

ved tiden t = 2 som vi far ved & ta to steg med Eulers metode med steglengde
h=1/2er lik

A: Tro = 3/2
VB:zy=9/4
C:iazy=11/4
D:zy=1
E: Tro = 5/2
Svar: Omskriving gir
t3
x/ = ﬁ = f(t,(lf)
og Eulers metode gir
113 3
x1 = xo + hf(to, zo) :1—#51—2 =5
3 1(3/2% 3 3 9
x2 = x1 + hf(t1,21) 2+2(3/2)2 5t =1
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Oppgave 9. Omskriving av annenordens differensiallikningen
2"+ V1 — e =Int

til et system av forsteordens differensiallikninger gir
A: 2/ =y+Intogy =—/ye”®
VB:a'=yogy =—/y+e"+Int
C:a/=yogy =,/y—e"+Int
D: 2/ = —/y+1Intogy =€
E: 2/ =yogy =—y+e?
Svar: Vi introduserer funksjonen y = z’ og far

Y =) =a2" = —Va' + e +Int = —/y + € + Int.

Det gir systemet
=y, y=—\y+e” +Int.

Oppgave 10. Vi definerer f(x) = cos(z)e”, og lar T, f(x) veere
Taylorpolynomet til f av grad n om punktet a = 0.

Hva er minste n > 0 slik at vi kan vaere sikre pa at

-7, < 0.027
oo | f(z) f(z)] <

A:n=0
B:n=1
Cin=2
vD:n=3
E:n=4

Svar: Vi har at

at

Viser at |R3f(x)| er forste restledd som garantert blir < 0.02 i absoluttverdi,
slik at n = 3 er riktig svar.

(Fortsettes pa side 7.)
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Del 2

Denne delen bestéar av 7 delspgrsmal. Hvert delspgrsmal teller 10 poeng. Du
ma begrunne hvordan du har kommet fram til resultatene dine. Svar som
ikke er begrunnet far 0 poeng selv om de er riktige.

Oppgave 1. Vis ved induksjon at n3 4 2n er delelig med 3 for alle n > 1.

Svar: Vi lar P, veere pastanden at n3 + 2n er delelig med 3. For n = 1
sier pastanden at 3 er delelig med 3, som er sant. Anta nd at vi har vist at
Py, Py, ..., Py er sanne, der k > 1. Vi ma vise at P,y ogsa er sann, det vil si
at (k+1)3 +2(k + 1) ogsa er delelig med 3. Vi far at

(k+12+2(k+1) = k> +3k% + 3k + 1 + 2k + 2 = k* + 2k + 3k* + 3k + 3.

I denne summen er k3 + 2k delelig med 3 (siden Pj er antatt sann), mens
de andre leddene (3k2, 3k, 3) alle er delelig med 3. (k + 1)3 + 2(k + 1) kan
altsa skrives som en sum av tall som alle er delelige med 3. Men da er ogsa
(k+1)3 +2(k + 1) delelig med 3, slik at Py, ogsa er sann. Det folger at P,
er sann for alle n > 1.

Oppgave 2. Vi skal se pa differenslikningen

32xpto — 122p41 + 2, =0, x9=2,21 =3/8.

a) Finn lgsningen av differenslikningen.

Svar: Den karakteristiske likningen blir 3272 —12r+1= 0, som har rgtter
= 12£v 144 128 _ I%f‘l, Shk at rottene blir 1/4 og 1/8. Likningen har derfor
den generelle Igsningen x! = C4™" + D8~ ™. Initialbetingelsene gir

2=C+D
3/8 = C/4+ D/3.

Gander vi opp den andre likningen med 8 kan disse skrives

2=C+D
3=2C+D.

Trekker vi disse fra hverandre far vi at C' = 1, og deretter at D = 1, slik at
lgsningen blir z, = 4" + 8",

b) Hva skjer for store n nar denne differenslikningen beregnes numerisk pa
en datamaskin med 64 bits flyttall?
Svar: Initialbetingelsene kan representeres eksakt i totallsystemet. Maski-
nen regner ut

Tnyo = (120p41 — x,) /32,

og dette blir regnet ut uten avrundingsfeil siden 32 = 2°. Maskinen vil derfor
regne ut x, = 4~ " + 8" eksakt til & begynne med. Siden 47" 4+ 8" trenger
n+1 signifikante bits, sa vil vi pa et eller annet tidspunkt fa en avrundingsfeil
(til 47™). Denne avrundingsfeilen vil forplante seg videre slik at maskinen
vil regne ut noe pa formen

(1+e)d™™+ (1 +e)8 "

(Fortsettes pa side 8.)
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Det er vanskelig & spa om maskinen til slutt vil runde alt av til 0 eller ikke,
men det er neerliggende & tro dette siden formelen som simuleres regner ut
tall der absoluttverdien avtar mot 0. Simulerer vi pa4 datamaskin vil vi se at
alt blir 0 etter rundt 540 iterasjoner.

Pythonprogrammet under kan brukes ved simulering.

xpp = 2
xp= 3/8

for n in range(540):
x = (12#xp-xpp)/32

print (x)
Xpp = Xp
Xp = X

Oppgave 3. Vi skal se pa fglgende tilnserming til den deriverte til en
funksjon f i et punkt a:

- —4f(a—h)+3f(a) + f(a+2h)
6h

Vis at denne tilngermingen er eksakt for alle andregradspolynomer.

f'(a)

Svar: Det er kanskje enklest & vise forst at formelen er riktig for f(x) = 1,
f(l') =, f(fl') = 1/'2.

1. f(z) = 1: Tilnermingen gir =5+ = 0, som er lik f/(a).

2. f(z) = x: Tilneermingen gir _4(a_h)%ia+(a+2h) = % = 1, som er lik

f'(a).

3. f(z) = 2% Tilnsermingen gir
som er lik f'(a).

—4(a—h)?+3a®+(a+2h)®> _ 8ah+dah __ %2,
6h - 6 - ’

Man kan deretter forklare at, hvis tilnsermingen er eksakt for funksjoner f(x)
og g(z), s& er den ogsa eksakt for cf(z) og for f(z)+ g(z):

1.
(f) (@) = cf () = c—2O= 1) F 36f h<a> + f(a+2h)
_ —4ef)(a—h) +3(cf)(a) + (cf)(a+2h)
6h
2.

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a)

_ —4f(a—h)+3f(a) + f(a+ 2h) N —4g(a — h) + 3g(a) + g(a + 2h)

6h 6h
—4(f +g)(a—h) +3(f +g)(a) + (f + g)(a +2h)
6h

Siden ethvert andregradspolynom kan skrives pa formen axz? + bx + ¢, folger
det fra dette at tilnszermingen er eksakt for alle andregradspolynomer.

(Fortsettes pa side 9.)
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Oppgave 4. Finn tilnsermingen til f12 Sig”” dx som du far ved & erstatte

sinz med sitt Taylorpolynom av grad 5 om origo, det vil si regn ut
f2 T sin(x) dx
1 T :
Svar: Vi har at Ty sin(z) = x — 23/3! + 25 /5!, slik at
2 . 2 3 5 2
T —x°/3! 5!
/ 58”1(””)@:/ z-z /3t 2/ dx:/ (1 —22/6 + 2*/120) du
1 1 1

xT T

=[x — 2%/18 + 2°/600]”
=1—(8/18 — 1/18) + (2° — 1)/600
=1-7/18 4 31/600
1800 — 700 + 93 1193
1800 ~ 1800°

Oppgave 5. Vi skal se pa differensiallikningen

, t2 3 g2
= —¢

x o t > 1, med initialbetingelsen (1) = 1.

X

a) Finn lgsningen til differensiallikningen.

Svar: likningen er separabel og vi skriver den om til
2 3
ze® o =t2el.

Vi integrerer begge sider

/$e$2 dx = /thtS dt,

1 1
§€$2 = getg + C

og far

Dette gir et = %6t3+20, og deretter z2 = In (%et3 + 20), og til slutt x(t) =

+,/In (%et?’ +2C). Det er klart fra likningen at 2’ > 0, og siden z(1) = 1 er
det klart at @ > 0 for ¢ > 1. Derfor har vi at z(t) = y/In (3¢ 4 20)

C ma bestemmes fra initialbetingelsen x(1) = 1. Setter viinnt =1logz =1
far viat 1 =In (%e + 20), slik at e = %e + 2C, slik at 2C = ¢/3. Derfor er

lgsningen
2
x(t) = \/ln <3et3 + e/3>.

Spesielt er z(1.5) ~ 1.7364

b) Det kan vises at x(1.5) ~ 1.7364 for den eksakte lgsningen til
differensiallikningen.

Finn en tilnserming til lgsningen ved tiden ¢t = 1.5 ved & ta ett steg med
Eulers midtpunktsmetode. Hvor stor er approksimasjonsfeilen

|1 — z(1.5)| ?

(21 betegner den numeriske lgsningen ved ¢ = 1.5).

(Fortsettes pa side 10.)
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Vi minner om at Eulers midtpunktmetode for ligningen 2/ = f(t, z)
med z(tp) = zo og steglengde h er gitt ved

Thy1 = Tk + hf (tg1/2) Thg1/2)

der
Th+1/2 :.Z'k—i-hf(tk,xk)/Q, tk+1/2 :tk+h/2.

Svar: Eulers midtpunktsmetode med h = 1/2 og f(¢,x) £ ot?—a? gir

Tz

1 11 5
$1/2 :330+1f(t0,x0) - 1+EI = 1
1
T = To + if(tl/% T1/2)
— 1+ 1@6125/64—25/16

2 5/4
=14+ 2625/64 ~ 1.9237.

Approksimasjonsfeilen er

11.9237 — 1.7364)| ~ |1.1042 — 1.1626| ~ 0.1873

Lykke til!



