LP. Leksjon 4

Kapittel 4: effektivitet av simpleksmetoden

» hvordan méle effektivitet?
» verste tilfelle analyse, Klee-Minty kuben

> gjennomsnittsanalyse og i praksis
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Status

Hvor langt er vi kommet i var LP-vandring?

» simpleksmetoden (Fase | og I1)
» problemer: degenerasjon og sirkling
» lgsning: antisirklingsregler, evt. perturbasjoner

» fundamentalteoremet for LP

Neste spgrsmal: hvor god er simpleksmetoden ?

Men: fgrst litt om ekvivalente optimeringsproblemer!
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Ekvivalente optimeringsproblemer

Ofte er det nyttig & skrive om optimeringsproblemer til en mer
hensiktsmessig form. Da er det viktig at man ender opp med et
“ekvivalent problem”. La oss presisere hva dette betyr.

La P og Q betegne to optimeringsproblemer, med variabelvektor
x € R"i P ogy e RFiQ. Her kan n og k vare forskjellige. Vi
sier at P og Q er ekvivalente dersom

1. P er tillatt hvis og bare hvis Q er tillatt.

2. P er ubegrenset hvis og bare hvis Q er ubegrenset.

3. P har optimal Igsning hvis og bare hvis Q har optimal Igsning.
Videre finnes det da en funksjon f : IR" — IR¥ slik at x er
optimal i P hvis og bare hvis f(x) er optimal i Q.
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Merk at man kan vise symmetri her: rekkefglgen p& P og Qi
definisjonen spiller ingen rolle.

Som et eksempel, og en oppgave, betrakte problemene

P: max{c"x:Ax < b}

Q: max{c"(x¥' —x"): A(xX —x") < b, X, x" > O}
Vis at P og Q er ekvivalente!

LP problemer kan f.eks. ha noen variable som er ikkenegative (evt.
ikkepositive), noen som er frie, og det kan veere uliheter (< og >),
og likninger. Laer deg hvordan man kan skrive om slike problemer
til ekvivalente LP problemer!
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Effektivitet

To typer mal p& effektivitet av en algoritme:

» verste tilfelle: maksimalt antall regneoperasjoner for
problemer av en gitt stgrrelse

» gjennomsnitt: gjennomsnitlig eller forventet antall
regneoperasjoner for problemer av en gitt stgrrelse

LP: regnetid gker nér antall variable eller begrensninger gker. S§&
regnetid blir en funksjon av “problemstgrrelse”.

Hvordan maéle problemstgrrelse?

> enkelt: antall tall, dvs m x (n+ 1). Svakhet: i "virkelige
problemer” (der m og n er store) er mange av tallene null.
Dette kan utnyttes i f.eks. simpleksalgoritmen til 8 “speede

opp’.
> mer ngyaktig: antall ikkenuller. Svakhet: regneoperasjoner

med store tall tar lengre tid enn for sma (heller 14 - 7 enn
832573928 - 3722984)
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» enda mer ngyaktig: antall bits som kreves for & lagre alle
dataene p& en datamaskin

Hvordan maile totalarbeid (kompleksitet) for en algoritme?
» regnetid (CPU)
» antall iterasjoner
» antall elementaere regneoperasjoner
Va&rt valg: bruker m og n som mal p& problemstgrrelse og antall

pivoteringer som kompleksitetsmal.

Skal se pa verste tilfelle analyse av simpleksmetoden. Svaret blir
dessverre at metoden, teoretisk sett, ikke er god. | praksis er
situasjonen motsatt: simpleksalgoritme fungerer utmerket.
“Forklaring”: de "vanskelige LP eksemplene” dukker ikke opp i
praktiske problemer.
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| 1972 fant V.Klee og G.J.Minty en klasse av LP problemer som
“tar knekken" p& simpleksmetoden med den “vanlige”
pivoteringsregelen (stgrste koeffisient regel). LP problemet har n
variable og det viser seg at antall pivoteringer blir 27 — 1. S3 antall
pivoteringer vokser eksponentielt i antall variable! Dette er hdplgst
mange iterasjoner, se f.eks. (ang. regnetid, anta en million
pivoteringer pr. sekund): :

n: 10 20 50 100
n?: 100 400 2500 10000
2n 1024 | 1048576 | 1.125899e+15 | 1.267650e+30

tid | 0.001 sek 1.0 sek 35 &r 4.0e+16 ar

Skal se p& dette LP problemet. Idéen er & deformere kubel [0, 1] i
IR"” p& en slik mate at simpleksalgoritmen gér gjennom alle de 2"
hjgrnene! Dette gir 2" — 1 pivoteringer.
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Her er Klee-Minty LP problemet:

max Y7 ;10" x;
f.a.
22};% 10i’j><j + x; < 10071 fori=1,...,n
X = 0

Tolkning av begrensningene:
> i=1:x <1
> = 2: 20x1 + x» < 100, s8 x» < 100 — 20x; ~ 100 idet
0 S X1 S 1.
» | = 3: 200x; + 20x> + x3 < 10000, sa
x3 < 10000 — 200x; — 20x, ~ 10000 idet idet 0 < xy < 1 og
0 < x» <100.
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S4 tilnermet har vi begrensningene

0§X1§1
0 < x < 100
0 < x, < 10071

slik at mengden P av tillatte Igsninger er tilnaermet lik et

n-dimensjonalt rektangel (kube). P kalles derfor Klee-Minty kuben.

For & lette analysen vil vi forandre litt pd problemet.

> velg tall b; slikat 1 = by < by < ... < b,. F. eks. velges
b1 s& mye mindre enn by at selv om vi multipliserer med visse
tall i simpleksalgoritmen vil den nye verdien p& by stadig veere
langt mindre enn den nye verdien p& by. Tenk p& b;'ene som
uavhengige variable og at man kan finne passende verdier p&
dem senere.
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> i Klee-Minty problemet erstatter vi fgrst hgyresiden 100'~! med
bi. Merk at de gamle hgyresidene gkte med en faktor 100 for
hver ny rad, og dette har vi tatt vare pd ved valget av b;-ene.

> erstatter s& hgyresiden b; med
-1
> 107b; + b,
j=1

Dette er en “mindre endring” idet det fgrste leddet en mye
mindre enn b; (fordi by, ..., bj_1 er tilstrekkelige sma i forhold
til b;.)

» til slutt endrer vi objektivfunksjonen i LP problemet ved &
trekke fra

i—1
(1/2)) 10" b;.
j=1
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Resultatet er et modifisert Klee-Minty problem:

max Y7 10"x; — (1/2) Y121 10" b
f.a.

23711070 + < YT107Ubi 4 by fori<n

xi =2 0 for j < n.

Legg merke til at hgyresidene er positive s& vi trenger ikke Fase | av
simpleksmetoden.

Resultat: simpleksalgoritmen med “stgrste koeffisient
pivoteringsregelen” bruker 2" — 1 pivoteringer for & Igse det
modifisert Klee-Minty problemet.

Vi lar beviset for dette vaere gvingsoppgave (Ex. 4.5 og 4.6 i
Vanderbei).

Vi Igser nd det modifiserte Klee-Minty problemet for n = 3.
Forhapentligvis aner vi da et mgnster som holder for alle n.
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Basisliste 0:

n = -0 — Wp — Ib 4+ 1005 + 10x + x3
wy = by — x1

wy = 1067 + b, - 20x; — Xo

w3 = 100b; + 10by + b3 — 200x; — 20x0 — X3

Her skal x; inn i basis ved stgrste koeffisient regelen. Siden by er
mye mindre enn by og bs vil wy forlate basis. Gjennomfgrer
pivoteringen (sjekk regningen ut fra x; = by — wy).

Basisliste 1:

n = 20p — Rp — Ib — 100w + 100 + x;
x1 = b — wq

w, = —10b; + bs + 20wy — X0

w3 = —100b; + 10bo + b3 + 200wy — 20x0 — x3

Fantastisk! Den nye basislisten inneholder de samme tallene

bortsett fra noen fortegnsendringer! Endringene er:
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> x; og wy byttet rolle
» bare endringer i de to kolonnene for x; og by
» og disse to kolonnene er multiplisert med -1, bortsett fra i
pivoteringslikningen; der er det ingen fortegnsendring

N& gér xo inn i basis og ws ut.

Basisliste 2:
n —%bl + %bz %b3 100wy 10w, X3
X1 = by %)
X = —10b; + b, 20w, wWo
w3 = 100b;y — 10by b3 200w, 20ws X3
Basisliste 3:
n = % b+ 12—0 by % b3 100x; 10wy X3
wp = by X1
Xo = 106 + b> 20x1 wo
w3 = —100b; — 10b» b3 200x; 20ws X3
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Basisliste 4:

n = -0 Vb + by + 100x1 + 10w, ws
wy = b — X1

Xo = 106, bs - 20x; — wo

x3 = —100b; 10, + b3 + 200x; + 20w, w3
Basisliste 5:

n = 1P Wp, + 1bs 100w; + 10w, w3
X1 = b1 wi

x» = —10b by + 20wy - wWo

x3 = 100b; 106, + B3 200w; + 20ws w3
Basisliste 6:

n —%bl 12—0b2 + %bg + 100wy — 10x w3
X1 = by - w1

w, = —10b bs + 20wy — X

x3 = —100b; 106, + b3 + 200wy — 20x w3
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Basisliste 7:

n = %bl + %bz + %bg — 100x; — 10x — ws
w = by - x1

w, = 10b; + b, - 20xq - X0

x3 = 100b; + 10b + b3 — 200x; — 20x» — w3

Optimal! Altsa: 7 = 23 — 1 pivoteringer.
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Observasjoner:

>

>

i hver pivotering byttes x; og w; for en viss j
bortsett fra fortegnsendringer bevares alle tallene under
pivoteringene

» men hvordan endres fortegnene? Oppgave 4.5 og 4.6!

» problemet kunne blitt lgst med bare én pivotering, hvis vi

istedet for x; hadde tatt x3 inn i basis! Men valget ble jo styrt
av pivoteringsregelen.

16/18



Kommentarer om effektivitet og LP

» finnes det andre pivoteringsregler for simpleksalgoritmen som
ikke kan f& 2" pivoteringer 777 Helst ville vi hatt at antall
pivoteringer ikke vokser fortere enn f.eks. n? eller n3 (eller et
polynom i antall variable n =)!

» svaret er ukjent! Men for alle forslatte pivoteringsregler har
noen funnet 2" “moteksempler”.

» K.-H. Borgwardt har gitt en statistisk analyse som viser at
forventet antall pivoteringer (n&r LP problemene “trekkes
tilfeldig”) vokser som n3m?®/(n=1)

» i praksis regner man at antall pivoteringer typisk ligger
mellom m og 2m. Dette er meget bral Og merk at antall
variable n spiller mindre rolle for antall pivoteringer (selv om
regnetiden gker med n).
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Kommentarer om effektivitet og LP

> i 1979 kom ellipsoidemetoden utviklet av L.Khachian: fgrste
polynomtid algoritme for LP. Dette var et teoretisk
gjennombrudd. Denne algoritmen er teoretisk “god”, men
haplgs i praksis!

» N. Karamarkar publiserte i 1984 en ny LP algoritme basert p&
helt andre idéer: i motsetning til simpleksalgoritmen lages en
fglge av punkter som ikke er basislgsninger; de ligger i det
indre av mengden av tillatte Igsninger.

» i de senere ar har et svaert aktivt forskningsfelt vaert
indrepunktsmetoder for LP. Del 3 av Vanderbei's bok
omhandler slike metoder.
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