LP. Leksjon 6: Kap. 6: simpleksmetoden i matriseform, og
Seksjon 7.1: fglsomhetsanalyse

matrisenotasjon
simpleksalgoritmen i matrisenotasjon
eksempel

negativ transponert egenskap: bevis

vV vVv.v. v Yy

fglsomhetsanalyse (seksjon 7.1)
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Matrisenotasjon

Basislisteform kontra matriseform:

> basislisteform best for & forstd simpleksalgoritmen og
h&ndregning av mindre eksempler

> i stgrre beregninger brukes simpleksalgoritmen i matriseform

» matriseform er mer effektiv. Bruker numerisk lineaer algebra.

> sentrale spgrsmél: (i) prising, (ii) rask oppdatering av basis,
(iii) LU-faktorisering, (iv) utnytte sparsity

Vi vil ngye oss med & forklare algoritmen i matriseform, uten & g&
inn pa de numeriske spgrsmalene.
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Betrakt LP problemet p& standard form

max Y7 GXj
f.a.
er-]:la,'JXj Sb, fOl"i:].,...,m
xi >0 forj=1,...,n

Konverterer til likninger ved & innfgre slakkvariable
n .
Xoti = bi =31 jaix fori=1,....m.

Matriseform:

max c'x

f.a.
Ax = b,
x > 0

der
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Merk: A har full radrang, dvs. radene i A er linezrt uavhengige.
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Dermed er objktivfunksjonen ¢’ x = Z}’Zl CjXj.

Simpleksalgoritmen vil i hver iterasjon ha delt variablene inn i to
grupper: basis- og ikkebasisvariable. Lar som vanlig B og N vare
indeksmengdene til hhv. basisvariable og ikkebasisvariable.

Vi lar Ag og Ay betegne submatrisene av A som svarer til
kolonnene med indekser i hhv. B og N. Dermed har vi

A=[Ag Ay |
Merk: her er B = {1,..., m}, men dette er bare for 3 lette
notasjonen. Generelt er jo basisindeksene spredt ut. Matematisk

kan vi da tenke oss & permutere kolonner i A og elementer i x
(tilsvarende) slik at vi f&r formen over.
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Primal simpleksalgoritme

Splitter x og c tilsvarende

Dermed blir
XB
Ax = [AB AN] = Ag xg + An xp,
XN
XB
c™x = [C,;,r C,-G} N :C;-XB-FC,;[I-XN.

Likningssystemet Ax = b blir n

Ag xg +Any xy = b
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Vi antar nd at Ag er ikkesingulzer; Ag kalles da en basis i A.
Kolonnene i Ag er da en basis for IR (m linezert uavhengige
vektorer i IR™). Lgser likningssystemet:

xg = Ag'b — Ag' Anx (1)

som altsd uttrykker basisvariablene xg ved ikkebasisvariablene xy.

Merk: Enhver lgsning av Ax = b kan alts§ skrives p& denne formen

XB . .
X = ] der xy velges passende og xg blir bestemt entydig ut
XN

fra (1).
Vi eliminerer nd xg fra objektivfunksjonen:
n = c,;,pr + C,;’I-XN =
C;(Aglb—-AEIANXN)%-CJXN::
= C;Aglb — ((AglAN)TCB — CN)TXN.
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Altsa far vi

n = C;—Aglb + (CN—(AglAN)TCB)TXN

xXg = Aglb — AglA/\/XN

som er basislisteformen vi har brukt hittil. Her er

CBTAglb = 7

(cv — (A'AN) ") = [g]
Ag'b = [b]]
Ag'N = [a]

der vektorene pd hgyre side har komponeneter indeksert med i € B
ogjeN.

Basislgsningen knyttet til basislisten (dvs. valget av basis B) er

* * _ aA—1
XN—O, XB—AB b
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Skal se pa det duale. Minner om korrespondansen

» primal var. x; svarer til dual slakkvar. z;

» primal slakkvar. w; svarer til dual var. y;
Sier at xj og z; er komplementzere, og at w; og y; er
komplementaere. Komplementare variable har motsatt rolle i
likningene: de er pd motsatt side. Altsa: en variabel er i basis hvis
og bare hvis den komplementzare variabelen ikke er i basis.

Eksempel:
n 0 + 40 + x + 3x3
P) wm 1 — x31 — 4x

w = 3 — 3x1 + X — X3
£ = 0 - yn - 3
z7 = =4 + yi + 3y

(D) -

zz = -1 + 4 — y
z3 = =3 + ¥
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Initielt er x; ikke i basis i (P), mens den komplementaere variabelen
71 er i basis i (D) osv. Pivoterer nd i (P) ved & ta x3 inn i basis og
ws ut av basis. Ved tilsvarende pivotering i (D): z3 (komplementaer

til x3 ) gér ut av i basis og y» (komplementaer til wy) gar inn i basis.

| hver pivotering i (P) bytter en basisvariabel og en
ikkebasisvariabel rolle. Ved tilsvarende pivotering i (D) vil de
komplementzre variablene i (D) ogsé bytte rolle, men motsatt vei.

Komplementaere variable har dermed stadig motsatt rolle nér det
gjelder det & vaere i basis. P grunn av denne komplementariteten
velger vi & ordne variablene i de to problemene slik:

(le--meWl:--'va) - (Xla‘--7Xn7Xn+17--~7Xn+m)
(217"'7Zn7y17"'7.ym) — (217"'7Znazn+17"'7zn+m)
Sa da er x; og z; komplementzere for j = 1,...,n+ m. Spesielt vil

basisvariablene i (D) vaere zy (ikke zg!).
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P& grunn av negativ transponert egenskapen blir den duale
basislisten (med basis B) gitt ved:

- = —chAg'h — (Ag'b)Tzg

zy = (AglAN)TCBA*CN + (AEIAN)TZB.

Den duale basislgsningen knyttet til basislisten er
* * -1 T
g = O, Zyn = (AB AN) Ccg — CN.-

Vi innfgrer n3
W= cgAgb

som er verdien pd objektivfunksjon 7 i (P) for basislgsningen
knyttet til B.
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Konklusjon: primal og dual basisliste for basis B blir n3

no= 0 - (zv)"w 2)
Xg = XE — AEIANXN
£ = -0 - (x5)" 28 3)
zZn = Z;\kl + (AElAN)TZB

Legg merke til negativ transponert-egenskapen.
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Simpleksalgoritmen (primal) i kortversjon:

> starter med en basis B slik at xj er tillatt i (P)
» foretar deretter en sekvens av pivoteringerer.

» hver pivotering er & finne en nabobasis (som er lik foregdende
basis bortsett fra for en indeks) slik at 7 gker og dessuten
bestemme tilhgrende primal og dual basislgsning.

Simpleksalgoritmen i matriseform vil finne samme Igsninger (i hver
itersjon) som basislistevarianten. Forskjellen er bare at vi n& skal
operere pa matriser og vektorer. Bruker notasjonen fra
basislisteformen over.
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En iterasjon i simpleksalgoritmen:

Step 1.

Step 2.

Step 3.

Test optimalitet. Hvis zy, > 0, stopp. Névaerende basislgsning
er optimal.

Velg inngdende basisvariabel. Velg en indeks j € N der z; <0.
Kaller x; inngdende basisvariabel.

Beregn primal skrittretning. Lar n& xy = tej der ¢ er j'te
enhetsvektor; dette angir endringen i (primale)
ikkebasisvariable. De primale basisvariable blir da gitt ved (se

(2))

Xg = XE - AElANtej = XE —t-Axg (4)

der skrittretningen er gitt ved
AXB = AEIANej.

(Axg inneholder koordinatene til jte kolonne i Ay uttrykt i
basis Ag.)
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Step 4.

Step 5.

Beregn primal skrittlengde. Vi velger t stgrst mulig slik at xg
stadig er ikkenegativ. Fra likning (4) far vi at den nye verdien
pé basisvariabelen x; er

Xj = Xf —t- Z&p

S& hvis A; < 0 for alle i, er problemet (P) ubegrenset. Ellers
er den maksimale t er gitt ved

t =min{x;/A;: A; > 0}. (5)

Ut fra Step 3 og 4 kan vi beregne den nye primale Igsningen
(se Step 8).

Velg utgdende basisvariabel. Velg en indeks i der minimumet
inntraff i (5), og la x; vaere utgdende basisvariabel.
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Step 6.

Step 7.

Beregn dual skrittretning. Det gjenstar & finne endringen i de
duale variablene (vi trenger disse for & finne de nye
koeffisientene i objektivfunksjonen i (P)). Dette blir bestemt
av valget av i og j over. Siden x; forlater basis i (P), vil den
komplementzeere variabelen z; g& inn i basis i (D), s& den m&
gkes fra null til en viss verdi s. De duale basisvariable blir da
gitt ved (se (3))

zn = zjy + (AgrAn) Tsei = zj, — s - Azy (6)
der skrittretningen er gitt ved
Azg = —(Ag'An) e

Beregn dual skrittlengde. Vi kan bestemme den duale
skrittlengden s ut fra at z; forlater basis (som skyldes at den
komplementaere variabelen x; gar inn i primal basis). Siden z;
blir null far vi fra (6) at

S = ij/llj.
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Step 8. Oppdater primal og dual lgsning. Primal Igsning oppdateres

ved
X' =t xg:=xg—t Axpg

og dual lgsning oppdateres ved

z*

Fi=s, zy i =zy — S Azp.

Step 9. Oppdater basis. Til slutt opdateres basis ved

B:=(B\ {i})U{j}.

Sluttkommentarer:
» eksempel: se seksjon 6.3 i Vanderbei's bok
» dual simpleks i matriseform: se seksjon 6.4

» oppsummering: se slide nr. 2.
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Negativ transponert egenskap

Betrakt det primale LP problemet (P)

T

max c¢'x fa. Ax+w=b, x,w >O.

og det duale (D)

min b’y fa. ATy—z=c¢, y,z >0.

Alternativt: (P) er

max ¢'x fa. Ax=b, x> O.

og det duale (D)

min b7y fa. ATp=é, §>0.
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Her er

og
- 2 ) z

= — T e [—
et (2] 5[5
Komplementaritet - primal og dual basis: kolonne j er i basis i A
hvis og bare hvis kolonne j ikke er i basis i A.

| starten er de m siste kolonnene i A i basis, og de n fgrste
kolonnene i A er i basis.

Etter noen pivoteringer er

A=[A I]=[Ay Ag]P

for en permutasjonsmatrise P. Kolonnene i A er permutert.
Siden tilsvarende pivoteringer foregér i det duale er
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A

A=[ -1 AT]=[Ag Ay ]P
Men P~1 = PT s§ PPT = |. Dermed blir

A

AAT = [ Ay ;\B]ppT[

og dessuten har vi at

Dette viser negativ transponert egenskapen.
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Fglsomhetsanalyse

Fglsomhetsanalyse (seksjon 7.1): hva skjer med Igsninger nér
parametre endres?

Ser pé et slikt spgrsmal for LP: gitt en optimal basis, hvor mye kan
hver enkelt koeffisient i objektivfunksjonen endres uten at
ndvarende basislgsning blir ikkeoptimal?

Svaret finner vi ved dualitet!
Minner om at n&r Ag er optimal basis har vi

x = Agb,
v = (Ag'An)Tcs — cn,
nt = cBTAEIb.
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Dermed: Anta at bare ¢ endres (blant dataene). Da endres yy, men
ikke x5. S& hvis c ikke endres mer enn at den nye vektoren yy; er
ikkenegativ, sa er stadig xg optimall

Anta c endres til ¢+t - Ac, der t er et tall og Ac en
“endringsvektor” (ofte en enhetsvektor). Da endres yy til
yy +t-Ayy der
Ayn = (Ag'An) T Acg — Acy.
Derfor vil ndvaerende basis stadig vaere optimal (etter endringen i ¢)

dersom

(*) yn+t-Ayy>0.

Fglsomhetsanalysen koker da ned til & bestemme minste og stgrste
verdi pd t slik at (*) holder!!
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Eksempel:

max bx;+

f.a.

(i) 2x1+
(ii)  4x1+
(iii)  3x1+

Optimal basisliste, der B = {3,1,5} og N = {4,2,6}

4xo+

3xo+

Xo+

4xo+
X1, X2, x3 2> 0.

3x3

X3
2X3
2X3

<5

<11

<8

n =13 — xa — 3x — X
x3 =1 4+ 3x3 + x2 — 2xp
x1 =2 — 2x4 — 2x + X
xs =1 4+ 2x4 + bxo

NB: pass pa rekkefglgen av variablene i matriseberegningene! Vi
gnsker & se p& endring av koeffisienten 3 til x3 i obj.funk.
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La derfor Acg = (1,0,0)7 og Acy = (0,0,0)7. Matrisen Ag'Ay
finner vi fra optimal basisliste slik:

31 =2
nglAN = -2 =2 1 som gir

2 5 0

Ayy = (Ag'AN) T Acg — Acy =
3 -1 2771 0 -3
2 2 -1 ol-|o|=1|-1

-2 -5 0 0 0 2
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Derfor: B vil vaere optimal basis dersom

(*) (yltl +t- AyN)T = (1a371) +t- (_37_1a2) > )

dvs. 1—-3t>0,3—t>0,1+2t>0.

Dette gir —1/2 <t < 1/3. S§ koeffisienten til x3 (som var 3) kan
variere mellom 3 —1/2=5/2 og 3+ 1/3 =10/3.
Til slutt: legg merke til hva som skjer hvis vi bruker Acg = O !

Denne fglsomhetsanalysen viser hvor viktig basislister er for 3 forstd
linezer programmering!
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Videre temaer er:

» litt spillteori
» konveksitet (geometriske sider ved LP), og

> nettverk strgm problemer.
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