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Kontroller at oppgavesettet er komplett
fgr du begynner & besvare spgrsmalene.

Hvert punkt a, b, ¢, d i de to oppgavene teller likt ved karaktergivingen.
Oppgavene er strukturert slik at du kan svare pa hvert punkt uten a ha
gjort de foregaende punktene sa ikke kast bort tiden pa et punkt hvis du
blir sittende fast.

Oppgave 1.

Anta at
w(z,y) = u(z1, T2, 3, Y1, Y2, Y3)

er en to ganger kontinuerlig deriverbar lgsning av differensialligningen
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(Fortsettes side 2.)
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veere det sfeeriske middelet i z-variabelen over en sfeere med radius r omkring
x, og tilsvarende

1

MQ(‘/Ea Y, T) = E

/ u(z,y +rz)dS(z)
|z|=1

En beviser som i beviset for Euler-Poisson-Darboux ligningen at

st (4 22y

(Du behgver ikke gjgre dette.)
a) Vis at M tilfredsstiller differensialligningen

82
w(TMl) = Ay(rMy)

med initialbetingelsene
rMi(r,z, y)|T:0 =0
%(er (r, x, y))‘T:0 = u(x,y)
b) Vis at

My(x,y,r) = Ma(x,y,7)

for alle z,y,€ R3, r € R, ved & bruke entydigheten av lgsningen av
initialverdiproblemet i a).

c) Hvisv = v(z1, z2, x3,t) er en lgsning av den tredimensjonale bplgeligningen
ALv = vy sa er

u(ﬂfl, x2,T3,Y1, y27y3) = ’U(.%'l,.’EQ,.Tg,yl)

en lgsning av
Agu = Ayu.
Hvorfor? Bruk dette og resultatet fra c) til a vise

1
/ v(z+rz,t)dS(z) = 27T/ v(z,t+r7)dr
|z|=1

-1

(Bruk for eksempel sylinderkoordinater med t-aksen som z-akse.)

d) Vis fra resultatet i c¢) at hvis v = v(x1, 2, z3,t) er en tre ganger kon-
tinuerlig deriverbar lgsning av bglgeligningen, sa gjelder ”rekursjon-
srelasjonen”

v(x,t+r) :v(a:,t—r)—l—;/ ve(x + rz, t)dS(z)
™ |z|=1

for alle z € R3, t € R, r € R. (Hint: Vis fgrst at v; 6g er en lgsning av
bglgeligningen.)

(Fortsettes side 3.)
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Oppgave 2.

I denne oppgaven skal vi utlede en variant av Sobolevs ulikhet som kalles
Nash’s ulikhet. Hvis ¢ € C2°(R") er den Fourier transformerte av ¢ definert
ved

5(p) = (2m) 2 / e ()

n

for p € R", der px = p1z1 + paxa + - - - + ppxy, Og Vi har

—_——

(8(;@) (p) = iprp(p)

og Plancherels teorem
lellz = llell2@ny = [1# 2@
(Du behgver ikke a vise dette.)
a) Vis at |¢(p)| < (27r)_”/Q|]g0||L1(Rn) og dermed at

[ 1ol < 20 iBO
B(0,r)
der |B(0,7)| er det n-dimensjonale volumet av kulen B(0, ) med radius
r om 0.
b) Vis at
[ iePa e [ RlemPd
lp|>r

p|>r
og dermed at

. 1
| etar< GIne:
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der Dy = (%’;, e %) er gradienten til ¢ og

Dol =3 | 5|
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c) Ved a dele opp R" i de to delene

{pl Ip| <r} og {pl||pl >},
vis at det finnes en konstant & > 0 slik at

lellz < el Dell2 + /2Kl o]y
for alle € > 0. Dette er Nash’s fgrste ulikhet.

d) Optimaliser ulikheten i ¢) med hensyn pa e og bruk approksimasjon
til & vise at det finnes en konstant K > 0 slik at

_n_ _2_
lellz < K[| Degl| 7 [l
for alle o € WH2(R™) N Ly (R™). Dette er Nash’s annen ulikhet.
SLUTT



