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Oppgave 1 (vekt 35%)

La U ={(x,y) € R2 | r2=x?+9y% < 1}. Vi betrakter randverdiproblemet

—Au=c inU, (1a)
gz =1 ondU. (1b)

la
Vis at, hvis det finnes en lgsning u € C%(U) til randverdiproblemet (1), da

ma vi ha ¢ = —2.

For resten av oppgaven antar vi at ¢ = —2.

1b

Finn alle radialsymmetriske lgsningene til (1), det vil si, de lgsningene som
skrives som

u(z,y) = v(r)
for v € C2([0,00)). Her skriver vi r = /22 + y2.
[Hint: Bruk identiteten Au = %d%(r%)]

1c

La B: HY(U) x HY(U) — R veere definert som

B(u,v) :/ Du - Dvdx
U

(Fortsettes pa side 2.)
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og f: HY(U) — R som

f(v):c/Uvda:+/aUvdS.

Vi sier at u € HY(U) er en svak lgsning av (1) hvis

B(u,v) = f(v)

for alle v € H'(U). Forklar denne definisjonen. Vis at f er en kontinuerlig
linezer avbilding fra H'(U) til R.

[Hint: Bruk trace teorem.|
1d

Vi antar at u er en svak lgsning. Vis at u er ngdvendigvis lik en av lgsningene
som ble funnet i 1b.

Oppgave 2 (vekt 30%)

La X, Y og Z vere tre Banach rom med normer |||y, |||ly og |||l ;. Anta
at X er kompakt embedded i Y og at Y er kontinuerlig embedded i Z.

2a

Forklar hva det betyr for to Banach rom & vaere kompakt embedded og
kontinuerlig embedded 1 hverandre.

2b

Vis at, for alle € > 0, det finnes en konstant C' > 0 slik at
lully < ellully +Clully

for alle u € X.

[Hint: Argumentér med selvmotsigelse. Lag en (sub)sekvens v, slik at
lonllx = 1, vp konvergerer i Y og limy, oo ||vn||, = 0.]

2c

Gitt p > 1, bruk det forrige resultatet og vis at, for alle € > 0, det finnes en
konstant C' > 0 slik at

HUHLOO(OJ) <e HDUHLp(o,l) +C ||U||L1(0,1)

for alle u € WHP(0,1).
[Hint: Bruk W1r(0,1) cc L°°(0,1).]

(Fortsettes pa side 3.)
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Oppgave 3 (vekt 35%)

La U = {(z,y) € R? | 2 = 22 + 42 < 1}. Vi betrakter den fglgende linezre
differensielloperatoren

Lu = —(5+ 2)ugy + (2% + y* — 5)uy,
og randverdiproblemet

Lu=f inU, (2a)
u=0 ondU, (2b)

der f € L?(U) er gitt. La B : H} x H} — R veere den bilinesere formen gitt
ved

B(u,v) = / ((5 + 2)ugvy — (2% + y* — 5)uyvy + ugv — 2yuyv) da.
U
Vi sier at u € H} er en svak lgsning til (2) hvis
B(u,v) :/ fvdv (3)
U

for alle v € H&.

3a

Forklar definisjonen (3) av svake lgsninger.

3b

Vis at differentielloperatoren L er elliptisk i U.

3c
Vis at den bilinesere formen B tilfredstiller
5 3
B(u,u) 2 2 | Duls -  [lul:

for alle u € H&.

3d

Vis at det finnes en entydig svak lgsning u € Hj til (2).

[Hint: Bruk Lax-Milgram og Poincarés ulikhet: [[u| ;2 < 3 [ Dull 2y for
alle u € Hj} |

SLUTT



