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MAT 1050 — Matematikk for anvendelser 1

Kort om emnet

Emnet gir en innfgring i bruk av matematikk som
et verktgy for a forsta fysiske prosesser. Hovedvekten
ligger innen analyse, med spesielt fokus pa anvendelser
av teorien innen fysikk og kjemi. Digitale hjelpemidler
anvendes til visualisering av stoffet.

Leaeringsutbyttebeskrivelse

Etter & ha fullfgrt emnet:

kan du regne med komplekse tall pa kartesisk og
polar form

har du grunnleggende ferdigheter i analyse, her-
under bade teknisk og teoretisk innsikt i grense-
verdier, derivasjon, integrasjon, og kjenner disse
begrepenes tolkning innen naturvitenskap

kjenner du til fglger og rekker, kan approksimere
funksjoner med potensrekker og har kunnskap om
de vanligste regneteknikker innen feltet

har du kjennskap til funksjoner av flere variable og
vet hvordan man bestemmer ekstremalpunkter til
slike

har du kjennskap til teorien for vektorfelt, hoved-
sakelig i 2 eller 3 dimensjoner, kan derivere og
integrere vektorfelt, samt kjenner til noen av de
teoretiske hovedresultatene innen feltet

kan du beregne integraler over ulike omrader i plan
0g rom

er du kjent med minste kvadraters metode og kan
gjennomfgre enkel regresjon

har du kjennskap til enkle ordinere differensiallik-
ninger, og til systemer av slike, deres likevekts- og
stabilitetsegenskaper, samt numeriske metoder for
a illustrere eller beregne lgsninger

Forelesningsplan

Uke 1 Funksjoner, derivasjon, funksjonsdrgfting
Uke 2 Integrasjon

Uke 3 Integrasjon

Uke 4 Rekker, Taylorrekker

Uke 5 Polarkoordinater, komplekse tall
Uke 6 Funksjoner i flere variable

Uke 7 Funksjoner i flere variable, vektorfelt
Uke 8 Vektorfelt

Uke 9 Integralkurver og kurveintegraler
Uke 10 Multippel integrasjon

Uke 11 Vekstmodeller

Uke 12 System av differensiallikninger
Uke 13 Oppgaveregning

Uke 14 Oppgaveregning
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Kapittel 1

Funksjoner og derivasjon

Det fgrste kapitlet dreier seg om funksjoner i én va-
riabel. Vi ser pa hvordan de vokser/avtar, studerer deres
kritiske punkter og beskriver krumning og vendepunk-
ter.

1.1 Funksjoner

En funksjon er en regel som til et reelt tall tilordner et
annet reelt tall etter en bestemt oppskrift. Denne opp-
skriften kan vere veldig presist formulert, eller den
kan vere gitt mer vagt. Oppskrifter vil i hovedsak vaere
formulert pa en eller flere av fglgende fire mater:

Verbal beskrivelse

Numerisk beskrivelse, tabellform

Visuelt ved en graf
e Analytisk ved en formel

Noen funksjoner kan beskrives pa alle fire mater,
mens andre mangler beskrivelse pa enkelte av de fire.

Eksempel 1.1.1. Arealet av en sirkel som funksjon av
radius i sirkelen, analytisk gitt ved formelen A(r) = mr?.
Den verbale versjonen er at arealet av en sirkel vokser
proporsjonalt med kvadratet av radius, og hvor vi kaller

forholdet for 1.

Det har som regel liten hensikt a beskrive denne funk-
sjonen med en graf eller tabell.

Eksempel 1.1.2. La P(t) vere verdens befolkning
ved tidspunktet t. Nedstdende tabell gir befolkningens
stgrrelse for hvert 10-ar etter dar 1900.

t:drsiden 1900 Befolkning i millioner

0 1650
0 1750
20 1860
30 2070
40 2300
50 2560
&0 3040
70 3710
80 4450
50 5280
100 6080
110 6870

Vi kan illustrere tabellen med en graf, der befolknings-
mengden er gitt ved de rgde punktene for hvert 10-dr
markert pa den horisontale aksen, og en rett linje er
trukket mellom punktene.

8000

4000 ==, 3r siden 1900

=@=gaiolkning | millioner

0 10 20 30 4 S0 B0 70 BD 80 100 110

Det viser seg at funksjonen kan approksimeres relativt
godt ved den anlytiske formelen

P(t) =~ (1.43653 x 10°) - (1.01395)’

Dette er et eksempel pa bruk av alle fire matene a be-
skrive funksjoner.

Eksempel 1.1.3. La C(t) veere konsentrasjonen av al-
kohol i blodet ved tiden t ved et inntak av alkohol ved
tident =0.



t: timer Cit): konsentrasjon

o 0,00
0,25 0,25
A 0,41
0,75 0,40

1 0,33
1,25 0,25
1,5 0,24
1,75 0,22

2 0,18
2,25 0,15
2,5 0,12
2,75

3 0,07
3,25
3.5 0,03
3,75

4 0,01

C(t): konsentrasjon

0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20 ==ille=((t]: konsentrasjon
0,15

0,10

0,05 -

0,00

=

05 1 15 2 25 3 35 4

Figurene over viser utdrag av funksjonen i tabellform,
og en graf hvor vi har trukket rette linjer mellom data-
punktene. Her er det naturlig d hoppe over den analytis-
ke beskrivelsen, siden det er vanskelig a peke pd noen
funksjon som har akkurat den gitte grafen.

Det finnes mange slags forskjellige typer av funksjo-
ner. Her er en oversikt over noen vanlige, med beskri-
velser og bruksomrader.

Polynomer

f(x) =ax" tap X e Fax+ag

hvor n er et helt tall og ag,ay,...,a, er reelle tall som
kalles polynomets koeffisienter. Polynomer utgjor de
viktigste byggestenene for mer generelle funksjoner. De-
res viktigste egenskap er at de lar seg beregne; polyno-
mer reflekterer kun de vanlige regneartene. F.eks. kan vi
regne ut verdien f(2) for funksjonen f(x) =2x* —x—5
ved 4 sette inn

f2)=2-22-2-5=16-2-5=9
Rasjonale funksjoner er brgker av polynomer laget pa

sammen mate som man lager rasjonale tall fra de hele
tall. Et eksempel pa en rasjonal funksjon er

Rasjonale funksjoner er i prinsippet like beregnbare som

polynomer, siden det eneste ekstra som introduseres er

divisjon. Vi kan regne ut verdien i et vilkarlig punkt;
(3)?+1 3 5

Iy_2/ '~ _ 4 __ 2
f(2) 2%_3 ) 8

Eksponensialfunksjoner er funksjoner av typen
f(x) = a* for et reelt grunntall a. Den mest
perfekte eksponensialfunksjonen har grunntall e =
2,718281828459045.... Eksponensialfunksjoner er
grunnpilaren i alle vekstmodeller. For en populasjon
med konstant vekst vil antallet individer veere gitt ved
en eksponensialfunksjon. Vi har

P(t) = Py

der Py er stgrrelsen pa populasjonen ved tiden ¢ = 0,
og k er en konstant som bestemmes av vekstraten til
populasjonen.

Trigonometriske funksjoner er funksjoner med opp-
hav i cosinus og sinus, dvs. forholdstallene mellom ka-
teter og hypotenus i en rettvinklet trekant, som funksjon
av en vinkel. Trigonometriske funksjoner er periodiske
og de er velegnet til & beskrive bglger, svingninger eller
andre periodiske stgrrelser.

Rotfunksjoner er funksjoner av typen f(x) = 1/, eller
kombinsjoner av slike med f.eks. polynomer. Funksjo-
nen f(x) = /x tilordner til et positivt reelt tall x et annet
positivt reelt tall 1/x som er slik at \/)?2 = x. Tilsvarende

uttrykker /x, eller ogsa skrevet xn et tall som ganget
med seg selv n ganger gir oss x tilbake.

Eksempel 1.1.4. Vi betrakter et rektangel med sidekan-
ter x og y. Omkretsen av rektangelet er O = 2x+ 2y, og
arealet er xy. Anta at vi har bestemt oss for at rektan-
gelet skal ha areal A, dvs. xy = A. Det betyr at dersom
lengden x av den ene sidekanten er gitt, sa vil den andre
veere bestemt ved y = ’%. Det gir oss omkretsen av rek-
tangelet gitt som en funksjon av den variable sidekanten
x;

A
0=0(x)= 2x+2;

1 dette tilfellet er det klart at vi har en begrensning pa
hvilke x vi kan bruke. Hvis det skal ha mening d snakke
om x som sidekanten i et rektangel, ma vi ngdvendigvis
ha x > 0. Vi sier at funksjonen O har definisjonsmengde
gitt ved x > 0, eller skrevet pa en av formene

RT ={xeR|x>0} =< 0,00 >



Definisjonsomradet til en funksjon kan vere gitt ved
intervaller pa tallinjen. Vi bruker notasjonen

[a,b] ={xeR|a <x<b}

for lukkede intervaller, dvs. intervaller som inneholder
sine endepunkter,

(a,b) ={xeRla<x< b}

for apne intervaller (inneholder ingen av sine endepunk-
ter) og

(a,b)={xeRla<x<b}
[a,b) ={xeR|a<x<b}

for halvapne intervaller. Merk at R stér for de reelle
tallene.

Vi avslutter denne seksjonen med en formell defini-
sjon av en funksjon.

Definisjon 1.1.1. La A C R veere en delmengde av de
reelle tallene. En funksjon f :A — R er en regel som
til et hvert element x € A tilordner ngyaktig ett ele-
ment f(x) € R. Mengden A kalles definisjonsomradet
til funksjonen.

Lokale egenskaper til en funksjon er egenskaper
som observeres i sma intervaller om punkter i defini-
sjonsomradet til funksjonen. Monotoni-egenskapene til
en funksjon, dvs. hvor den vokser og hvor den avtar, er
en lokal egenskap, det samme gjelder krumning. Kon-
tinuitet, deriverbarhet og maksimums- og minimums-
punkter er ogsa lokale egenskaper. Vi skal komme tilba-
ke til disse begrepene etter hvert.

Definisjon 1.1.2. En funksjony = f(x) er (strengt) vok-
sende pa et intervall I dersom f(x1) < f(x2) (f(x1) <
f(x2)) for alle x; < x, i intervallet. Funksjonen er
(strengt) avtagende dersom f(x1) > f(x2) (f(x1) >
S (x2)) for alle x| < xy i intervallet.

Forskjellen pa voksende og strengt voksende funk-
sjoner er at voksende funksjoner kan ha omrader hvor
de er konstante. Det tillater vi ikke for strengt voksende
funksjoner.

A

Figur 1.1. Grafene til to monotone funksjoner, voksen-
de til venstre og avtagende til hgyre.

flx)=x

x<0 | x>0

Eksempel 1.1.5. Funksjonen f(x) = x* er strengt vok-
sende pa intervallet [0,0), siden x3 < x3 ndr x; < x,.
Tilsvarende er funksjonen strengt avtagende pd interval-
let (—o0,0] siden vi har at x3 > x3 for to negative tall x
0g xp hvor x| < x».

fl)=x

x<0 x>0

Eksempel 1.1.6. Funksjonen f(x) = x° er strengt vok-
sende overalt, siden x% < x% ndar x; < x.

1.2 Derivasjon

Monotoni kan males ved den deriverte til funksjonen.
For a definere den deriverte av en funksjon trenger vi
forst begrepet grenseverdi. Grenseverdien til en funk-
sjon er den verdien funksjonen f(x) nermer seg nar x
narmer seg en bestemt verdi.

Her er den formelle definisjonen.

Definisjon 1.2.1. La f: R — R vere en funksjon, og
a € R et punkt pa tallinja. Grenseverdien L av f ndr
X gdr mot a er definert som fplger: For alle € > 0 sa
finnes en 8 > 0 slik at for alle x # a slik at |x —a| < §,
sder |f(x)—L| < €. Vi skriver

lim f(x) =L

xX—a

eller alternativt

f(x)=L nir x—a



For de fleste funksjoner vi har a gjgre med vil det
veare slik at

lim f(x) = f(a)

xX—a

Dersom dette er oppfylt sier vi at funksjonen f er
kontinuerlig i punktet x = a. Polynomialfunksjoner,
trigonometriske funksjoner og eksponensialfunksjoner
er alle eksempler pa funksjoner som er kontinuerlige
overalt. Et eksempel péa en funksjon med en diskon-
tinuitet (punkt hvor funksjonen ikke er kontinuerlig)
er

-1 x<0
fx)=<¢0 x=0
1 x>0

som ikke er kontinuerlig i punktet x = 0. Hvis x < 0, sa
vil funksjonsverdien uansett vaere f(x)=-1. Det betyr at
grenseverdien nar x gar mot 0 ogsa vil vere -1. Tilsva-
rende har vi for x > 0. Funksjonsverdien f(x) =1 og
grenseverdien av en funksjon som i det aktuelle omradet
er konstant vil ha denne konstanten som sin grenseverdi.
Men funksjonsverdien i x = 0 er 0 og dermed ulik begge
grenseverdiene, bade den fra venstre (negative x) og den
fra hgyre (positive x).

Definisjon 1.2.2. La f: R — R veere en kontinuerlig
funksjon. Den deriverte f'(a) av f i punktet x = a er

gitt ved
1oy i Slath) = fla)
S =i =

Merk at i dedinisjonen av den deriverte krever vi at
h skal kunne vare negativ sd vel som positiv. Dersom
grenseverdien bare eksisterer fra den ene siden sier vi at
vi har en ensidig grenseverdi. Ensidige grenseverdier
er ikke godt nok for definisjonen av den deriverte.

En funksjon sies & vere deriverbar i et punkt x = a
dersom den deriverte av funksjonen eksisterer i punk-
tet, dvs. at grenseverdien over eksisterer. En funksjon
er deriverbar pa et intervall / dersom den deriverbar
i alle punkter a € I i intervallet. Det er lett a se at de
vanlige funksjonene, polynomer, cosinus og sinus og
eksponensialfunksjoner er deriverbare overalt.

Den deriverte av en funksjon er selv en funksjon,
og den gir oss et uttrykk for endringen til funksjonen
f(x). Et eksempel er konstantfuksjonen f(x) = C. Den
deriverte til denne funksjonen er f/(x) = 0, noe som sier
at funksjonen ikke endrer seg. Og det er jo tilfellet for
en konstant funksjon.

Hyvis vi tegner grafen til en funksjon, sa vil den deri-
verte til funksjonen i et punkt gi oss stigningstallet til

funksjonen i punktet. Stigningstallet til funksjonen i et
punkt maler vi ved a se pa tangenten til funksjonen i
punktet. Tangenten er en rett linje som tangerer grafen
1 punktet. Stigningstallet til en rett linje uttrykker hvor
mange enheter vi gar opp (eller ned) nér vi gar en enhet
mot hgyre.

40

flx) =4a® 4+ 2

w
S

20
glx) =122 -6

Eksempel 1.2.1. Vi skal regne ut den deriverte av funk-
sjonen f(x) = x*. Vi har

. +h)?—x* X2+ 2xh+ h? —x?
) = fim ST
= R
=1lim(2x+h) =2x
h—0

Tilsvarende regning for f(x) = x> gir

. +h)3 —x

1) — lim &

f(x) = lim ——
B S ki it
=0 h

= lim (3x% 4+ 3xh + h?) = 3x?
h—0

Pd samme mate far vi for f(x) = x" for et heltall n > 0
at f'(x) = nx""1.

Eksempel 1.2.2. I eksemplet over sa vi pa potensfunk-
sjoner med positiv eksponent. Man kan vise at ngyaktig
samme formel gjelder for negative eksponenter n < 0.
Som et eksempel kan vi regne ut den deriverte av funk-
sjonen f(x) =x"! = % Vi har

L1
s —(x+h)
/ — 1 x+h X — X (x
F ) 730 730 hx(x+h)
—h 1
= 1. _— = — -2
720 hx(x+h) x2 *



som stemmer godt med formelen f'(x) = nx"~! (sett
n=-—1).

Eksempel 1.2.3. Vi skal regne ut den deriverte til eks-
ponensialfunksjonen f(x) = e*. For d gjgre det trenger
vi d vite at for sma verdier av h, sda kan vi approksimere
eksponensialfunksjonen ved e" ~ 1 + h.

(x) = lim &

f (x) h—0 h

Eksponensialfunksjonen er altsa lik sin egen derivert.

Denne egenskapen er (med unntak av f(x) = 0) unik for
eksponensialfunksjonen med e som grunntall.

Eksempel 1.2.4. Hva med de deriverte av sinus og
cosinus? Her bruker vi en annen approksimasjon; for
sma verdier av h har vi at sinh ~ h. Vi har ogsa at
cosh = 1. Det gir for f(x) = sinx,

sin (x+ k) —sinx

"(x) = lim
f &) h—0 h

i sinxcosh + cosxsin/ — sinx

= lim
h—0 h

. cosxsinh+sinx(1—cosh)

= lim =Cosx

h—0 h

hvor vi har brukt formelen for sinus til en sum av to
vinkler.

Tilsvarende for g(x) = cosx,

cos (x+h) —cosx

/
x) = lim
g (x) h—0 h
cosxcosh —sinxsinh — cosx
) h
. —sinxsin/k+cosx(cosh—1) .
= lim = —sinx
h—0 h

Vi kan bruke den deriverte til a studere monotoni-
egenskapene til en funksjon. Generelt vil det vere klar
sammenheng mellom voksende funksjoner og positiv
derivert, og avtagende funksjoner og negativ derivert.

Teorem 1.2.3. Dersom f'(x) > O (henholdsvis f'(x) <
0) pd et intervall, sd vokser (henholdsvis avtar) f(x) pd
intervallet.

Eksempel 1.2.5. Vi ser pd funksjonen f(x) = x>. Den
deriverte er gitt ved f'(x) = 2x, som betyr at funksjo-
nen vokser pa intervallet [0,0) og avtar pd intervallet
(_0070]'

Eksempel 1.2.6. Betrakt funksjonen f(x) = e*. Den
deriverte er gitt ved f'(x) = & > 0, som betyr at funk-
sjonen vokser overalt.

-05 i

-1 0 1

Eksempel 1.2.7. Funksjonen f(x) = sinx, hvor x €
[(—%,%] har derivert f'(x) = cosx. Pa intervallet
[— 7%, %] har vi cosx > 0 og funksjonen vil derfor veere

voksende pd dette intervallet.

Eksempel 1.2.8. Betrakt en beholder fylt med gass ved
en konstant temperatur. Boyles gasslov sier at trykket av
gassen er omvendt proporsjonal med volumet av gassen.
Vi uttrykker dette ved likningen

Ty

P

der P er trykket, V er volumet og Cr er en konstant
som avhenger av temperaturen T i gassen. Dersom vi
deriverer P med hensyn pa'V far vi

Cr

som uttrykker at trykket er en avtagende funksjon med
hensyn pd volumet, ved konstant temperatur. Jo stgrre
volum, jo lavere trykk.

Hvis vi skal regne ut den deriverte til en funksjon kan
vi alltids bruke definisjonen og regne ut grenseverdien.
Men det er vanligvis ganske tungvint. Derfor har vi
etablert et sett av regneregler for derivasjon.

Teorem 1.2.4. La f(x) og g(x) veere to deriverbare
Sfunksjoner pa et omrdde A C R, og la h(x) = f(x)+
g(x). Da har vi

K (x) = f'(x) +¢'(x)

La videre a € R vere et reelt tall og k(x) = af(x). Da
har vi

K (x) =af'(x)



Eksempel 1.2.9. La f(x) = 2x* — 3x* Da har vi
f(x) =6x> —124°

ved a kombinere regelen over med derivasjonsreglene
for potensfunksjoner.

Teorem 1.2.5. La f(x) og g(x) veere to deriverbare
funksjoner pa et omrdade A C R, og la h(x) = f(x)g(x).
Da har vi

W (x) = f'(x)g(x) +h(x)g'(x)
Denne regelen omtaler vi ofte som produktregelen.

Eksempel 1.2.10. La f(x) = x*sinx. Da har vi

f'(x) = 2xsinx +x* cosx

Eksempel 1.2.11. La f(x) = x> og g(x) = XL Da har
vi h(x) = f(x)g(x) = x2- x% =1, og W' (x) = 0. Ved pro-
duktregelen far vi
1 1 2 2
Hx)=2x(=)+x3(—2=)==-==
() =2 () +2(25) =2~ 2 =0

Teorem 1.2.6. La g(x) veere en deriverbar funksjon pd
et omrdde A C R, og f(x) en deriverbar funksjon pd
f(A) C R. La videre h(x) = f(g(x)) veere den sammen-
satte funksjonen. Da har vi

f(gx)-¢'(x)

Denne regneregelen for derivasjon kalles kjernere-
gelen. Begrepet kommer av at funksjonen g(x) omtales
som Kjernen i den sammensatte funksjonen.

H (x)

Eksempel 1.2.12. Betrakt den sammensatte funksjonen
h(x) = cos (x?). Vi lar f(x) = cosx og g(x) = x%, og
h(x) = f(g(x)). Det gir

H(x) = f'(g(x)) - &'(x) = —sin (x?) - 2x

Eksempel 1.2.13. Vi kan bruke kjerneregelen til a reg-
ne ut den deriverte av logaritmefunksjonen f(x) = Inx.
Siden logaritmefunksjonen er den omvendte funksjo-
nen til eksponensialfunksjonen g(x) = e* har vi h(x) =
g(f(x)) = ™ = x og I (x) = 1. Vi deriverer ved i bru-
ke kjerneregelen

W (x) =g (f(x) - f'(x) =™ f'(x) =x- f(x) = 1
og det fplger at

—2xsin (x?)

siden g'(x) = &'
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Logaritmefunksjonen Inx er bare definert for positive
x. Vi kan utvide definisjonsomradet ved heller a se pa
funksjonen f(x) = In|x|. Denne funksjonen er definert
for alle relle tall forskjellig fra 0, og er gitt ved

f(x){

Vi kan derivere denne funksjonen ved a derivere hvert
av de to omradene hver for seg og far

In(—x)
Inx

x<0
x>0

1 _1
—ol=y
1
X

Resultatet er at den deriverte av In [x| er 1.

x<0
x>0

f'x)

Teorem 1.2.7. La f(x) og g(x) veere to deriverbare
Sfunksjoner pd et omrdade A C R, og anta at g(x) # 0 pd

A. La h(x) = % Da har vi
e - £ 8 = W'

Etter formelen over fdr vi

(I—x)-1—x(—1)

1
(1—x2 (1-x

flx) =

Eksempel 1.2.15. Vi kan ogsd bruke denne formelen
til a vise potensformele for negative potenser. La

1 _
flx)= Pt "
Da har vi
, x0—1-nx"! 1
f(x) = ()2 =T
1 —n—1
= —HW = —nx

1.3 Ekstremalpunkter

Vi er interessert i & finne punkter der funksjonen antar
sin stgrste/minste verdi. I fgrste omgang leter vi etter
lokale maksimums- og minimumspunkter, dvs. punkter
der funksjonen er stgrre (mindre) enn eller lik alle andre



punkter i nrheten. Dette trenger ikke & gi oss de stgrste
(minste) verdiene for funksjonen, som vi skal se senere.

Vi skal bruke begrepet i nerheten av x om punkter
som er forskjellig fra x, men hvor avstanden til x er sa
liten som det er hensiktsmessig i det aktuelle tilfellet.
Denne avstanden kan vare 1 eller den kan vere 0.00001,
eller en enda mindre verdi. Det viktigste er at det finnes
en fast avstand slik at pastanden vi kommer med er sann
for alle y som ikke er lenger fra punktet x enn denne
avstanden.

Et eksempel pa bruk av begrepet i neerheten av er
som fglger: La f(x) vere en kontinuerlig funksjon, dvs.
at limy,_,, f(x) = f(a) for alle a i definisjonsomradet
til f. F.eks. kan vi se pa f(x) = x —x%. For x = 0.9 har
vi £(0.9) = 0.9 — (0.9)> = 0.09 > 0. En kontinuerlig
funksjon som er ekte stgrre enn 0O i et punkt, vil alltid
vare ekte stgrre enn 0 i nerheten av punktet. La na
x = 0.9+ h for en liten verdi for 4, dvs. vi ser pa et
punkt som er i nerheten av 0.9. Da har vi at

£(0.94+h) =0.9+h—(0.9+h)*
=09+h—0.81—1.81—h?
=0.09— 0.8 — h*
Vi ser at dersom |h| < 0.1 s& har vi £(0.9+h) > 0.

Det betyr at i dette eksemplet vil i neerheten av av 0.9
naturlig bety at avstanden til 0.9 er ekte mindre enn 0.1.

Definisjon 1.3.1. Det er to typer lokale ekstremalpunk-
ter:

i) Funksjoneny = f(x) har et lokalt minimum i x =
¢ dersom f(c) < f(x) for alle x i et dpent intervall
omx=c.

ii) Funksjonen y = f(x) har et lokalt maksimum i
x = c dersom f(c) > f(x) for alle x i et dpent
intervall om x = c.

En fellesbetegnelse pa punkter hvor funksjonen har
lokale maks- eller minimumspunkter er lokale ekstre-
malpunkter.
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Figur 1.2. Figuren indikerer lokale maksimums- og
minimumspunkter.

Eksempel 1.3.1. Funksjonen f(x) = x* definert pd hele
R har et lokalt minimumspunkt i x = 0 siden f(x) > f(0)
Sfor alle x # 0.

Eksempel 1.3.2. Funksjonen f(x) = cosx definert pd
hele R har et lokalt maksimumspunkt i x = 0 siden
cosx < cos0 =1 for alle x # 0 i nerheten av 0. Denne
funksjonen er periodisk med periode 21 (betyr at f(x+
2w) = f(x)) og vi har derfor ogsd maksimumspunkter
for x =2km, for alle hele tall k. Tilsvarende har vi lokale
minimumspunkter for x = T + 2kn for alle hele tall
k, siden cos(m+2km) = coswt = —1 < cosx for alle
verdier av X.

Eksempel 1.3.3. Funksjonen f(x) = e* har ingen loka-
le ekstremalpunkter siden dens deriverte f'(x) = ¢* >0
for alle x. Funksjonen vokser derfor i hele sitt defi-
nisjonsomrade, noe som ikke er forenlig med a ha et
ekstremalpunkt.

1.4 Kritiske punkter

Den deriverte til en funksjon y = f(x) i et punkt xo gir
oss stigningstallet til tangenten til funksjonen i punktet.
I et maksimums- eller minimumspunkt for en deriverbar
funksjon vil tangenten vare horisontal, dvs. tangentlinja
har stigningstall 0. Det betyr at f/(x() = 0. Slike punkter
er sa viktige at de har fatt et eget navn.

Definisjon 1.4.1. Efpunkt x = c i definisjonsomrddet til
en funksjon f(x) kalles et kritisk punkt for funksjonen
dersom f'(c) =0 eller f'(c) ikke eksisterer.

Merk at vi bruker betegnelsen kritisk punkt bade
om punkter der den deriverte er 0, og om punkter der
funksjonen ikke har noen derivert, f.eks. i knekkpunkter
pa grafen. Dersom funksjonen f(x) er definert pa et
lukket intervall [a, b], inkluderer vi endepunktene x = a
og x = b blant funksjonens kritiske punkter. Dette passer
med definisjonen siden den deriverte av en funksjon
formelt sett ikke er definert i endepunktene av et lukket
definisjonsomrade.

Vi bruker betegnelsen indre punkter om punktene i
et intervall som ikke er endepunkter.



Figur 1.3. De markerte punktene viser de indre kritiske
punktene.

Eksempel 1.4.1. Funksjonen f(x) = |x| har et kritisk
punkt i x =0 siden f'(0) ikke er definert i det punkiet.
Absoluttverdifunksjonen er ikke deriverbar i x = 0 siden
grenseverdiene fra hgyre og venstre side ikke er like, vi
har for positive verdier av h,

lim L OEW=SO) i 11y
h—0 h h—0 h
og for negative verdier av h,
lim w — lim @ -1
h—0 h h—0 h
4
y =

2 3

Figur 1.4. Grafen til absoluttverdifunksjonen, f(x) =
|x| med et kritisk punkt i x = 0.

Eksempel 1.4.2. Alle potensfunksjoner g(x) = x" for

n > 2 har kritisk punkt i x = 0 siden f'(0) =n-0""!1 =0.

Figur 1.5. Grafen til f(x) = 1.
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Eksempel 1.4.3. Funksjonen h(x) = 1 har ikke et kri-
tisk punkt i x = 0 siden funksjonen ikke er definert i

dette punktet.

I mange tilfeller er det sammenfall mellom ekstre-
malpunkter og kritiske punkter, men det er ikke alltid
slik. Imidlertid er alle ekstremalpunkter ogsa kritiske
punkter, mens det motsatte ikke ngdvendigvis er riktig.

Teorem 1.4.2. Dersom f(x) har et lokalt maksimums-
eller minimumspunkt i x = c, sd er c et kritisk punkt for

I
Bevis. Anta at funksjonen er deriverbar i punktet x = c.

Hyvis ikke er punktet pr. definisjon et kritisk punkt. Vi
har

fleth)—f(c)
h

hvor vi i det siste uttrykket lar x = ¢+ h vere i
nerheten av ¢, dvs. at & er liten. Anta at f(x) har
et lokalt maksimum i x = ¢. Dersom f’(c) > 0, sa
vil f(x) > f(c) for x > c. Dette er ikke mulig siden
c er et lokalt maksimumspunkt. Dersom f’(c) < 0,
sa vil f(x) > f(c) for x < ¢, som pé tilsvaren-
de mate er umulig og vi har en motsetning. Samme
type argument gjelder for lokale minimumspunkter. [J

@ £(©)

X—cC

f'(c) = lim

h—0

Teorem 1.4.3. Hvis f(x) har et kritisk punkt i x = ¢, sd
er dette

i) et lokalt minimum dersom f'(x) skifter tegn fra
negativ til positivi x = c.

ii) et lokalt maksimum dersom f'(x) skifter tegn fra
positiv til negativix = c.

Bevis. Fglger noksa direkte fra definisjonen av den
deriverte ved & analysere fortegnet til uttrykkene som
inngar.

Eksempel 1.4.4. Vi ser pd funksjonen f(x) = x*. Den
deriverte er gitt ved f'(x) = 2x, som betyr at funksjonen
har et kritisk punkt i x = 0. Dette er ogsa et lokalt
minimumspunkt siden den deriverte til (x) skifter tegn
fra negativt til positivt i x = 0.



Grunnen til at det ikke er en enentydig sammenheng
mellom kritiske punkter og ekstremalpunkter, er at det
finnes kritiske punkter som ikke er ekstremalpunkter.
Det at den deriverte til en funksjon er 0 i et punkt, tren-
ger ikke & bety at punktet er et maksimums- eller mi-
nimumspunkt for funksjonen. Det er fullt mulig at den
deriverte til funksjonen er O i et punkt, samtidig med
at funksjonen vokser overalt i nerheten av punktet (se
eksemplet under).

fl)=x

1
T
()

Figur 1.6. Grafen til funksjonen f(x) = x>.

Eksempel 1.4.5. Betrakt funksjonen g(x) = x*. Den
deriverte er gitt ved g'(x) = 3x%, som betyr at funksjonen
har et kritisk punkt for x = 0. Dette er imidlertid ikke
noe ekstremalpunkt. Funksjonens deriverte skifter ikke
tegn i dette punktet, vi har g'(x) > 0 for alle x # 0.

Definisjon 1.4.4. Et punkt x = a hvor den deriverte
S (x) er 0, men ikke skifter tegn kalles et terassepunkt.

En typisk problemstilling vi er opptatt av, handler om
a analysere monotoni-egenskapene og a finnne lokale
ekstremalpunkter for en funksjon. Det neste eksemplet
illustrerer framgangsmaten, hvor fortegnsskjema er et
sentralt hjelpemiddel. Et fortegnsskjema er en tabell
hvor vi deler opp definisjonsomradet til funksjonen i in-
tervaller hvor den deriverte har samme fortegn (negativ
eller positiv).

Eksempel 1.4.6. Vi skal bestemme monotomi-
egenskaper og lokale ekstremalpunkter for funksjonen

flx)=3x*—4x*+3

Vi regner ut den deriverte, faktoriserer og setter den lik
0;
flx) =12 — 123 =124 (x = 1) =0

13

Vi tegner fortegnsskjema for f'(x):

x<0 |0 0<x<1 I | x>1
1252 + 0 + + +
x—1 - - 0 +
() - 0 - 0 +
¢ N\ -

Hver faktor i uttrykket for den deriverte har sin egen
rad og *-tegnene angir tegnet til faktoren i det angitte
intervallet. Tegnene multipliseres sammen i raden til
f'(x) og i nederste rad er konklusjonen gitt, om hvor
vidt funksjonen vokser eller avtar.

Det betyr at vi har et lokalt minimumspunkt for x =
1, at funksjonen er avtagende for x < 1 og at den er
voksende for x > 1. Vi har ikke noe ekstremalpunkt for
x=0, selv om f'(x) = 0. Den deriverte skifter ikke tegn
i dette punktet.

1.5 Globale ekstremalpunkter

I motsetning til de lokale egenskapene, som sier noe om
funksjonen i en liten omegn om et punkt, vil de globale
egenskapene beskrive funksjonen pa hele definisjons-
omradet sett under ett.

Definisjon 1.5.1. (Globale maksimums- og minimums-
punkter)

i) Funksjonen y = f(x) har et globalt minimum i
x=cdersom f(c) < f(x) for alle x i definisjons-
omradet.

ii) Funksjoneny = f(x) har et globalt maksimum i
x = cdersom f(c) > f(x) for alle x i definisjons-
omradet.

Vi vil omtale funksjonsverdien i de globale minimums-
og maksimumspunktene som funksjonens minimums-
og maksimumsverdier og samlet som funksjonenes eks-
tremalverdier.

Funksjoner trenger verken & ha lokale eller globale
ekstremalpunkter. Et eksempel er funksjonen f(x) = x
definert pa hele tallinja. Den har ingen ekstremalpunk-
ter fordi for alle punkter x = a pa tallinja sa vil det
finnes punkter x i nerheten av a slik at f(x) > f(a) og
andre som oppfyller f(x) < f(a). Funksjonen f(x) = x
har heller ingen ekstremalverdier dersom definisjons-
omradet er et dpent intervall (a,b). Pa et lukket inter-
vall derimot, har funksjonen f(x) = x bade et globalt



maksimumspunkt og et globalt minimumspunkt, nemlig
endepunktene i intervallet.

Et apent intervall som (0, 1) inneholder ikke sine
endepunkter. Vi kan finne tall i intervallet som er sa
ner opp til 1 som vi métte gnske. Men uansett hvilket
tall vi velger, vil det alltid finnes tall mellom det valgte
tallet og 1. Alle tall i det dpne intervallet (0, 1) har
andre tall pa begge sider. Dette er karakteristisk for
dpne intervaller. I det lukkede intervallet [0, 1] finnes
det to tall, 0 og 1, som kjennetegnes ved at de har naboer
i intervallet kun pa sin ene side.

En kontinuerlig funksjon vil alltid oppna sine eks-
tremalverdier dersom definisjonsomradet er et lukket
intervall. Dette er innholdet i ekstremalverdi-teoremet
som vi gjengir uten bevis.

Teorem 1.5.2. En funksjon f(x) som er kontinuerlig
pa et lukket, begrenset intervall [a,b], vil oppnd sine
maksimums- og minimums-verdier i intervallet.

Eksempel 1.5.1. La f(x) = —x* 4 4x — 3. Vi skal finne
maksimumsverdien til f(x) pd intervallet [—1,1].

Vi observerer at f'(x) = —2x+4 = 0 ndr x = 2. Men
x = 2 er ikke i intervallet, sa dette punktet er vi ikke
interessert i. Det betyr at det er ingen kritiske punkter i
det indre av definisjonsomrddet, og de eneste punktene
vi trenger d sjekke er endepunktene: f(—1) 8 og
f(1) =0. Sa den storste verdien til f(x) pa [—1,1] er
f(1)=0.
Eksempel 1.5.2. Vi skal finne ekstremalverdiene til
Sfunksjonen f(x) =7+ |x—2| pd intervallet 1 <x < 4.
Den deriverte f'(x) # 0 for alle x. Men den er ikke defi-
nert i punktet x =2, sd vi regner ut verdien her, f(2) =17.
For endepunktene har vi f(1) =8 og f(4) = 9. Det
minste av disse tre verdiene er f(2) =1, som derfor er
minimumsverdien, mens den stgrste er f(4) =9 som gir
oss maksimumsverdien pd intervallet [—1,4].

Eksempel 1.5.3. Av alle rektangler med areal 25, og
sidekanter kortere enn 10, hvilket har den minste og
hvilket har den stgrste omkretsen?

Vi starter med d formulere problemet mer matematisk.
Vi lar x veere lengden pd den ene sidekanten. Da vil den
andre sidekanten ha lengde 275 siden arealet skal veere
25. Omkretsen blir da gitt ved funksjonen

25
fx) :2x+2-7

over intervallet (0, 10]. Denne funksjonen skal vi finne
maksimumsverdien til. Vi deriverer og far
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Lgser vi likningen f'(x) = 0 fdr vi x = +5. Punktet
x = =5 er ikke med i definisjnsomradet, sd det forkaster
vi. Dermed star vi igjen med ett kritisk punkt, x = 5.
Funksjonen er ikke definert i punktet x = 0 (rektanglet
kollapser) og vi ma sjekke de to kritiske punktene x =5
0g x = 10. Innsetting gir f(5) =20 og f(10) = 25. Det-
te gir kandidater for maksimum og minimum. Men vi
er ikke ferdige enda. Siden definisjonsomradet ikke er
lukket (men halvdpent) kan vi ikke bruke ekstremalverdi-
setningen, og vi md sjekke hva som skjer nar x — 0. Det
er opplagt at omkretsen vil vokse over alle grenser nar
den ene sidekanten blir veldig liten, og den andre blir
veldig stor. Derfor vil ikke f(10) = 25 veere noe globalt
maksimum, men f(5) = 20 er fortsatt minimumsverdien.

Eksempel 1.5.4. Vi skal finne det stgrste rektangelet vi
kan legge inne grafen til parabelen y = x* ndr y skal
veere mindre enn en fast verdi a.

Figur 1.8. Rektangel i en parabel.

La A(x) veere arealet av rektangelet med grunnlinje 2x
(begge sider av y-aksen). Hpyden i rektangelet vil veere
a—x*. Det gir areal A(x) = 2x(a — x*) = 2xa — 2x°
hvor x ligger i intervallet [0,+/a). De kritiske punktene
vil veere endepunktene og punktene der A'(x) = 0. Den
deriverte av A(x) er gitt ved

A'(x) = 2a — 6x7

Setter vi denne lik O far vi x = :I:\/g. Vi forkaster
den negative lgsningen siden den ikke er i definisjons-
omrddet. Innsetting gir A(0) =A(y/a) =00g A(\/§) =

3
(%)\@ai. Det gir minimumsareal (selvfplgelig) 0 og

3
maksimumsareal (3)v/3a2.



Eksempel 1.5.5. Vi ser pa funksjonen
—1<x<3

For d finne ut hvor funksjonen vokser, hvor den avtar og
hvor den har sine ekstremalpunkter, ma vi se pa dens
deriverte. I dette tilfellet fir vi

fl(x) =2xe " —xPe* =x(2—x)e*

Denne informasjonen bruker vi til d tegne et fortegns-
skjema for f'(x) (se figur 1.7) Skjemaet viser at funksjo-
nen avtar pd intervallene (—1,0) og (2,3) og vokser pd
intervallet (0,2). Den har lokale maksimumspunkter i
x=—10gix=2, og lokale minimumspunkter for x =0
og for x = 3. For d finne ut hvilke punkter som gir oss de
globale ekstremalverdiene regner vi ut funksjonsverdien
i de lokale ekstremalpunktene, og i tillegg i endepunk-
tene til det lukkede intervallet. Verdiene star i nederste
linje. Av disse ser vi at x = —1 gir den stgrste verdien,
altsa et globalt maksimumspunkt og x = 0 gir minste
verdi og dermed svarer til et globalt minimumspunkt.

1.6 Krumning og vendepunkter

I dette avsnittet skal vi studere funksjonenes krumnings-
egenskaper.

Definisjon 1.6.1. En deriverbar funksjon y = f(x)
krummer opp (resp. ned) i et intervall (a,b) dersom
f'(x) er voksende (resp. avtagende) i intervallet.

Krumning innebarer at stigningstallet til funksjonen
endrer seg. Krumning oppover betyr at funksjonen blir
brattere, som betyr at stigningstallet gker. Stigningstal-
let til funksjonen er gitt ved den deriverte, s gkende
stigningstall betyr at den deriverte av den deriverte er
positiv. Den deriverte til den deriverte til en funksjon
kalles den dobbelt-deriverte og vi skriver f”(x).

Teorem 1.6.2. La f(x) veere to ganger deriverbar pd
et intervall I, dvs. at den deriverte f'(x) ogsd er deri-
verbar.

i) Dersom f"(x) > 0 pa I, sd krummer grafen opp-
over.

ii) Dersom f"(x) <0 pa I, sG krummer grafen ned-
over.

Bevis. Bruk Teorem 1.2.3 pa den deriverte. O

Vi kan bruke resultatet over til & bestemme type eks-
tremalpunkter for en funksjon f(x). Dersom vi har et
kritisk punkt xo med f’(xp) = 0, sa positiv krumning
bety at vi har et minimumspunkt og negativ krumning
bety at vi har et maksimumspunkt. (se figur).

Dette leder oss fram til andre-derivert-testen.

Teorem 1.6.3. La f: R — R veere en to ganger deri-
verbar funksjon pa et intervall 1. Anta at xo € I er et
kritisk punkt for f, dvs. f'(xo) = 0. Da har vi

i) Dersom f"(xo) > 0 sd er x et lokalt minimums-
punkt for f.

ii) Dersom f"(xg) < 0 sd er xq et lokalt maksimums-
punkt for f.

Definisjon 1.6.4. Et punkt x = ¢ der funksjonen f(x)
skifter krumning fra opp til ned eller motsatt, kalles et
vendepunkt for f.

1] -1<x<0] 0 |[0<x<2| 2 |2<x<3] 3
x - 0 + + +
2—x + + + 0 -
e~ + + + + +
f(x) - 0 + 0 -

= R e Y R R Y

fx) | e 0 % 3

Figur 1.7. Fortegnsskjema for f'(x) = x(2 —x)e ™.
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Pa samme mate som at ekstremalpunkter finnes der
den deriverte skifter tegn, finner vi vendepunkter der
den dobbelt-deriverte skifter tegn.

Teorem 1.6.5. Dersom x = c er et vendepunkt for f(x),
og " (c) er veldefinert, sd er f(c) = 0.

Bevis. Et vendepunkt er et ekstremalpunkt for den
deriverte, og Teorem 1.4.2 gir at x = ¢ er et kritisk
punkt for f/(x). Siden den deriverte av f’(x) eksisterer
ix=c,sa fglger det at f”(c) =0. O

Eksempel 1.6.1. Funksjonen f(x) = x> har et vende-
punkt i x =0 siden f"(0) = 0 og den dobbeltderiverte
S (x) = 6x skifter tegn i x =0.

Merk at vi kan ha f”(c) = 0 uten at x = c er et vende-
punkt, slik som tilfellet er for funksjonen f(x) = x* i
punktet x = 0. Den dobbelt-deriverte er gitt ved f”(x) =
12x%. Den har et nullpunkt for x = 0, men f”(x) > 0
for bade positive og negative verdier for x. Den dobbelt-
deriverte f”(x) skifter derfor ikke tegn i dette punktet,
og x = 0 er ikke noe vendepunkt.

Eksempel 1.6.2. Vi skal studere krumningsegenskape-
ne til funksjonen

fx)=3x*—4x’ +3

Vi regner ut den deriverte og den dobbelt-deriverte og
finner deres nullpunkter. Dette bruker vi til d finne fak-
toriseringer:

flx) =12 —12x* = 128%(x — 1)
f"(x) = 36x* —24x = 12x(3x — 2)

For a finne monotoniegenskaper tegner vi fortegnsskje-
ma for den deriverte:

Vi ser at x = 0 er et kritisk punkt, men ikke noe ekstre-
malpunkt.

For a finne krumningsegenskapene tegner vi fortegns-
skjema for den dobbel-deriverte (se figur 1.9). Konklu-
sjonen star i nederste linje.

I mange anvendelser betrakter vi stgrrelser som varie-
rer med tiden. Et eksempel kan vare en bil som kjgrer
pa en vei. Vi betegner avstanden bilen har kjgrt fra et
startpunkt ved funksjonen s(r). Ved tiden = 0 setter
vi 5(0) = 0. Den deriverte til funksjonen s'(¢) betegner
farten til bilen ved tidspunktet #, mens den dobbelt-
deriverte s”(¢) gir et uttrykk for akselerasjonen til bilen.
Dersom s'(¢) = O star bilen stille, mens s” () = 0 uttryk-
ker at akselerasjonen er 0, eller at bilen beveger seg med
konstant fart.

Et annet eksemepl kan vere en kjemisk reaksjon. Vi
lar c(r) betegne konsentrasjonen av sluttproduktet i reak-
sjonen. Sa lenge reaksjonen pagér har vi ¢/(r) > 0. Der-
som reaksjonen eskalerer (gér fortere) vil ogsa ¢’ (r) > 0.
Ved et vendepunkt ¢’ (¢) = 0 vil reaksjonshastigheten
ha stabilisert seg, reaksjonen pagar fortsatt, men den gar
saktere. Til slutt har vi ¢’(¢) = 0, som betyr at reaksjonen
har stoppet opp.

Eksempel 1.6.3. Anta at vi skal gad til et punkt A ute
i sanden og at vi befinner oss ved punktet D pa veien
illustrert ved linja DC (se figuren). Veien er rett og b

x<0]0]0<x<1 |1 [x>1 gir avstanden fra A til det neermeste punktet C pd veien.
12x° + 0 + + Avstanden fra punktet D til punktet C kaller vi a. Anta at
x—1 . . 0 + vi kan holde farten v langs veien og w < v ute i sanden.
f(x) - 0 - 0 + Hvor langt skal vi ga langs veien for vi svinger ut i
N N - ) sanden for d bruke kortest mulig tid mellom D og A?
x<0 0 0<x< % % x> %
12x - 0 + + +
3x—2 - - - 0 +
f"(x) + 0 - 0 +
opp | vendepunkt ned vendepunkt | opp

Figur 1.9. Fortegnsskjema for f(x) = 12x(3x —2).
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Vi kaller punktet hvor vi svinger ut i sanden for B og
lar avstanden fra B til C veere x. Det betyr at vi beveger
oss en avstand a — x langs veien, og ved Pythagoras
vil avstanden fra B til A veere v/x2 + b2. Tid er gitt ved
avstand delt med fart, og vi far samlet tid gitt ved funk-
sjonen

a—x

N VxZ4+b?

w

f(x)

1%

Vi skal finne minimum av f(x) ndr x ligger mellom 0 og
a. Vi setter f'(x) =0 og far

X
+ [ —

wvx2 4 b2
Det gir

wvVx2+b% =vx

Vi kvadrerer begge sider og far
w? (22 4+ b%) =125
som ved litt enkel algebra gir
wb

V2 — 2

X =

Dette gir oss det kritiske punktet vi leter etter og (noksd
opplagt) minimumspunktet.

Vi merker oss at a ikke inngar i dette uttrykket, noe
som betyr at vi alltid skal ga til det samme punktet,
uavhengig av utgangspunkt, men under en forutsetning,
at det kritiske punktet ligger inne i intervallet [0,a).
Dersom dette ikke er tilfelle har vi ikke noe kritisk punkt
inne i intervallet, og da vil minimumsverdien bli d finne
i et av endepunktene. De to verdiene der er gitt ved

F0=2+2
,/aZ 2
f(a)=T+b
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Na har vi

Siden w < v vil dette uttrykket alltid veere negativt, noe
som betyr at (0) > f(a) og minimum vil veere i x = a.
Oppsummert, vi skal alltid gd langs veien til et punkt
som ligger i avstand wh fra C, og deretter gjen-

/2 —x2

nom sanden. Dersom vi starter neermere C enn denne
avstanden skal vi ga rett ut gjennom sanden.

1.7 L’Hopitals regel

Anta at vi skal regne ut en grenseverdi lim,_,, % der
enten f(x) og g(x) begge gar mot O eller begge gar mot
oo, Da finnes det ikke noen generell regel for hva grense-
verdien blir, men det finnes en metode som ofte hjel-
per oss & finne svaret. Den heter L’Hopitals regel etter
den franske matematikeren og adelsmannen Guillaume
Francois Antoine, marquis de L’Hopital (1661-1704).

Teorem 1.7.1 (L'Hopitals regel). Anta at enten

(i) lim f(x) = limg(x) =0

eller

(i) lim f(x) = lim g(x) = o=

Da er /
tim 2~y L

forutsatt at den siste grensen eksisterer (den kan godt
veere oo eller —oo).

L’Hopitals regel finner altsa ikke grenseverdien for oss,
men fgrer oss videre til en annen grenseverdi som ofte
er lettere a regne ut. Noen eksempler vil gjgre dette
klarere.



Eksempel 1.7.1. Regn ut

1—¢"
X

lim
x—0

Her gar bade teller og nevner mot 0 (vi sier gjerne at vi

har et “0 7-uttrykk), og vi kan bruke L’Hopitals regel:
1—¢ i - -1
lim —— P im = = =~ =
x—=0 X x—=0 1 1

Legg merke til at vi i den andre grenseverdien
b —e* . “ ”

lim, o —~ ikke har et 8 -uttrykk og derfor bare kan
sette inn x = Q.

Eksempel 1.7.2. Regn ut

Her gar bade teller og nevner mot « (vi sier gjerne at

vi har et “Z”-uttrykk), og vi kan igjen bruke L’Hopitals
regel:
e U e*
lim 2 im & = oo
X—o0 X X—o0 1

(husk at L’Hopitals regel ogsa virker ndr grenseverdien
er uendelig).

Det er ikke uvanlig at man ma bruke L"Hopitals regel
flere ganger for 8 komme frem til svaret.

Eksempel 1.7.3. Regn ut

. 1—cosx
lim —
x—0 X

Vi bruker L’Hopitals regel to ganger:

1 —cosx LH .. 1
_— lim ——

2

sinx L'H COSX
2

lim

x—0 xz x—0 2x

Nar vi bruker L’Hopitals regel flere ganger etter hver-
andre pa denne mdten, ma vi huske pa a sjekke at vi
virkelig har et “0 7~ eller -uttrykk hver gang vi
bruker regelen.

€00 3y
=

Ofte kan vi omdanne andre typer uttrykk til “%”—
eller “=”-uttrykk og sa bruke L"Hopitals regel til a finne
grenseverdien. Her er et typisk eksempel:

Eksempel 1.7.4. Regn ut
lim x1n |x]
x—0

[ dette uttrykket gdr den ene faktoren, x, mot 0 mens den
andre, In |x|, gdr mot —e, og det er ikke lett d se hvem
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som “vinner”. Omformer vi uttrykket fir far Vi

€00 5

imidlertid et -uttrykk vi kan bruke L’ Hopltals regel
pa (strengt tatt er det et “—"-uttrykk, men regelen
virker like godt pa det). Dermed far vi

In|x| £

EH i

x%O

limxIn |x| = lim
x—0 x—0 RN
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Hvis vi nd ganger med —x* over og under brokstreken,
ser vi at

1
= lim(—x) =

llmxln x| = lm(1) 0

Det kan vaere nyttig a vite at L’Hopitals regel ogsa
gjelder for ensidige grenser, dvs. for uttrykk av typen
vie) g)) (hadde vi ikke hatt tallver-

lim,_,,+ 6]
dien i Eksempel 1.7.4, matte vi ha ngyd oss med a regne
ut den ensidige grensen lim,_,¢+ xInx siden Inx bare er
definert for x > 0).

Vi har ikke redskaper til & bevise L’Hopitals regel i
dette kurset, men vi kan vise en forenklet versjon som
sier at hvis f(a) = g(a) = 0 og brgken Lla)

g'(a)
A
sa er limy_,, % = g 7 Z>. Dette er bare et smart regne-

)
stykke der vi utnytter definisjonen av den deriverte:

Og hmx—m

eksisterer,

(@) _ o S0~ f(@) 2 _fa)

+a g(x) —gla

= lim —3=
x—a §X)—
X—

lim
x—a g x)

Beviset for den fulle regelen er en litt mer sofistikert
versjon av den samme ideen.



Oppgaver

Oppgave 1. Regn ut den deriverte av funksjonene.

(

(x)

(x)
d) f(x)=e*
e) f(x)=e"cosx
D) ==
8) f(x) =xInx
ONIOES-

COosx

Oppgave 2. Avgjgr hvor funksjonen f(x) = x> +1
vokser og hvor den (eventuelt) avtar. Finn de kritis-
ke punktene til funksjonen. Er de ekstremalpunkter for
funksjonen?

Oppgave 3. Betrakt funksjonen

sinx
=tanx =
CoSx

definert pd det apne intervallet (0, % ). Vis at funksjonen
er strengt voksende i hele sitt definisjonsomrdde.

Oppgave 4. Vis at funksjonen f(x) = % definert pad
intervallet (0, o) ikke har noen ekstremalpunkter.

Oppgave 5. Finn de kritiske punktene til funksjonen
f(x) = cos2x. Hvilke av dem er lokale maksimumspunk-
ter og hvilke er lokale minimums-punkter?

Oppgave 6. Finn de kritiske punktene, bestem
monotoni-egenskapene og finn de lokale ekstremal-
punktene for funksjonene f(x) = x> —3x+2, g(x) =
(x—1)2(x+2) og h(x) =x+ x'—z alle definert over hele
R.

Oppgave 7. [ de fplgende oppgavene, i) finn alle kritis-
ke punkter til f(x), ii) beskriv monotoni-egenskapene
til funksjonene ved d se pa fortegnet til f'(x), iii) finn
lokale ekstremalpunkter, iv) bestem de intervallene der
funksjonene krummer, henholdsvis opp og ned, v) finn
funksjonenes vendepunkter, vi) finn globale maks og min

a) f(x)=x>—4x, x€[~1,2]

x—
b) f(x) = fr=gh x € [0,2]
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¢) f(x) =x—sinx, x € [0,27]
d) f(x)=sin’x, x € [~7, 7

Oppgave 8. La funksjonen f vere definert for alle relle

tall x ved
2

fx) =3t
hvor a er en konstant.

a) Avgjor hvor f vokser og hvor den avtar. Finn even-
tuelle ekstremalpunkter for f.

b) Finn eventuelle vendepunkter for f og undersgk
hvor grafen til f krummer opp og hvor den krum-
mer ned.

Oppgave 9. Funksjonen f(t) er gitt ved

f(t)=tInr —1, 1<t<3

Avgjor hvor funksjonen f vokser og hvor den avtar
og finn ut hvor i definisjonsomrddet den antar sin
storste/minste verdi.

Oppgave 10. Finn dimensjonene til rektangelet med
stgrst areal ndar omkretsen er gitt lik 100.

Oppgave 11. Du har 60 meter gjerde til radighet og
skal bruke det til d gjerde inn et rektangel langs med en
rett fjellside (hvor du ikke trenger a sette opp gjerde).
Hva er det stgrste arealet du kan gjerde inn?

Oppgave 12. Et budfirma har fplgende begrensning pd
hvilke rektangulcere pakker de kan levere: Summen av
lengden og omkretsen mda ikke overstige 108cm. Anta
at du skal sende en pakke som er kvadratisk i den ene
enden. Hva er det maksimale volumet til en akseptabel
(for budfirmaet) pakke?

Oppgave 13. Et firma produserer sma notisblokker
med festlige motiv pad forsiden. Dersom prisen for hver
blokk er 10 kroner vil firmaet ikke fa solgt noen, men for
hver krone de reduserer prisen vil de kunne selge 500
blokker. De faste kostnadene ved produksjonen (uav-
hengig av antall) er kr. 3000, og produksjonsprisen pr.
blokk er 2 kroner. Hva bgr prisen veere for at firmaet
skal tjene mest mulig pa blokkene?

Oppgave 14. Van der Waals gass-likning har formen

a

(P+17

)(V —b) =RT



hvor P er trykket, V er volumet og T er temperetauren
i gassen, og a, b og R er konstanter. Vi kan omskri-
ve denne slik at trykket uttrykkes som en funksjon av

volumet,
RT a

“vop V2
Vis at V = 3b er et kritisk punkt for denne funksjonen

o . _ 8(1
nar vi setter T = TIRE"

P(V)

Oppgave 15. La f vere funksjonen gitt ved

fx)=xV8—x2, —2V2<x<2V2
a) Finn alle kritiske punkter for funksjonen f.

b) Bestem hvor funksjonen vokser og hvor den avtar,
0g finn maksimums- og minimumspunktene til f.

Oppgave 16. Bruk L’Hopitals regel til a vise at disse
grensene er riktige:

. in3x
a) lim 802X — 3,
) =0 X

) {im @0 — |,
f x—0 *

lim sinx—x __ _l'
g) x—0 2 6

h) limx?In|x| = 0.
x—0

i) limx2e™* =0.
X—ro0
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Kapittel 2

Integrasjon

Matematiske modeller som beskriver naturvitenska-
pelige fenomener er i mange tilfeller ensbetydende med
a gi en eller flere differensiallikninger. Differensiallik-
ninger er likninger som knytter sammen funksjoner og
deres deriverte. Siden den deriverte uttrykker endring av
funksjonen, vil en differensiallikning gi oss en formel
som knytter sammen funksjonsverdien og endringen av
funksjonen i et bestemt punkt. Et typisk eksempel pa
dette er stgrrelsen pa en populasjon som opplever kon-
stant vekst. Tilveksten til populasjonen er proporsjonal
med stgrrelsen pa populasjonen, dobler vi populasjonen,
dobler vi antall fgdsler. Den matematiske modellen
som beskriver dette fenomenet er gitt ved en funksjon
f(t) (der t er tid) som oppfyller

flt)y=k-f(1)

For a lgse differensiallikninger er utfordringen veldig
ofte a finne funksjoner med en gitt derivert, dvs. det vi
kaller anti-derivasjon. Et eksempel pa dette er hastighet
og akselerasjon. Akselerasjon er definert som endring
av hastighet, og males med den deriverte av hastighets-
funksjonen. Akselerasjonen til et legeme er styrt av
kraftlover som vi tenker oss at vi kjenner fullt ut, og
oppgaven blir & finne en hastighetsfunksjon med en de-
rivert funksjon som passer med den aktuelle kraftloven.
Dette kalles & anti-derivere funksjonen eller ubestemt
integrasjon.

I dette kapitlet skal vi studere ubestemte og bestem-
te integral. Ubestemte integral er det samme som anti-
derivasjon, mens bestemte integral beregnes ved a evalu-
ere ubestemte integral over et intervall slik at svaret blir
et tall og ikke en funksjon. Dette tallet kan vi for en posi-
tiv funksjon tolke som arealet mellom grafen og x-aksen,
eller i mer generelle tilfeller som den akkumulerte verdi-
en for en funksjon over et tidsrom, strekning eller annet
valg av argumentet x (eller ¢). Det bestemte integralet
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til en funksjon som beskriver et legemes akselerasjon
som funksjon av tiden, vil gi oss hastighetsendringen til
legemet i det aktuelle intervallet.

Et sveert viktig resultatet er fundamentalteoremet (in-
trodusert av Newton og Leibniz) som knytter sammen
derivasjon og integrasjon.

Nar vi har gitt en funksjon, kan vi alltid regne ut dens
deriverte, men det er ikke ngdvendigvis mulig & finne et
enkelt uttrykk for den anti-deriverte til funksjonen. Vi
skal se pa hvordan vi kan bruke numeriske beregninger
til & bestemme verdien av et bestemt integral nar vi ikke
kan finne en anti-derivert til den aktuelle funksjonen.
Videre skal vi ta for oss noen ulike fysiske tolkninger
av det bestemte integral.

Det er ikke alltid at definisjonsomradet til en funksjon
er et lukket intervall og da ma vi gjgre noen modifika-
sjoner mht. definisjonen av det bestemte integralet. Det
er heller ikke alltid slik at funksjonen vi skal integrere
er begrenset, men vi kan likevel regne ut et areal under
grafen. Dette vil involvere bruk av grenseverdier.

2.1 Ubestemt integrasjon

Vi starter med a gi en kort innfgring i regnereglene for
anti-derivasjon. Disse reglene framkommer i stor grad
ved a se pa tilsvarende regneregler for derivasjon, og
bruke dem baklengs.

Definisjon 2.1.1. Dersom F(x) er en funksjon med de-
rivert lik F'(x) = f(x), sd sier vi at F(x) er en anti-
derivert av f(x), og vi skriver

Familien F (x) + C for varierende konstanter C kalles
det ubestemte integralet av funksjonen f.



I formelen over inngéar det et uttrykk dx. Dette kalles
et differensial og har en viktig betydning. For & gjgre det
enkelt kan vi tenke pa differensialet som en angivelse
av hvilken variabel vi anti-deriverer med hensyn pa.

Bakgrunnen for leddet C pa hgyre side i formelen er
som fglger: Det er enkelt a vise at den deriverte av en
konstant er 0, men det motsatte er ogsa tilfellet. Dermed
vil alle konstante funksjoner vere anti-deriverte av 0-
funksjonen, og for kompletthets skyld tar vi derfor med
denne konstanten.

Lemma 2.1.2. Dersom en funksjon f(x) oppfyller
f'(x) =0jfor alle x i et intervall, s er funksjonen kon-
stant, f(x) = C i intervallet.

Bevis. Anta for en motsigelse at funksjonen f ikke er
konstant, og at a # b er to punkter slik at f(a) # f(b).
Betrakt funksjonen

h(x) = f()(b —a) = x(f(b) - f(a))
Vi har h(a) = h(b). Dersom K (x) # 0 overalt i (a,b),
sa ma h ha sine ekstremalpunkter i endepunktene.
Siden verdien av h(x) er lik i endepunktene, betyr det
at funksjonen er konstant pa [a,b], noe som betyr at
for alle punkter ¢ € [a,b] s& er I'(c) = 0. Det fplger
at f'(c)(b—a) = c(f(b) — f(a)). Siden vi kan anta at
c#0og f(b)— f(a) # 0 betyr det at f'(c) # 0, som
gir en motsigelse mot antagelsen at f ikke er konstant,
og vi har vist lemmaet. O

Teorem 2.1.3. Dersom Fi(x) og F»(x) begge er anti-
deriverte til samme funksjon f pa et intervall I, sa er de
like pd en konstant neer, dvs. Fi(x) — F(x) = C.

Bevis. Vi vet fra lemmaet over at dersom funksjonen
f oppfyller f'(x) = 0 for alle x, s& er funksjonen
konstant. Lar vi f(x) = Fy (x) — F»(x) og bruker denne
kunnskapen, sa fglger resultatet. O

Dette er den formelle grunnen til at vi alltid ma legge
til en konstant nar vi anti-deriverer. Vi kaller denne
konstanten for en integrasjonskonstant.

Eksempel 2.1.1. Vi skal finne det ubestemte integralet
av en funksjon som allerede er den deriverte av en annen
funksjon. Sa la

flx) =F'(x)
En anti-derivert av en funksjon er en ny funksjon som
har den forste funksjonen som sin deriverte, og i dette
tilfellet er det naturlig d bruke F (x). Det gir

/F’(x)dx: F(x)+C
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Eksemplet illustrerer et viktig resultat, formulert i
fundamentalteoremet for differensial- og integral-
regningen. Det sier at derivasjon og integrasjon er om-
vendte operasjoner. Vi kommer tilbake til dette senere.

Det finnes mange gode regneregler for ubestemt inte-
grasjon, og vi skal presentere de viktigste.

I likhet med derivasjon er anti-derivasjon en liner
operasjon. Det inneberer at vi har de to formelene

JU@+eens= [ rwdr+ [gwas

* /af(x)x:a/f(x)dx

for funksjoner f(x) og g(x), og reelle tall a € R. Dermed
kan vi alltid anti-derivere ledd for ledd;

Eksempel 2.1.2. Vi har

/x2+2xdx: /xzdx—f—Z/xdx

Videre har vi en del spesielle integrasjonsregler:

Eksempel 2.1.3. Det ubestemte integralet av potens-
funksjonen er gitt ved
1
Kldx=—x"1 1 Cn#-1
n

/ +1

Eksempel 2.1.4. For det spesielle tilfellet der n = —1
har vi

1
/fdx:1n|x|+C
X

Eksempel 2.1.5. Det ubestemte integralet av eksponen-
sialfunksjonen er gitt ved

1
/e“xdxz -e*+C
a

Eksempel 2.1.6. Det ubestemte integralet av de tri-
gonometriske funksjonene er gitt ved

/sinxdx =—cosx+C

0g
/cosxdx =sinx+C

I tillegg til de spesielle integrasjonsreglene har vi
mer generelle integrasjonsregler. Den fgrste bygger pa
formelen for derivasjon av et produkt av to funksjoner
og kalles delvis integrasjon. Produktregelen sier at

(f(x)g(x) = f(x)g(x) + f(x)g' (x)



Dersom vi flytter litt rundt pa leddene og integrerer
begge sider av likhetstegnet, far vi

£ @ewdr= [(1@e00) dx— [ 105/ ds
= ()8 = [ ()8 (o)

siden derivasjon og integrasjon er omvendte operasjoner,
dvs.

Dette viser seg & vaere en nyttig regel, og vi skal se
pa et eksempel pa hvordan vi bruker den:

Eksempel 2.1.7. Vi skal regne ut det ubestemte integra-
let av funksjonen xsinx. Vi lar f'(x) = sinx og g(x) = x
i formelen over. Da fir vi at f(x) = — cosx (Vi trenger
ikke a ta med integrasjonskonstanten C ennd). Setter vi
dette inn i formelen far vi

/xsinxdx = —XCoSx— /(—cosx- 1)dx

g=x f'=sinx
g=1 f=—cosx
= —xcosx+/cosxdx

—xcosx+sinx+C

Ved siste integrasjon tar vi med en integrasjonskon-
stant.

Eksempel 2.1.8. Det ubestemte integralet av funksjo-
nen f(x) = Inx er gitt ved

/lnxdx =xlnx—x+C

siden den deriverte av xInx — x4+ C med hensyn pad x
ved produktregelen er lnx—i—x;lc —1=Inx

Men vi kan ogsa se dette ved a bruke delvis integra-
sjon. I sé fall setter vi f'(x) =1 og g(x) = Inx. (Dette
er et lite triks, siden det pa ingen madte er noe opplagt
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at man skal betrakte Inx som 1 -1nx.) Dette gir

/lnxdx: /1 -Inxdx

g=Ihx f'=1
g=1 f=x
1
:xlnxf/xfdx
X
=xlnx—x+C

En annen generell regneregel er substitusjon. Sub-
stitusjon baserer seg pa baklengs bruk av kjerneregelen.
Kjerneregelen sier noe om den deriverte til en sammen-
satt funksjon:

og regelen gir da at

[ (e -g@dr= [ (£lew)) dx
fle(x)+C

For 4 bruke denne regneregelen baklengs ma vi iden-
tifisere de to leddene pa hgyre side av formelen med
faktorer i den oppgitte integranden.

Eksempel 2.1.9. Vi skal integrere funksjonen f(x) =

2x(x% + 1)3. Hvis vi setter y = g(x) = x> + 1 og h(x) =
%x“, sd ser vi at

Det gir at W' (y) = y* og dermed I (g(x)) = (x* +1)3.
Videre har vi g'(x) = 2x. Dermed fplger det at

/2x()c2 +1)3dx= ‘/.h’(g(x))g’(x) dx
= [ (h(gte)y'ax
=h(g(x))+C
= %(szr 1)*+cC

Eksempel 2.1.10. Et annet eksempel pa bruk av substi-
tusjon er integralet:




hvor a er et reelt tall. Vi setter u = x — a, som gir du = dx
og derfor

1 1
/ dx:/fdu:10g|u|+C=10g\x—a|+C
x—a u

Eksempel 2.1.11. Vi kan kombinere eksemplet over
med polynomdivisjon. Vi har

3o —x+1 3
o —xrl =24 3x 424+ -
x—1 x—1
og derfor
3 2 2 1
/udx:/x2+3x+2+ dx
x—1 x—1

= %x3+%x2+2x+310g|x— 1|+C

Dette eksempelet gir oss en generell formel for inte-
graler av brgker der nevneren er et line@rt uttrykk. Der-
som nevneren er et produkt av linezre faktorer ma vi
gjgre et forarbeid f@r vi kan bruke denne metoden. Forar-
beidet kalles gjerne for delbrgkoppspalting. Metoden
baserer seg pa at vi alltid kan splitte en brgk m
i to brgker med linezr nevner. Vi skal illustrere dette
med et eksempel.

Vi gnsker & skrive

1 A B

(x—1)(x+2) Tl +x+2

for noen passende tall A og B. Vi setter hgyresiden pa
felles brgkstrek og far

1 A B

—D(x+2) xt2

A(x+2)+B(x—1)
(x—1)(x+2)

x—1

Hvis de to brgkene med den samme nevneren skal vare
like, mé ogsa tellerene vere like. Det betyr at vi ma ha
1 =Ax—A+Bx+2B=(A+B)x— (A—2B), som betyr
atA+B=00g —(A—2B)=1lellrA=—1ogB=1.
Dermed far vi

1 1 1 1
= c
/(x—l)(x+2) o 3( x—1+x+2)+
1
(—log|x—1|+log|x+2[)+C

3
1 |x+2|

— -1 c
3 <°g |x—1|)+
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Vi kan skrive opp den generelle formelen;

(xfa)l(xfb) = bia (_x1a+x1b>

som gir

/(x—a)l(x—b) dx = bia (log Ii:ZD +c

Vi skal komme tilbake til flere eksempler pé bruk av
disse regnereglene.

2.2 Bestemt integrasjon

Fra ubestemte integraler gar vi over til bestemte inte-
graler. Selv om begrepene har omtrent samme navn og
veldig lik notasjon sa har de svert forskjellig definisjon.
Men vi skal se at selv om definisjonene er forskjellige,
sa er begrepene likevel nar beslektet.

Vi starter med a definere det bestemte integralet av
en positiv funksjon over et intervall.

Definisjon 2.2.1. La y = f(x) veere en positiv funksjon
definert pa et intervall a,b). Da er

S:/ubf(x)dx

definert som arealet over intervallet [a,b] mellom x-
aksen og grafen til f.

AY

- fix)

=
a bx

Figur 2.1. Bestemt integral tolket som areal.

Man kan vise at fglgende generelle regler gjelder for
bestemte integral:

Linearitet (o, B € R):
[ @)+ Betaas
b b
— o [ fdr+B [ glods



Additivitet av definisjonsomrade:

([a,c] = [a,b]U[b,c])

[ rtae= [ gars [ ran

Degenerert areal:

/;f(x)dxzo

De to siste er noksa opplagte ut i fra definisjone

mens den fgrste fglger fra et tilsvarende resultat for
ubestemte integral. I tillegg til disse tre definerer vi et

bestemt integral beregnet i motsatt retning,

/ahf(x)dx: —/baf(x)dx

For a beregne det bestemte integralet til en vilkarlig
funksjon (ikke kun positiv), deler vi opp intervallet i del-
intervaller slik at funksjonen enten er positiv eller nega-

tiv pa delintervallene. For en negativ funksjon g(x) < 0
setter vi

Figur 2.2. Integralet er summen av arealene med posi-
tivt tegn over x-aksen og negativt tegn under.

Eksempel 2.2.1. Vi skal beregne det bestemte integralet

Siden sinx er positiv pd intervallet |0, TT] og negativ pd
intervallet [m,27), sd deler vi opp integralet i to deler

21 T 21
/ sinxdx:/ sinxdx+/ sinxdx
0 0 T

Vi vet at sinx = —sin(x — ). Det betyr at for hver x
mellom T 0og 27 sd finnes en u = x — © mellom 0 og
7 hvor funksjonen sinx har akkurat samme verdi, men
med motsatt fortegn. Dermed vil arealet mellom grafen
og x-aksen for de to delene veere ngyaktig likt, men
n,

med motsatt fortegn. Til sammen vil derfor integralet
bli nullet ut og vi har

J

2.3 Fundamentalteoremet

27
sinxdx =0

Neste skritt er & finne metoder for & beregne bestemte in-
tegral. Det viktigste hjelpemiddelet vil vere det sikalte
fundamentalteoremet for differensial- og integralregnin-
gen. Dette resultatet setter i system det vi har sagt sa
langt om derivasjon og anti-derivasjon og gir oss linken
mellom ubestemt og bestemt integrasjon.

Teorem 2.3.1. La f(x) veere en kontinuerlig funksjon

pd et intervall [a,b), og la F(x) veere en anti-derivert til
f(x). Da har vi

P =5 [ rwar= e
og
b
AfMM=wwm F(b)—F(a)

Merk: Dette er den mest fundamentale egenskapen

ved integralet og faktisk den egenskapen som er grunn-
laget for hele differensial- og integralregningen.

Merk ogsa at vi bruker notasjonen

[F(x)la=F(b) = F(a)
I tillegg har vi her introdusert den ofte hensiktsmessige
notasjonen
T e0=5(0
—glx)=g(x
dxg 8

2n
/ sinxdx
0

Begge deler vil bli brukt i det som fglger.
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y=f(x -

PN
/ B
N\
_¥

Figur 2.3. Fundamentalteoremet for differensial- og
integralregningen.

\\\\

-

X X+
-

Figuren illustrerer fundamentalteoremet. Vi lar A(x)
vere arealet under grafen fra x = 0 og ut til en vilkarlig
x. Den relative tilveksten fra x til x4 A er gitt ved (se
figur)

Alx+h)—A(x)  f(x)-h
)20 & B2~ )

hvor uttrykkene har samme grenseverdi nar 4~ — 0. Den
deriverte av det bestemte integralet som arealfunksjon
er altsa funksjonen selv.

Ved & kombinere fundamentalteoremet med regne-
reglene for ubestemte integral far vi fglgende liste over
spesielle integrasjonsregler for bestemt integrasjon:

b
/ dx =
a

b
/ldlenb—lnazlné
a X a
b 1
/ekxdxzi(ekb_eka)
a k
b

/ sinxdx = —cosb -+ cosa

a

1 (bk+l _ak+l)

k+1

b
/ cosxdx = sinb — sina
a

Eksempel 2.3.1. Vi kan bruke dette til G beregne inte-
gralet av sinx over intervallet 0 < x < 27w som vi har
sett pa tidligere.

21

2
/ sinxdx = [—cosx]j
0

= —cos (27) + cos0
=—14+1=0

Nar vi beregner et bestemt integral trenger vi ikke
a bry oss om integrasjonskonstanten. Grunnen er at
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dersom F(x) er en anti-derivert til funksjonen f, og vi
velger en annen anti-derivert F (x) 4+ C, sé vil

L fw)dx = [F () L,
=F(b)+C—(F(a)+C)
= F(b)—F(a) = [F(x),

sa svaret blir det samme.

I tillegg til de spesielle integrasjonsreglene har vi de
generelle integrasjonsteknikkene, substitusjon og del-
vis integrasjon. Disse er helt analoge med tilsvarende
teknikker for a regne ut ubestemte integral.

Substitusjon, hvor vi setter y = g(x), dy = g’ (x) dx,

[ sngeome= [ yay
a g(a)
= F(g(b)) —F(g(a))

og hvor F(x) er en anti-derivert til f(x), og delvis inte-
grasjon

b b
| 08 e = (@l = [ 0)glax

Nar vi regner ut bestemte integraler ved substitusjon
er det viktig & veaere papasselig med integrasjonsgren-
sene, vi sier gjerne at nar vi sustituerer sa ma vi skifte
grenser.

Det generelle oppsettet er som fglger: Vi skal integre-
re en sammensatt funksjon f(x) = h(g(x)) - g’(x) over
intervallet [a, b]. Vi setter u = g(x) og du = g'(x) dx og
far da

g(b)

/abf(x) dx:/abh(g(x))~g'(x)dx:/ h(u) du

g(a)

Grensene fglger pa denne maten variablene; x = a gir
u = g(x) = g(a). Vi skal se pa et eksempel.

Eksempel 2.3.2. Vi skal beregne det bestemte integralet
1
/ 2x(x* +1)? dx
0

og bruker substitusjonen u = (x> + 1), som gir du =
2xdx og nye grenser u(0) = 1 og u(1) = 2. Dermed fir
Vi

1@2

:

15

Zu e
.4

1 2
/2x(x2+1)3dx:/ W du=

0 1



Eksempel 2.3.3. Vi skal beregne det bestemte integralet

V3
/ xcosxdx
0

Vi bruker delvis integrasjon

T T
/ xcosxdx = [u-v|§ —/ u' -vdx
0 0

v =cosx
y = sinx

u=x
W =1

T
= [xsinx]g—/ 1-sinxdx
0

= [xsinx+ cosx|y

=nsinwt+coswt—0—cosO0O=—-2

Eksempel 2.3.4. Vi skal beregne det bestemte integralet

2 2
/ xe* dx
0
Vi bruker substitusjon

2, 20
/ xe* dxz/ >€" 2xdx
0 0

u=x2 du =2xdx
x=0giru=0 x=2giru=4
4
:/0 Le"du
= (3" =3(e* 1)

Vi kan bruke det bestemte integralet til & beregne
arealet mellom to kurver y = f(x) og y = g(x), der
f(x) > g(x) pa hele intervallet [a, b]:

/ab (f(x) — g(x))dx = [Arealet mellom f og g]

1.41
1.2

0.8
0.6 y =x2
0.4
0.2

0.2 04 0& 1
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Figur 2.4. Arealet mellom grafene til y = x> 0g y = x°.

Eksempel 2.3.5.

1
G R R R
Eksempel 2.3.6.
Lo 4 3

Det er ikke tilfeldig at de to siste eksemplene gir
samme svar. Begge uttrykkene gir oss arealet av den
gule halvmanen i eksempelet over. Forskjellen er at vi
det ene tilfellet betrakter y som en funksjon av x, mens
vi i det andre tilfeltte betrakter x som en funksjon av y.

I alle integral-uttrykk inngar et differensial dx eller
dt eller tilsvarende. Denne notasjonen ble innfgrt av
Gotfried Leibniz for rundt 300 ar siden. og har flere
ulike tolkninger. Den fysiske tolkningen, slik Newton
sa det, er som en grliten del av stgrrelsen x eller ¢. Dif-
ferensialet dx har ingen utstrekning, men er heller ikke
0. Man kan tenke pa den som en liten stgrrelse som vi
lar ga mot 0. Vi kommer tilbake til denne tolkningen i
avsnittet om Riemannsummer.

En annen tolkning kommer fra Leibniz selv. Han
betraktet dx som et formelt uttrykk, som ikke skal til-
legges noen fysisk stgrrelse, differensialet lever i en
annen verden enn den fysiske stgrrelsen x. Operasjonen
x — dx tilordner til en stgrrelse x et differensial dx. Den
motsatte operasjonen kalte Leibniz [. Den tilordner en
stgrrelse til et differensial, Altsd [ dx = x, eller Leibniz
sin versjon av fundamentalteoremet.

2.4 Riemannsummer

Vi skal se pa en méte a beregne et areal under grafen til
en funksjon og som ogsé kan vare med pa a illustrere
fundamentalteoremet. Vi tenker oss at vi deler opp inter-
vallet [a,b] i delintervaller med delingspunkter (kalles
ofte en partisjon av intervallet)

a=ap<a;<...<a,=>b

og at vi velger ut et punkt x7 i hvert delintervall, altsa
x} € [aj,ai41]. Da vil summen (som vi kaller en Rie-
mannsum, etter den tyske matematikeren Bernhard

Riemann),
n—1

Y F)(aivi —ai)

i=0



vere en god ap-
proksimasjon til inte-
gralet ff f(x)dx, og
bedre jo flere delings-
punkter vi velger. Vi
sier at vi approksi-
merer funksjonen ved
hjelp av trappefunk-
sjoner. Trappefunksjo-
ner er funksjoner som
er stykkvis konstante
og derfor ser litt ut
som trappetrinn. Forde-
len med & bruke trappefunksjoner er at det er enkelt a
regne ut arealet under grafen. Samtidig kan vi lage dem
pa en slik mate at nar vi gjgr en finere og finere opp-
deling, dvs. at trinnene blir flere og flere og smalere
og smalere, sa vil grenseverdien gi oss det arealet vi
egentlig vil beregne. Vi kan faktisk i mange tilfeller
definere

Berhard Riemann,
(1826-1866)

/bf(x)dx = lim

n—1
lim ¥ f(x7)(air1 —ai)
i=0

Vi skal i alle eksempler holde oss til uniforme opp-
delinger, dvs. der a;+1 — a; = Ax er den samme for alle
i

Sx)

.f(xh) f(X ﬁ)

f(x4)

f
Sfxo) f{xb)

.

DA\

NN

NI

X; X;=0b

o

Xp=4a X,

>
e
=

4

Figur 2.5. Trappefunksjon som approksimerer en funk-
sjon, med x; som venstre endepunkt i hvert delintervall.
Merk at partisjonen her er skrevet a =xo < x; < -+ <
X7 = b.

I noen tilfeller kan vi bruke trappefunksjoner direkte
til 4 beregne et bestemt integral, men ofte vil dette in-
volvere veldig mye regning. For en datamaskin er ikke
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fra et punkt x pd grunnlinjen vil veere gitt ved y =

mye regning noe problem og gode numeriske tiln@rmin-
ger til et bestemt integral kan derfor lett gjennomfgres
med datamaskiner ved & approksimere funksjonen med
en trappefunksjon med millioner av trappetrinn.

I det neste eksempelet skal vi beregne arealet av en
trekant, med grunnlinje g og hgyde . For enkelthet
skyld lar vi trekanten vere rettvinklet. En vilkarlig tre-
kant kan alltid deles opp i rettvinklede trekanter og ved
a summere areal kan vi lett generalisere formelen til &
gjelde for alle trekanter.

Eksempel 2.4.1. Vi lar trekanten ligge med den rette
vinkelen inn mot x- og y-aksen. Grunnlinjen vil da ligge
langs x-aksen fra 0 til g, og hgyden opp til hypotenusen

blg—
x). Dette er akkurat likningen til en rett linje som gar
gjennom punktene (g,0) og (0,h). Det betyr at vi md
beregne det bestemte integralet

/Ogg(g—x)dx

14

Vi deler opp grunnlinjen i n like store deler, med Ax = <,

som gir oss en partisjon:

2 3 -1
n o n n n n
Vi skal beregne
Y F(xi)Ax

med x} som hgyre endepunkt i delintervallene, dvs. x; =
ig _h ;

®ogmed f(x*) = e (g —x*). Dette gir oss arealet under
trappefunksjonen gitt ved

h
~(g
.

8

n

_ gg((n_l)g_i(l—i—Z—kw—%("—1)))

g h n—1)g. g
.7+...+,(g_!).,
n g n n

)

_gh 1

S n—1—=-Znn—1

a1 a(n— 1))
_gh 1 1
=G

h gh h
= % - g— % nar n — oo
n
dvs. arealet er gitt ved & som forventet.

I det neste eksemplet skal vi bruke summeformelen

n(n+1)2n+1)

P4+22 4 n® = .



Eksempel 2.4.2. Vi skal beregne

1
/ x2dx
0

ved hjelp av Riemannsummer. Partisjon av enhetsinter-
vallet, med Ax = 1

1 2 3 n—1 n
I<-<-<-<--< -=1
n n o n n n
Vi skal beregne
Y. £

med x; som hgyre endepunkt i delintervallene, dvs.
_ i _ 2 ;

x; = ; og f(x) = x°. Dette gir oss arealet under trappe-

funksjonen gitt ved

() (o)

n’ n 'n
1
-3

2 1

)T +()

(2422432 +--+(n)?)
1 (n+1)n(2n+1)
n3 6
_2n +3n2+n
N 6n3
1 1

=3ty tea

3

1

nar n — oo
6n2

dvs.

L 1
dx = =
/Oxx3

2.5 Archimedes beregning av volu-
met av en kule*

Selv om differential- og integralregningen er av nyere
dato, bare 3-400 ar gammel, var man inne pa mange
av de samme tankene i det gamle Hellas, for mer enn
2000 ér siden. Ideen med trappefunksjoner, som ligger
til grunn for Riemannsummene var ikke ukjent for Ar-
chimedes, og han brukte et tilsvarende prinsipp for &
utlede formelen for volumet av en kule.

Archimedes stilte opp et praktisk eksperiment:
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Figur 2.6. lllustrasjon av Archimedes oppsett for utreg-
ning av volumet av en kule.

Archimedes oppsett er som fglger: Alle legemene som
inngar har samme tetthet, satt til 1. I opphenget henger
det en tverrgaende, masselgs stang. Pa hgyre side hen-
ger en sylinder med radius a i grunnflaten og hgyde a.
Sylinderen henger pa hgykant. Pa venstre side, i avstand
a henger to legemer, en kule med radius 5 og en kjegle
med hgyde og radius i grunnflaten, begge lik a.

Dersom systemet er i balanse er dette nok til & bereg-
ne volumet av kula.

Tyngdepunktet til sylinderen har armlengde 5, dvs.
et moment pi ma’-a- ¢. Armen pa venstre side har
lengde a og momentet era-(V+3 1nd® - a), der V er
volumet av kula. Dersom systemet er i balanse gir dette
V= %71'(%)3, som er volumet av kula slik vi kjenner det.

Sé det gjenstar & vise at systemet er i balanse. Vi skal
sammenlikne fynne skiver pa de to figurene, av tykkelse
dx. Stgrrelsen dx kan vi betrakte som grenseverdien for
Ax, nar denne gar mot 0. Vi snakker om uendelig tynne
skiver. Disse skivene har ikke noen synlig tykkelse, men
nar vi legger uendelig mange av dem oppa hverandre,
far vi likevel noe med et ordentlig volum.

La 0 < x < a. Pa hgyre side har vi en skive i avstand
x, som gir et moment pa x - wa” dx. P4 venstre side er
det litt mer regning. Kjeglen maler vi ovenifra, slik at
skiva ved dybde x gir et moment pa a - mx>dx. Kula
deler vi ogsa ovenfra, ved Pythagoras formel blir radius



iskiva /(§)>— (§ —x)? = Vax—x2, dvs. et bidrag til

momentet pi a - 7t(ax — x*)dx. Dette er i balanse siden
na’xdx = a-nx*dx+a- w(ax —x*)dx

Pa denne finurlige maten klarte altsd Archimedes for
over 2000 ar siden & regne seg fram til formelen for
volumet av en kule ved a bruke ”vektstangprinsippet”.

2.6 Trapesmetoden og Simpsons
metode

Vi fortsetter med & se pa det bestemte integralet, spesielt
pa hvordan vi kan bruke numeriske beregninger til a
bestemme verdien nar vi ikke ngdvendigvis kan finne
en anti-derivert.

Vi skal gi to metoder for a gjgre slike numeriske
tilnerminger av et bestemt integral. Den fgrste er tra-
pesmetoden (tilneerminger med trapeser eller lineer
approksimasjon). Vi deler intervallet I = [a,b] i n like
store deler

a=ap<a;<...<a,=b
Da har vi fglgende formel,

@—Ff(m)—kf(az)—h..

flan)

[/ o=

+f(an—1)+ )'AX+ET

der E7 er et restledd som gir avviket i tiln@rmingen,
dvs. det som mangler for at summen pa hgyresiden skal
vere lik integralet pa venstresiden.

Teorem 2.6.1. Anta at f”(x) eksisterer og er kontinu-
erlig pd intervallet [a,b] og at |f"(x)| har maksimums-
verdi K pa intervallet. Da er feilen Et i trapesmetoden
med n like store delingsintervaller begrenset ved

K(b—a)?

Er| <
[Er] < 12n?

Det er et viktig poeng ved dette restleddet. Siden
nevneren i uttrykket er proporsjonalt med n?, s vil en
dobling av antall punkter i tiln@rmingen gi en feil som
er rundt en fjerdedel. Tredobling av antall punkter vil gi
en feil som er rundt en ni-del osv. Det betyr at jo finere
oppdeling vi har, dvs. jo flere delingspunkter, jo bedre
blir approksimasjonen.
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Trapesmetoder baserer seg pa at vi tilnermer inte-
granden med stykkvis linezre funksjoner, og sa regner
ut integralet av disse funksjonene i stedet for den ori-
ginale funksjonen. Dersom integranden er en linezr
funksjon i utgangspunktet burde den selv vare sin egen
beste approksimasjon, og trapesmetoden burde gi oss et
eksakt svar.

Eksempel 2.6.1. Vi skal bruke trapesmetoden pa inte-
gralet fol xdx med n delingspunkter. Det gir

1 1 1 2 n—1 1 1
dx~(=-0 — — —.1)=
/Oxx (2 +n+n+ + n 2 )n
1.1 1 1 1
= —(—= _l — —) = —
Rl 45 =3

som er det samme som vi ville fatt ved a finne en anti-
derivert og sd sette inn.

Eksempel 2.6.2. Vi skal estimere integralet
f02 V1+x*dx ved trapesmetoden med fire like
store delintervaller. Vi har Ax = 0.5 og derfor xo =0,
x1 =0.5,x =1, x3=1.5 0g x4 = 2. Det gir

2
/ Vi4xtdes (%\/1+04+\/1+0.54
0
+\/1+14+\/1+1.54+%\/1+24)-0.5

1 1
= (3 +V1.065+V2+v6.0625+ 5v/17) 0.5
3.73

~
~

— 23 0g
V1t
2 6
f(x) = %. Ved ¢ derivere enda en gang er det
(14x%)2
relativt enkelt a se at den dobbelt-deriverte har sitt
maksimum for x =1 og at vi har | f" (x)| < 3. Det gir

|E7| < § =0.125. Det betyr at

Setter vi f(x) = V1+x* far vi f'(x)

2
3.73-0.125 < / V14 rtdx <37340.125
0

Eksempel 2.6.3. Vi skal estimere integralet fol H—% dx
ved trapesmetoden med fire like store delintervaller. Vi
har Ax = % og derfor xo =0, x| = %, Xy = %, X3 = % og



x4 = 1. Det gir
21 1 1 1
/0 dez(§1+02+1+(5)2

1 1 1
[ENETRNERE
16 4 16 1
)4

_|_

+
f(1+—+7+—+
S22 017 5025

~ 0.8453

I dette tilfellet kan man vise at |f"(x)| < 1 og vi far
|Er| < lé—z ~ 0.004323. Vi kan rgpe at den faktiske ver-
dien av integralet er % ~ 0.7854, sa vi ser at vi holder
oss innenfor feilestimatet.

dx

2
0.7819 — 0.0043 < / :
0o 1+x2

—+x

T
=—~0.7854

4
<0.781940.0043

Den andre metoden vi skal se pa kalles Simpsons
metode. Den benytter seg av kvadratisk approksime-
ring, dvs. at vi tilnermer funksjonen stykkvis med 2.
gradspolynom (selv om det ikke er helt enkelt & se at
det er det som r tilfellet). Her ma n vere et partall. I
Simpsons metode bruker vi tilnermingen

[ o (7o) +47(an) +27(a2) + 4 (a3
+2f(as) +---+2f(an-2)

+4f(an—1) + f(an))

3

hvor feilen vi gjgr er gitt ved et restledd Eg.

Teorem 2.6.2. Anta at f*) (x) eksisterer og er kontinu-
erlig pd intervallet [a,b] og at | f*) (x)| har maksverdi
K pa intervallet. Da er feilen Eg i Simpsons metode
begrenset ved

K(b—a)’

Es| <
[Es| < 180n%

Her inneholder nevneren n opphgyd i fjerde potens.
Det betyr at en gkning i antall delingspunkter gir en
dramatisk forbedring i approksimasjonen i forhold til
trapesmetoden.

Siden Simpsons metode baserer seg pa tilnerming
med 2. gradspolynomer kan det vzre interessant & prgve
a beregne integralet av et 2. gradspolynom.
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Eksempel 2.6.4. Vi ser pa integralet jol x*dx med 10
delingspunkter. Det gir

1
/xzdxz(0+4~(0.1)2+2'(0.2)2+...
0

0.1
+4-(0.9)*+1)- =
= (0+0.04+0.08+0.36+0.32+1

0.1
+0.72+1.96+1.28+3.24+1)~T

1001
-—-

3

Dette er det samme vi hadde fatt dersom vi hadde anti-
derivert 0g sd satt inn.

Eksempel 2.6.5. Vi skal finne en tilnermet verdi for
fOl e dx med n delintervaller ved Simpsons metode.
Forst med n = 2:

1, Ax
| e dem (fla) +47() + £2) - T
= (e°+4e—%+e—1).é:0.74718...

Med n = 4:

/01 e dx ~ (f(x0) +4f(x1) +2f(x2) +4f(x3)

+ f(x4)) - A;

0 1 _1
z(e +4e" 16 2 4+

4671% +eil)

12
=0.7468...

Restleddet sier i dette tilfellet, etter noe regning,

24-(1-0)°
180 - 4%

24
© 46080

Es <

~ 0.0005
og vi far
1
0.7468 —0.0005 < / e dx <0.7468 +0.0005
0

Eksempel 2.6.6. Vi avslutter med a estimere integralet
fol ﬁ dx ved Simpsons metode med fire like store del-

intervaller. Igjen har vi Ax = % og derfor xo =0, x; = %,



I dette tilfellet kan man vise at |f*) (x)| < 24 og vi far
|Es| < 1955 ~ 0.0004323, som betyr at

(|
0.7854 — 0.0004 < / ——dx <0.7854 + 0.0004
o 1+x2

2.7 Uegentlige integraler

Bestemte integral er definert for kontinuerlige funk-
sjoner over begrensede intervaller. Ved ekstremalverdi-
teoremet vet vi at slike funksjoner oppnar sine maksi-
mum og minimum i definisjonsomradet. Det betyr at
funksjonene ngdvendigvis ma vere begrenset. Integra-
let av en begrenset funksjon over et begrenset omrade
kan ikke bli uendelig stort.

Det blir imidlertid litt for snevert om vi ma begren-
se teorien til begrensede funksjoner over begrensede
omrader. Et eksempel er radioaktiv straling. I henhold
til den universelle loven for radioaktiv straling vil inten-
siteten i stralingen fra en radioaktiv kilde avta ekspo-
nensielt med tiden. Stralingen vil aldri ta slutt, men vil
etter hvert bli forsvinnende liten. Radioaktiv straling er
proposjonal med mengden av radioaktivt stoff i kilden.
For a beregne den opprinnelige mengden av radioaktivt
stoff ma vi derfor integrere intensiteten av stralingen
fra tiden O til co. Det betyr at vi har et ubegrenset defi-
nisjonsomrade. Likevel vil integralet vere endelig, rett
og slett fordi det uttrykker den opprinnelige mengden
radioaktivt stoff i kilde, og denne er endelig. Et slikt
integral kalles et uegentlig integral.

Det er ogsa en annen mulighet for & definere et uegent-
lig integral. Dersom definisjonsomradet er begrenset,
men funksjonen er ubegrenset kan det ogsa ha mening a
definere et uegentlig integral. Det er ikke enkelt & gi en
fysisk tolkning av en stgrrelse som innefor et begrenset
definisjonsomrade gar mot uendelig, men matematisk
sett er det kun en ”speilvending” av det fgrste tilfellet. I
begge tilfeller baserer vi definisjonen pa grenseverdier
av velkjente bestemte integraler.
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Vi begynner med & minne om definisjonen av en
grenseverdi.

Definisjon 2.7.1. Vi sier at L er grenseverdien av en
Sfunksjon f(x) ndr x — a dersom for alle valg av € > 0,
sd kan vi finne en 6 > 0 slik at hvis |x —a| < 8, sd er
|f(x) —L| < &. Vi skriver
lim f(x) =L
xX—a
Denne definisjonen er veldig formell, og i mange til-
feller ikke serlig praktisk anvendbar. Da er det nyttig a
huske pa at for en kontinuerlig funksjon har vi at grense-
verdien i et punkt er lik funksjonsverdien i punktet.
Litt annerledes blir dette nar a = oo:

Definisjon 2.7.2. Vi sier at L er grenseverdien av en
Sfunksjon f(x) ndar x — oo dersom for alle valg av € >
0, sd kan vi finne en M slik at dersom x > M, sa er
|f(x)—L| < &. Vi skriver
lim f(x) =L

Slike grenseverdier er ikke alltid s& enkele & beregne,
men det finnes heldigvis mange ulike teknikker. Vi skal
se pa noen av dem senere, vart anliggende na er & bruke
denne type grenseverdi til a definere et uegentig integral.

Definisjon 2.7.3. La f(x) vere en kontinuerlig funk-
sjon definert over et ubegrenset omrade, f.eks. et
halvdpent intervall [a,o). Vi definerer det uegentlige
integralet av f over [a,o°) som en grense av bestemte
integraler

/wf(x)dx:blim bf(x)dx

under forutsetning av at grensen eksisterer. I sdfall sier
vi at det uegentlige integralet konvergerer. I motsatt fall
divergerer integralet.

Tilsvarende definisjon kan vi lage for halvapne inter-
valler av typen (—eo, b]. Dersom funksjonen er definert
pé hele tallinja (—oo,c0) 0g vi er interessert i 4 beregne
det uegentlige integralet

/_o;fdx

ma vi del opp integralet i to deler, ett over (—oo,0] og
ett over [0, );

/:Ofdxz/_ooofdx—i-/owfdx



For at det uegentlige integralet skal konvergere krever
vi at begge integralene konvergerer hver for seg. F.eks.

vil ikke integralet
/ xdx

konvergere siden hver av integralene

0 o
/ xdx og / xdx
oo 0

divergerer. Dette stér i kontrast til at
b
L.

og derfor ogsa

xdx=1(b*—(=b)*) =0

Arsaken er at ,

xdx
—b

lim
b—yoo

ikke er det samme som

/ xdx=0

Eksempel 2.7.1. Betrakt funksjonen f(x) =x7%, s> 1,
definert pd intervallet [a,o0), hvor a > 0. Da har vi

oo b
/ x ¥dx=1m | x*dx
a b—oo Jq
—_ 1 b*S*’rl _ —s+1
bgrolo —s+1 ( a )
—a75+1 aiSH
- —s+1 - s—1

siden b=t — 0 ndrb — w0 0g —s+1 <0.

Eksempel 2.7.2.
oo b
/ e tdx=1lim [ e “dx
1 b—seo /1
=lim(—e ’4e)y=e¢!
b—oo

Dette eksempelet illustrerer fenomenet med radio-
aktiv straling, som vi omtalte i innledningen av dette
kapitlet.

Det andre alternativet for uegentlige integraler er i
de tilfellene der definisjonsomradet er begrenset, men
funksjonen er ubegrenset.
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Definisjon 2.7.4. La f(x) vere en kontinuerlig funk-
sjon definert over et begrenset omrdde, f.eks. et
halvapent intervall [a,b), og hvor funksjonen eventuelt
er ubegrenset i neerheten av b. Vi definerer det uegentli-
ge integralet av f over [a,b) som en grense av bestemte
integraler

/f Ydx = hm f()

a
under forutsetning av at grensen eksisterer. I sdfall sier
vi at det uegentlige integralet konvergerer. I motsatt fall
divergerer integralet.

Vi har tilsvarende definisjon der funksjonen eventuelt
er ubegrenset ner det andre endepunktet;

/abf(x)dxz /cbf(x)dx

og dersom den er ubegrenset ner begge endepunktene
ma vi dele opp intervallet i to deler og integrere over
hver av dem. Som i det fgrste tilfellet ma begge del-
integralene konvergere for at det opprinnelige integralet
skal konvergere.
I denne definisjonen bruker vi begrepene
hm F(x) lim F(x)
x—a~

x—)a

lim
c—at

og

Disse kalles ensidige grenseverdier. Definisjonen er
omtrent den samme som for ordinare grenser, den enes-
te forskjellen er at vi restrikterer oss til a se pa verdier
av x som ligger pa den ene eller andre siden av a. +
betyr at vi ser pa verdier til hgyre, - at vi ser pa verdier
til venstre. Denne varianten av grenseverdier er nyttig
nar vi skal se hva som skjer i endepunktet av et intervall,
eller i punkter der de to ensidige grensene er forskjellig.
F.eks. har vi at

lim — = 4o
x—0t X
mens
1
lim — = —
x—0" X

Eksempel 2.7.3. Betrakt funksjonen f(x) =x%, 0 <
s < 1, definert pa intervaller (0,1]. Da har vi

1 1
/ x Ydx= lim
0 a—0t Ja

= lim
a—0+ —s+1
_ 1
—s+1
siden a=**' — 0 ndra — 00g —s+1> 0.

x Ydx

(175'4»1 _ afs+1)




Det er selvfglgelig ikke noe i veien for at vi kan ha et
integral som er uegentlig “i begge ender”, eller “dobbelt
uegentlig”. Kravet til at integralet konvergerer er at det
ogsé konvergerer i begge ender.

Eksempel 2.7.4. Vi skal regne ut det uegentlige inte-
1

gralet

b A
Integralet er dobbelt uegentlig fordi integranden gar
mot oo ndrx — 07 og i den andre enden skal vi la x — oo.
Vi regner forst ut det bestemte integralet over intervallet
[a,b]. Vi substituerer u =1+ /x 0g du = ﬁdx og far

b 1 14+Vb 2du
e v Ll A
2 1+vb

-1

- 2
I+va 1+Vb
I+va 1+vb

Fgrst lar vi a — 0. Det gir
2

/Ob
14D

Sa lar vi b — o og Vi far
1 2
—————dx=lim <2—1

—F ] =2
| Ve b +\/z>

Vi ser at integralet konvergerer i begge ender av inter-
vallet, og vi kan konkludere med at det dobbelt uegent-
lige integralet konvergerer.

1 2 2
————5——=dx=1lim

(1+\/5c)2\/£ a—0

)

For a avgjgre om et uegentlig integral konvergerer er
det lurt & huske pa at for en positiv funksjon, f(x) > 0,
sa vil divergens innebare at integralet av funksjonen
over et ubegrenset intervall, f.eks. [0,00) vokser over
alle grenser, dvs. gar mot . Denne erkjennelsen kan vi
bruke til & gi et kriterium for konvergens av et uegentilg
integral, det sikalte sammenliknings-kriteriet.

Teorem 2.7.5. La —0 <a < b < oo, 0gantaat fogg
er kontinuerlige funksjoner pd intervallet (a,b). Anta
videre at 0 < f(x) < g(x) pad intervallet. Dersom det
uegentlige integralet |, ab g(x) dx konvergerer, sd vil ogsd
/ ab S (x)dx konvergere og vi har

/abf(x)dxg l/a.bg(x)dx
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Tilsvarende vil divergens av j: f(x)dx medfpre diver-
gens av fah g(x)dx.

Dette resultatet fglger noksa direkte fra definisjonen
av uegentlige integral, og det er formulert pa en slik
mate at det omfatter begge de to typene.

Vi skal se pa et eksempel som viser hvordan vi bruker
dette resultatet.

Eksempel 2.7.5. Vi kan ikke integrere funksjonen
flx)= e og derfor heller ikke ha noen klart stand-
punkt om det uegentlige integralet

° 2
/e"dx
1

konvergerer. Men teoremet over lpser problemet. For
x> 1 har vi at x> > x og derfor —x* < —x. Siden ekspo-
nensialfunksjonen er strengt voksende og positiv, fglger
det at 0 < e’"2 < e Videre har vi at

b

/ e dx=1lim [ e “dx
1 b—ree J
. —x1b
= lim[—e ]
b—yoo

= lim —e? —‘r€71 =e !
b—ro0

o 42 o
Dermed garanterer teoremet at [, e dx ogsd konver-
gerer.

Eksempel 2.7.6. Det neste eksempelet er hentet fra
fysikk. Vi har at arbeidet W som skal til for a bevege
noe mot en kraft F fra punktet xg til punktet x| er gitt

ved integralet
X1
W= / Fdx
X0

Dersom F er gravitasjonskraften fra jorda er det vanlig
dla F <0 siden krafta virker "nedover”. Vi sier derfor
at arbeidet som trengs for d lgfte steinen mellom xy < x|
er gitt ved

x|
W= —/ Fdx
X0
I fplge Newtons 2. lov har vi F = ma(t) = mV/ (t). Sam-

tidig har vi at v(t) = x' = %, som vi ganske enkelt kan
skrive som dx = v(t) dt. Dermed far vi



og videre

X1
Fdx= —/ ma(t)dx

X0

x|
w=- |
X0

Vi

_/VO

[mv(e)]

sz

mvy
2

mv(t)dv

Vi
Vo

2
mvy

2

Mao. arbeidet som kreves tilsvarer endringen i kinetisk
energi.

Den sakalte unnslippelseshastigheten er den oppover-
rettede hastigheten som en gjenstand ma ha ved jord-
overflaten for a unnslippe jordas gravitasjonsfelt. Det
arbeidet som kreves for a unnslippe er gitt av gravita-
sjonsloven;

k k
—dr=—

w=- [
o 2 rO

7

der k er en konstant, og ry er radiusen til jorda. Kombi-
nerer vi de to uttrykkene far vi

mv?

2

2
mvy -

2

k

o

Siden vi snakker om unnslippelseshastighet vil vi =0
ved r = oo, Det gir

mg _ k
2
eller
2k
Vo = —
nmro

Ved jordoverflaten har vi r = 6400km, og F = 9.8 m.
Det gir
k

64000002

k
o

dvs.

=v2-9.8-6400000 ~ 11200

Vo =

med benevning meter pr. sekund. Dette er den hastighe-
ten et legeme ma ha ved jordoverflaten, rettet oppover,
for a unnslippe jordas gravitasjonsfelt.
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Oppgaver

Oppgave 1. Finn alle anti-deriverte av funksjonene

a) f(x):x+smx
b) f(x)=

c) flx) =

d) f(x)=x

e) f(x)=cosmx
N fx) =uxsin(x?)

Oppgave 2. Regn ut de ubestemte integralene.
a) [x*dx
b) [3x*+5x*dx
¢) [x+x*>+x dx
d) [ xe® dx
e) [cos(wx)dx
P J1+Inxdx

Oppgave 3. Regn ut det bestemte integralet av potens-
Sunksjonen f(x) = x" over det lukkede intervallet [0, 1]
for et vilkarlig helt tall n # 1.

Oppgave 4. Regn ut de bestemte integralene.
a) f03 x*dx
b) [ 33 x*dx
¢) JF4xddx

d) [%,4x3 dx

Oppgave 5. Regn ut de bestemte integralene.
a) [ (t+1)dt
b) [0 (x+1)%dx
c) jol X3 dx
d) [ (x+sinx)dx
Oppgave 6. Regn ut de bestemte integralene

a) f:z 1(Inx)dx



b) i+ +/xdx

¢) J3¥sint sin(@r)dt, © # +1
d) fol xe3 dx

e) folxezxdx

Oppgave 7. Finn arealet avgrenset av grafen til f, x-
aksen og den rette linja (x = a).

a) f(x)=5x0gx=1
b) f(x)=3x>0gx=1

c) f(x)=sinxogx=7

Oppgave 8. Finn arealet avgrenset av grafen til f, x-
aksen og de to rette linjene.

a) fx)=vxogx=1x=4
D) f(x):x—l—%ogx:l,x:Z
c) f(x):éogx L, x=3

Oppgave 9. Regn ut arealet mellom de grafene, avgren-
set av de to rette linjene.

3

x) =2, g(x) =3x>—60gx=0,x=2

Oppgave 10. Regn ut arealet mellom grafene til f og
g, avgrenset av de to rette linjene.

a) f(x)=9—x% g(x)=x>+1logx=—-2,x=2
b) f(x)=\/4+x,g(x):21+%x0gx20,x:12
c) f(x)z%x, gx)=e*0gx=0x=1n2

Oppgave 11. Regn ut arealet av omradet mellom kur-
vene y =x>+x+1 og y = —2x* +4x + 7 mellom
skjeeringspunktene for de to kurvene.

Oppgave 12. Estimer integralet ved a bruke trapes-
metoden, med like store delintervaller og det oppgitte
antallet delintervaller.

a) fol eVidyx, ogn=4
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b) leﬁdx, ogn==6
c) fll\/l—xzdx, ogn=10
d [!

14x2

dx,ogn=238

Oppgave 13. Finn en tilncermet verdi for integralet
It 12 )17 dx ved Simpsons metode, fgrst med n = 2, deret-
ter n =4, og sa n = 8. Sammenlikn svaret med In2.
Hvordan endrer restleddet seg?

Oppgave 14. Fplgende data er kjent for en funksjon
J).

0
0.1

1
0.4

X

fix)

0.5 -0.1

Vi skal estimere [ f(x)dx
a) Ved trapesmetoden
b) Ved Simpsons metode

Oppgave 15.  a) Gi et estimat for integralet fé Xt —
x> +22x% — 17xdx ved d bruke trapesmetoden og
Simpsons metode med Ax = 1.

b) Beregn integralet fé x* —9x3 4+ 22x% — 17xdx ek-
sakt.

Oppgave 16. Finn en tilncermet verdi for integralet
fol xdx ved Simpsons metode, fprst med n = 2, deretter
n=_.

Oppgave 17. Regn ut de uegentlige integralene
a) [y e tdx
b) Jo Jzdx
c) [ Hdx
d) [y xdx

Oppgave 18. Regn ut de uegentlige integralene
a) [°, T0% dx

2

b) folx_%dx
o) o @

d) [ gy dx

dx



Oppgave 19. Avgjpr om de uegentlige integralene kon-
vergerer.

a) [y 2xe™ dx

b) [T —*—~dx

(@-1)2
Oppgave 20. Beregn fplgende uegentlige integraler:
a) fol (Inx)?dx

b) fg‘%dx
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Kapittel 3

Folger og rekker

En viktig egenskap ved polynomiale funksjoner er
at vi (enkelt) kan regne ut verdiene av funksjonene i et
valgt punkt. Grunnen er at polynomer er et slags ”speil-
bilde” av de vanlige regneoperasjonene. Hvis f(x) =
2x> — 3x, sd regner vi ut f(2) = 2 kun ved 4 legge sam-
me og multiplisere tall. For andre funksjoner, som e*
eller sinx er det mye vanskeligere, for ikke & se umu-
lig & regne ut verdien i et vilkarlig punkt. Imidlertid er
det mulig 4 lage tiln@rminger til slike funksjoner ved
a bruke polynomer. Men for a fa gode tilnerminger
ma polynomene ha ledd av stadig hgyere grad. Hvis vi
kunne ta med uendelig mange ledd i polynomet ville vi
for veldig mange funksjoner kunne lage eksakte tilner-
minger. Imidlertid har det ikke egentlig noen mening a
addere uendelig mange ledd. I stedet kan vi betrakte en
fglge av vanlige polynomer, der vi tar med flere og flere
ledd, og sa studere grensen for denne fglgen.

3.1 Folger

Definisjon 3.1.1. En tallfplge {a,} er en funksjon som
til et hvert naturlig tall (indeksen n) tilordner et reelt
tall ay,. Alternativt kan vi skrive tallfglgen som en rekke
av tall, ordnet etter indeksen:

ap,a,as....
Eksempel 3.1.1. Et eksempel pd en tallfplge er
1,2,3,4,5.6,...
Et annet eksempel er
7,4,2,5,3,3,9,2,5,23,289,14,...

1 det forste tilfellet er det lett a tenke seg hva det neste
(0g neste deretter) leddet i fplgen er, mens i det andre
tilfellet er det ingen apenbar systematikk.
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Fgger kan, som vi ser over, vere systematiske og
pene, i den forstand at vi med enkle hjelpemidler kan
fortelle hva det n-te leddet i fglgen er. Eller de kan vare
kaotiske og uten noen form for indre systematikk. Vi er
mest interessert i fglger med en viss grad av systematikk,
spesielt er vi interessert i fglger hvor leddene etter hvert
blir likere og likere. Slike fglger har et eget navn, de
kalles konvergente fglger og den presise definisjonen
er fglgende.

Definisjon 3.1.2. En tallfplge {a,} sies d konvergere
mot en grense L dersom for alle € > 0, sa finnes en N
slik at dersom n > N sd er |L— ay| < €. Vi skriver

lima, =L
n—oo

En fplge som ikke konvergerer divergerer.

Denne definisjonen sier at dersom en fglge konverge-
rer mot en grenseverdi L, sa vil avstanden mellom L og
leddene i fglgen bli sa liten vi bare vil bare vi gar langt
nok ut i fglgen.

Eksempel 3.1.2. Fglgen
0.3,0.33,0.333,...
konvergerer mot L = %, mens fplgene
1,2,3,4,5,...

0g
1,-1,1

)

—1,1,-1,...

begge divergerer, den fgrste fordi den vokser over alle

grenser, mens den andre alternerer mellom to ulike ver-
dier. For fplgen 0.3,0.33,0.333,... kan vi sette

S R SR
100 1000

3

=70




Da har vi

1

3-al= 15
3

10n+1

3 < 1
T T

+ = 1o

Det betyr at dersom € > mi,vfor enN, savil |[L—ay| < €
forn> N.

En fglge slik som 1,2,3.4,... der a,+| = a,+b for
et fast tall b (i dette tilfellet er » = 1) kalles en aritme-
tisk folge, mens en fglge der leddene veksler mellom
positive og negative tall kalles en alternerende fglge.

Et viktig resultat sier at en voksende, oppad begrenset
folge, eventuelt en avtagende, nedad begrenset fglge,
alltid vil konvergere.

Teorem 3.1.3. La {a,} veere en monoton fplge av reelle
tall, dvs. enten rent voksende eller rent avtagende. Da
vil fplgen konvergere mot en grense, hvis og bare hvis
folgen er begrenset.

Bevis. Vi antar at {a, } er voksende og oppad begrenset.
Den sakalte minste-gvre-grense-egenskapen til de reelle
tall sier at blant alle gvre grenser for fglgen, s finnes
det en minste, som vi kaller c. For et hvert valg av et lite
tall € > 0 ma det finnes en N slik at ¢ — € < a,, < ¢ for
alle n > N. Dette skyldes at fglgen vokser og at ¢ er den
minste gvre begrensningen. Dette er ekvivalent med at
¢ —ay < € for alle n > N, mao. c er grensen for fglgen.

Hvis en voksende fglge er konvergent, s vil grensen
vare en oppad begrensning.

Helt tilsvarende argumenter kan brukes nar fglgen
avtar. O

Eksempel 3.1.3. Fglgen

1 2"—1

1, 7§,...7F,...

IS

)

[\SNON]

er oppad begrenset (alle leddene er mindre enn 2) og
strengt voksende. Det betyr at fplgen konvergerer.

3.2 Rekker

Vi er interessert i & studere en spesiell type tallfglger,
nemlig de som framkommer ved stadig & legge sam-
men flere og flere tall. Vi starter med en fglge {a,} =
{a1,a2,...} og for hver n ser vi pa delsummen

n
Sp=ai+a+-+a, =Y a
i=1
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Dette gir oss en ny fglge av delsummer
{Sn} =1{51,52,53,...}

Definisjon 3.2.1. La aj,a;,... vere en fplge av reelle
tall. Den uendelige tallfplgen av delsummer

Si=a, L =a1+a,S3=a1+ax+as, ...,
kalles en uendelig rekke.

Dersom fglgen {S,} konvergerer har det mening &
snakke om grensen for fglgen. Vi kaller denne grensen
for S.., og vi skriver

Soo:a1+a2+...:2gi
i=1

Det finnes rekker med mer spesielle egenskaper enn
andre. En av de viktigste typene av uendelige rekker er
geometriske rekker. Dette er rekker som kjennetegnes
ved at forholdet mellom to pafglgende ledd er konstant,
dvs, rekker av typen

a+ak+ak® +ak® +ak* + . ..

for reelle tall @ og k. Denne rekka kalles en geometrisk
rekke med startverdi a og forholdstall k.

Eksempel 3.2.1.

1+ 4+ +G)P+..

Dette er en geometrisk rekke med startverdi 1 og for-
holdstall 1. Rekka

1,—1,1,-1,...

er ogsa en geormetrisk rekke, med startverdi 1 og for-
holdstall —1.

Et annet eksempel pa en rekke med eget navn er den
sakalte harmoniske rekka.

Eksempel 3.2.2. Rekka
1 1 1
1 + 3 + 3 + 1 —+...

kalles den harmoniske rekka. Dersom vi alternerer for-

tegnene i den harmoniske rekka, far vi den alternerende

harmoniske rekka.
1-5+

+...

FNE

141
273



Som vi har sagt tidligere er det egentlig ikke lov a
legge sammen uendelig mange ledd. Hver delsum av
rekka er et helt ok tall, men hele den uendelige rekka er
formelt bare en rekke og ikke noe tall. Dersom vi kan
tilordne en grenseverdi til den uendelige rekka, sier vi
at dette er summen av de uendelig mange leddene (selv
om det formelt sett ikke er det!). Formaliseringen av
spgrsmalet om rekka har en sum eller ikke ligger i den
fglgende definisjonen.

Definisjon 3.2.2. Vi sier at en uendelig rekke
SWZJEEOSH =ay+ay+--- Zi:ZIa,-

konvergerer dersom fplgen av delsummer {S,} konver-
gerer. I motsatt fall sier vi at rekka divergerer.

F.eks. vil en aritmetisk rekke aldri konvergere (sa
sant det faste tallet vi legger til er forskjellig fra 0). Det
skyldes at en aritmetisk rekke ikke vil vaere begrenset,
delsummene vil vokse (eller avta) i det uendelige.

For en geometrisk rekke er situasjonen en helt annen.
Man kan vise at for alle k # 1, sa har vi

1_kn+1
1—k

Argumentet er som fglger: Vi har S, = 1 +k + k> +
-+~ 4+ k". Multipliserer vi denne summen med k far vi
kS, = k+k*+--- + k"*1. Differansen mellom disse to
summene er pa venstre side av likhetstegnet S, — kS, =
(1—k)S, og pa hgyre side 1 —k"*!. Deler vi venstre-
siden med 1 — k far vi likheten over.

Dersom |k| < 1, s& vil &" — 0, ndr n — oo. Det betyr
at den geometriske rekka konvergerer for |k| < 1, og i
det tilfellet har vi

l+k+i2+E + K =

) 3 1_kn+1 1
l+k+k"+k +---=1i -
TR = i T T Tk

Eksempel 3.2.3. Den geometriske rekka
1
I3+ G2+ G+ = =2
2

har startverdi 1 og forholdstall % og grenseverdien er 2.

Eksempel 3.2.4. Vi kan skrive reelle tall som summer
av rasjonale tall (og dermed gi en presis definisjon
av uendelige desimaltall). La x = a,a\arazas . .. veere
desimalutviklingen til et reellt tall. Det betyr at

:a+i
k=1

a3
103

a a a
x=a+ 42 o

10 102 o

40

som er grenseverdien for de avkuttede desimaltallene.
FEeks. har vi

n—3+1-+4 +
o 10 102

1
103

5

BT

+...

Man kan ogsa vise at den harmoniske rekka
1,11
I+5+3+5+-..
divergerer, mens den alternerende harmoniske rekka

1 1
1 —3

-1+ +...

W=

konvergerer, og summen, er som vi snart skal se, In2.

Divergens av den harmoniske rekka ble fgrst vist av
Nicole Oresme (1320-1382). Hans argument var som
folger:

2 3 4 5 6 7 8
[
5 8
1 1+1+1
8§ 8 8 8

)+

)t ...

Den siste summen vil bestd av uendelig mange ganger
% og derfor divergere.

Det er generelt ikke sa mye som skal til for at en
alternerende rekke konvergerer. Hvis vi skriver en alter-
nerende rekke pa formen

al—axy+az—ag+...

der a,, > 0 for alle n, sa vil rekka vil konvergere dersom
leddene a;, — 0 nar n — oo.

3.3 Rekker som funksjoner

Vi kan betrakte en konvergent geometrisk rekke som en
funksjon

f(x):1+x+x2+x3+... for |x| < 1

Rekka konvergerer for |x| < 1, og da vil de to funksjo-
nene

1

fx)=T+x+2+>+...

og g(x)=1

X



vere identisk like i dette omradet, dvs. for —1 < x < 1.
Dermed kan vi bruke de to uttrykkene om hverandre og
vi sier at

1
1—

f) =1+x+x2 420+ = <
ndr |x| < 1.

Siden dette er en likhet mellom to funksjoner, kan vi
gjerne erstatte x med en annen stgrrelse, sa lenge vi er
sikre pa at vi holder oss innenfor konvergensomraet. Vi
kan f.eks. sette inn x> i uttrykket og vi far

a 1
T 1—x2

T4 x4

Setter vi inn —x far vi en annen formel;

1
14+x

3

l—x4+x>—x 4

En kombinasjon av formelene gir

1 1
—— =1 S
I—x I1+4x (I+xtaita+..)
—(Q—x+x3-+..)
=220 420 + ...
Samtidig har vi at
| I 1+x—(1-x) 2x

1—x 14+x (I+x)(1—x) 1—x2

som stemmer bra overens med uttrykket der vi setter
inn x°.
Siden dette er funksjoner i intervallet |x| < I kan vi

sette inn verdier i uttrykkene. F.eks. vil x = % gi likheten

To funksjoner som er identisk like pa et apent inter-
vall vil ogsa ha identiske deriverte i intervallet. Den
deriverte av funksjonen f(x) = 1 +x+x*>+x> 4 ...
finner vi ved a deriverer ledd for ledd, dvs.

Flx) =142x43% +4x° + ...

1

Dette skal vaere identisk likt med den deriverte av 1

sa vi far

1420437 448 +--- = for x| < 1

1
(1—x)?
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I stedet for a derivere ledd for ledd, kan vi integrere
ledd for ledd. Det gir oss en annen likhet,

xf%x2+%x3—£x4+...
X
:/ (1—t+1>—F+..

0

L
= [ —dt

o 1+1
= [In(1+1)[p
=In(l1+x)—Inl =1In(1+x)

.)dt

Innsetting av x = 1 gir formelen for summen av den
alternerende harmoniske rekka, og vi far likheten

17%+%7%+“.:1n2
Dette er ikke noen effektiv mate a beregne In2. Hvis
vi tar med flere og flere ledd far vi fglgen

1,0.5,0.8333,0.5833,0.7833,0.6166, ...,
...,0.6935,0.6926, ...

hvor de to siste leddene er ledd nummer 999 og ledd
nummer 1000. Det betyr at In2 ~ 0.693, men selv med
1000 ledd er ikke ngyaktigheten stgrre enn opp til tredje
desimal.

3.4 Konvergenskriterier*

I dette kapitlet skal vi se pa noen kriterier for konvergens
av rekker. Vi formulerer bare teoremene, bevisene kan
man finne i litteraturen.

Merk at dersom en rekke Y a, konvergerer, sa vil
a, — 0 nar n — 0. Dette er en ngdvendig forutsetning
som alltid ma vere oppfyllt dersom vi skal ha noen
forhapninger om konvergens.

Det mest grunnleggende resultatet om konvergens
er det som kalles sammenlikningskriteriet, hvor vi
sammenlikner en rekke med andre rekker som vi vet
enten konvergerer eller divergerer.

Teorem 3.4.1. La a,,b, > 0. Dersom vi for et positivt
tall ¢ har a, < cb, for alle n, sa vil konvergens av b,
medfgre konvergens av Y a,. Motsatt, sd vil divergens
av Y. a, medfgre divergens av }.b,.

La Y a, og ¥ b, vere konvergente rekker og la o,
vere vilkarlige reelle tall. Da konvergerer ogsa ¥ (ota, +
Bby) og vi har

Z(aan +Bb,) = aZan +ﬁ2bn



Merk at summen av en konvergent og en divergent rekke
alltid er divergent, mens summen av to divergente rekker
kan vare enten konvergent eller divergent.

|cosnm|

2}!
0g den geometriske rekka Y, % konvergerer.

Eksempel 3.4.1. Rekka )

cosnw 1
ool <

konvergerer siden

Eksempel 3.4.2. Betrakt rekka gitt ved

)3
n=1

1
2" —n

Siden 2" —n > %2" for alle n > 1, sa vil
3 Yo
n=1 n=1

Den stgrste rekka konvergerer og da vil ogsd den mindre
rekka konvergere, men vi kan ikke regne ut grenseverdi-
en. Rekka ser for gvrig slik ut

<2
2 —n

1

— 1 1 1 1 1 1
=l+i+i+5+H+H ot

[ agk

2" —n

n=1

~ 1.85386

Det neste teoremet gir en annen variant av sammen-
likningskriteriet.

Teorem 3.4.2. La a,,b, > 0 for alle n > 1 og anta at

. [
1 —_— = 1
m ;

Da konvergerer Y. a, hvis og bare hvis Y b,, konvergerer.

Vi har tidligere gitt et kriterium for konvergens av
geometriske rekker. En geometrisk rekke kan vi skrive
som Y, a,, der a, = apk”. Det gir at k = “’;—i‘, og denne
ma veere mindre enn 1 for at vi skal ha konvergens. Vi
kan gjgre det samme for en vilkarlig rekke, og da far vi
fglgende resultat:

Teorem 3.4.3. La Y a, veere en uendelig rekke av posi-
tive ledd slik at

Ap+1 o
I L ndrn—s oo

dan

Dersom L < 1 vil rekka konvergere, for L > 1 vil den
divergere og for L = 1 kan ikke denne testen si noe om
konvergens eller divergens.
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Eksempel 3.4.3. Betrakt rekka Zm. Siden vi
har

2
. 2_ . n
lim 2~ 6n+11 lim >
n—eo n—eon* —6n+ 11
n
I 1
= 1m =
6 11
—> 6 1L
n ool n+n2

o . 1 1
sa vil de to rekkefze Zm 08 Y. -5 enten begge
konvergere eller divergere.

Dette eksemplet gir en slags prototyp pa hvordan
slike rekker kan behandles.

En annen mulighet vi har er & sammenlikne rekka
med en funksjon definert over hele R, og ikke bare pa
heltallene.

Teorem 3.4.4. La f(x) veere en positiv, avtagende funk-
sjon, definert for alle x > 1. For alle n > 1 lar vi

sn:n k) o n:nxdx
LrW og =[50

Da vil de to fplgene {s,} og {t,} begge konvergere eller
begge divergere.

Bevis. Beviset for dette resultatet baserer seg pa trappe-
funksjoner. Siden funksjonen er avtagende vil vi ha

flm+1) < f(x) < f(m)
for x € [m,m+ 1]. Det gir at

m+1

ﬂm+D:/] Flm+1)dx <

m

m+1 m+1

(x)dx < /

m m

Summerer vi fra 1 til » far vi

'n+1
sn+l_f(1)§/1 f(x)dx:tiH—lSSn

Dermed vil de to rekkene enten begge divergere eller
begge konvergere. O

Eksempel 3.4.4. Vi har sett at de to rekkene Y, m

ogy nLZ enten begge konvergerer eller begge divergerer.
Na har vi videre at

21 7]
sn:];k—z og ln:/l ;dx



ogsa begge enten konvergerer eller begge divergerer.
Men integralet kan vi regne ut,

nar n — oo, 0g begge rekkene konvergerer.

Eksempel 3.4.5. Ved d se pad det bestemte integralet
som et areal er det lett d se at

Derfor vil den harmoniske rekka divergere siden den er
stgrre enn en divergent rekke,

n+1 1
/ —dx=
J1 X

(Den venstre rekka er divergent siden integralet er lik
In(n+ 1) som gar mot e ndr n — oo.)

k=1"

I en alternerende rekke er annet hvert ledd positivt og
annet hvert ledd er negativt. Det skal mye mindre til at
en alternerende rekke konvergerer enn en rekke der alle
leddene er positive. Dette er formulert i det som kalles
Leibniz konvergenskriterium.

Teorem 3.4.5. En alternerende rekke

Z (_l)nflan

n>1

konvergerer dersom fplgen {a,} av positive reelle tall
avtar monotont mot 0.

Bevis. Vi ser pa odde og jevne delsummer hver for seg.
2m+-1
Som+1 = Z (_)nilan
n=1
har odde antall ledd, mens
2m
SZm = Z (*)n_lan

n=1

har jevnt antall ledd. Det fglger at odde-summene avtar
monotont, dvs.

Somt1 = Som—1— A2 + 21 < Som—1

mens jevn-summene vokser monotont,

Som+2 = Som + Qom+1 — Q2mt2 2> Som
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Na er Sy,;,+1 begrenset nedad av a; — a; og fglgen er
derfor konvergent. Tilsvarende for S,,,. Men vi har

lim (SZerl - S2m) = lim aAam+1 = 0
m—oo m—soo

Det fglger at de to grenseverdiene er like, og vi har vist
resultatet. O
Den alternerende harmoniske rekka konvergerer siden
% — 0 nar k — oo. Et annet eksempel pa en konvergent

k
alternerende rekke er ) % Ogsa her vil det generelle
leddet ga mot 0. Vi har i dette tilfelle en vakker formel
som vi skal bevise litt senere:

>
k=0

Det er verdt & merke seg at i motsetning til en rek-
ke med kun positive ledd, er det for en alternerende
rekke helt vesentlig a beholde rekkefglgen av leddene.
Fglgende eksempel illustrerer dette poenget:

Vi har sett at den alternerende rekka

=D

2k+1 -

+

wl—
W=
~|—
&8

konvergerer mot % Dersom vi stokker om pa leddene
og skriver

- 1 L 1 1 . 1 4 1 1 L

4 16 2 64 256 8
sa vil rekka fortsatt konvergere, men mot et tall som er
ekte stgrre enn %



Oppgaver

Oppgave 1. Avgjor om hver fplge {a,} konvergerer
eller divergerer. Finn grenseverdien dersom den eksiste-
rer.

a) ap =2+ (%)n

b) ay=1-(=32)"

c) an=2+(=1)"
Oppgave 2. De gamle babylonerne hadde en metode
for a beregne kvdratrgtter. De valgte en startverdi xo > 0,
neer verdien de forventet for \/T og definerte

L)

Xn—1

1
Xn = E(xnfl +

inntil x,—| ~ x,, og dermed
T ndr n — oo.

Sa regnet de ut x1, xy,...
var T = x,. Vis at x, —

Oppgave 3. Finn de fire fgrste leddene i hver rekke
Yoo an 08 regn ut delsummen Sz = 22:0 ay.

a) a, =3"
2
b) ay =117

Oppgave 4. Skriv opp hver rekke ved hjelp av summe-
tegn
a) 3+5+3+8+...

1 1

b) 3—1+3—3

e
) 243+5+5+-

Oppgave 5. Finn summen av de geometriske rekkene
a) 1+3+3+1s+-..
b)1-t+5—F+4&—...

Oppgave 6. I en geometrisk rekke med positive ledd er
det andre leddet lik % og det fjerde lik % Finn summen
av rekka.

Oppgave 7. Vi har gitt x ved en rekke og danner 3x:

x=1-3+9-27+81-243+...

3x= 3-9427-81+243—...

Summen av rekkene gir x = %. Det stemmer apenbart
ikke. Hvor ligger feilen?
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Oppgave 8. Bruk integraltesten til a avgjpre om hver
rekke konvergerer eller divergerer.
n

a) 2:’11 n2+1

b) Yoy 5t

¢) Lot G

d) Yy oo

Oppgave 9. Avgjor om de alternerende rekkene konver-
gerer eller divergerer.

(_l)n+l

a) Yot iz
_1\n+l

b) Lo S

c) Yooy (=1)"—=%

\Vn2+3
d) Loy (-1)"5e
Oppgave 10. a) Vis at rekka

=)

)

n=1

1
n(n+1)

konvergerer.

b) Prgv d regne ut summen av rekka. (Hint: Bruk
delbrgkoppspalting.)

Oppgave 11. Underspk om rekka

1
3

4
32

9 16

konvergerer eller divergerer.



Kapittel 4

Taylorrekke-utvikling

Mange funksjoner kan vare vanskelige a handtere,
f.eks. er det ikke spesielt enkelt & regne ut funksjonsver-
diene til funksjonen f(x) = e, langt mindre & integrere
funksjonen. Som vi har sett i forrige kapittel er en me-
tode til a studere slike funksjoner & tilneerme dem med
kjente og mer anvendelige funksjoner. Det vanligste er a
bruke polynomer. I forrige kapittel sd vi pd summen av
rekker som en funksjon. Na skal vi starte i motsatt ende,
med en funksjon og finne en rekkeutvikling for denne
funksjonen. Vi skal altsa forsgke a finne en rekke som
best mulig svarer til funksjonen. Aller helst vil vi at de
to uttrykkene, funksjonen og rekkeutviklingen, skal gi
identisk resultat nar vi evaluerer i et vilkarlig punkt. Vi
skal se hvordan dette kan gjgres, og ogsa studere hvor
stort avvik fra originalfunksjonen disse approksimasjo-
nene gir.

4.1 Taylorpolynom

Hvis vi kjenner verdien av en kontinuerlig og deriverbar
funksjon i et punkt og ogsa verdien av dens deriverte i
punktet, sa kan vi anslad verdien til funksjonen i nerlig-
gende punkter. Eller i en mer praktisk setting: Hvis vi er
ute og gar, sa vil posisjon og fart pa ett tidspunkt si mye
om hvor vi kommer til & vere et par sekunder senere.
Men hvis ikke bevegelsen er rettlinjet med konstant fart,
kan vi si lite om hvor vi vil vere 10 minuter senere.
Posisjon og fart i ett punkt vil bestemme en lineer funk-
sjon som beskriver en bevegelse, som i et kort tidsrom
faller sammen med var bevegelse.

Tilsvarende kan vi gjgre for en funksjon y = f(x).
Vi velger ut et punkt xp og beregner den deriverte til
f(x) i dette punktet, f’(xp). Funksjonsverdien og den
deriverte i punktet xo gir opphav til en lineer funksjon,
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(x) = f(x0) + f' (x0) (x — x0)

/.

Figur 4.1. Tangentlinja til et punkt pa grafen.

som kalles den linesere approksimasjonen eller linea-
riseringen til f i x9. Den line@re approksimasjonen
definerer en rett linje og grafen til den linesre approksi-
masjonen tangerer funksjonen i punktet (xo, f(xo))(se
figuren over).

Den rgde linja illustrerer tangentlinja til den bla gra-
fen i det markerte punktet. Den line@re approksimasjo-
nen gir oss en tilnerming til funksjonen i en liten omegn
om Xxp.

Eksempel 4.1.1. La f(x) = sinx. Da har vi at f(0) =0
o0g f'(0) = cos0 = 1. Den linecere approksimasjonen av
sinx i 0 er gitt ved linja y = x.

Eksempel 4.1.2. Betrakt funksjonen f(x) = 2x+ 3 som
allerede er linecer. Vi har da at f(c) =2c+3, og f'(c) =
2. Det gir Tf[-’lc](x) =2c+3+2(x—c)=2c+34+2x—
2c¢ = 2x+ 3, og den lineeere approksimasjonen til en
linecer funksjon er lik funksjonen selv.

Eksempel 4.1.3. Vi skal se pa lineewre approksima-
sjoner av f(x) = x> +x+ 1 i to forskjellige punkter,
c=1o0g c=2 Itilfelle c =1 har vi f(1) =3 og
f1(1) =3 og vi far vi Tf[lg(x) =3+3(x—1)=3x. For



¢ =2 derimot har vi f(2) =7 og f'(2) =5, som gir
T}lz} (x) =7+ 5(x—2) = 5x—3. Vi merker oss at de to
linecere approksimasjonene ikke er like.

Neste skritt er & prgve a finne polynomer som ikke
bare har samme verdi og derivert som sinx i x = 0, men
ogsa samme andre-derivert (altsd samme krumning),
samme tredje-derivert, osv.

Definisjon 4.1.1. La f veere en n ganger deriverbar
funksjon i en omegn om punktet x = a. Et polynom

Tf["a] (x) av grad n som er slik at Tf[njl (a) = f(a) og som i
tillegg oppfyller
d’/ j
T[n](X>|x=a :f(J)(a) j=12,....n

dxi 1a
kalles Taylor-polynomet av grad n til funksjonen f.

Taylor-polynomene
er oppkalt etter opp-
havsmannen, den
engelske  matemati-
keren Brook Taylor
(1685-1731). Taylor ga
en formel for & beregne
Taylorpolynomet til en
funksjon.

Teorem 4.1.2. La f
veere en n ganger de-
riverbar funksjon i en
omegn om punktet x = a. Taylorpolynomet til f av grad
n er gitt ved

["(a)

110 = f@ + @)+ 5 e+
o
-~—|—fn!( )(x—a)"

Bevis. Det er lett a forvisse seg om at Tf["a] (x) og f(x)
har samme verdi og samme (hgyere) deriverte i punktet
xX=a. O

Vi skal gjgre et eksperiment av litt samme type som vi
gjorde med hensyn til line@r approksimasjon av linezre
funksjoner. Na skal vi se pa en kvadratisk approksima-
sjon av en kvadratisk funksjon, og gjgre analysen i to
forskjellige punkter. Vi husker at de linesre approksi-
masjonene ble forskjellige.
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Eksempel 4.1.4. Vi betrakter igjen polynomet f(x) =
x*+x+ 1. Vi har f'(x) =2x+ 1 og f"(x) = 2. Det gir
fora=1:
2y / 1 o1t 2
T =)+ (Hx-D+3/(1x-1)
=34+3(x—1)+12(x—1)?
=343x—34+x> -2+ 1=x>+x+1

Setter vi inn for a = 2 far vi

TE() = £Q)+ £ (2)(x—2)+ £ (2) (x—2)?
=7+5x—-2)+1-2(x-2)?
=74+5x—10+x* —dx+4=x>+x+1

Mao, de to Taylorpolynomene blir like i dette tilfellet.
Tar vi som utgangspunkt at Taylorpolynomet av grad 2
er det polynomet av grad 2 som best tilncermer funksjo-
nen er ikke dette spesielt overraskende, siden en funk-
sjon alltid er den beste mulige approksimasjonen av seg
selv.

Eksempel 4.1.5. Vi skal finne Taylorpolynomet til

f)=+vV14+x=(1 —|—x)% av grad 3 i punktet x = 0.
Vi har f(0) =1 og videre

fa)=11+x)2
£ = (=Hi1+x)73
O =D +a73
som gir
f0)=13
10 =(=Hi=-14
ORI CEERS
Dette gir
TR = 14 br= k4 43

= 1—|—%x— %xz—i— %x3
Eksempel 4.1.6. Vi skal finne Taylorpolynomet av grad
1

3 omx =1 til funksjonen g(x) =x? for et positivt heltall
p. Vi har

1
/ 1.5—1 1.~
= —XP = = 14
1-p 1-2p
" 1—p —F—1 l—p —+
X) = —SXx 7P = —-X P
g (x) 2 72
3 _ (1-p)(1=2p) =221 (1—p)(1-2p) =3
g( )(X) = )153 L = )153 )



Dette gir
3 1—
T =1+ 1 D+3LE—1)
4 (- 1)?
Dersom vi setter inn p = 2 far vi
3
T =1+ -1~ da— 12+ K1)

= L(5+15x =57 +x7)

Dette kan vi sammenlikne med resultatet i eksemplet
over; de to rekkeutviklingene er like. I det ene tilfellet
utvikler vi \/1+x om x =0, og i det andre \/x om 1.

4.2 Restleddsestimater

Malet med Taylorpolynomene er a approksimere en
gitt funksjon med enklere funksjoner, i vart tilfelle med
polynomer. Jo hgyere grad, jo bedre tilnerming. Dess-
uten vil tilnermingen alltid vare best helt i nerheten av
punktet vi utvikler om. Spgrsmalet er hvor stor feil vi
gjgr nar vi erstatter funksjonen med et Taylorpolynom
av grad n. Vi betegner denne feilen med E,,.

Teorem 4.2.1. La f veere n+ 1 ganger deriverbar i et
[n]

intervall som inneholder x = a. La T; , (x) veere Taylor-
polynomet til f av grad n. Da har vi

f(n+1)(c)

~ (n+1)! !

(x—a

for en ¢ mellom a og x.

Vi kan ikke gi en eksakt verdi for restleddet E, siden
vi ikke vet hva c er, men vi kan i veldig mange tilfeller
gi et godt estimat, i det minste finne en gvre begrensning
for restleddet.
i

Eksempel 4.2.1. Funksjonen eksempel 4.1.5,

f(x) = Vx+1 har fijerde-derivert f®*(x) =
(=) (=) (=i +x)" %,ogfeilestimatetblir
7
E4:*%8(1+c)72x4

for en c i intervallet [0,x]. Hvis vi skal beregne f(%)
og vil bruke Taylorrekka, trenger vi a ha kontroll pa
hvor stor feil vi gjgr, mao. finne en gvre grense for feil-
estimatet. Problemet vil veere faktoren (1 + c)’% siden

vi ikke kjenner verdien av ¢, men bare vet at den lig-
ger i et bestemt intervall. Det er imidlertid lett a se at

(1+c)’% <lforalle0<c< % og vi far

71
|Es| = Bg(1+¢) 2]xl* < 35(3)* = 0.2
Setter vi inn for x =3 i }u (x) far vi
3
T =1+43 - 13+ k(3P =4 ~ 1.68

og vi kan konkludere med at 1.48 < f(3) < 1.88.

Eksempel 4.2.2. Vi skal se pa Taylorpolynomet til
f(x) = €. I dette tilfellet er f")(x) = &* for alle n > 1,
og vi har f(0) = €° = 1. Setter vi dette inn i formelen
far vi Taylorpolynom

1]
Texp 0

(x) =1+x+ 3+ 400+ + Ly
med restledd

fn+1 (C)xn-H
(n+1)!

for en 0 < ¢ < x. Det betyr at e < e* og derfor

E,(x) =

cxn+1 xer»l

(n+l)

fn+l(c)xn+l
(n+1)!

e
| <! (n+1)!
Det siste uttrykket vil ga mot 0 nar n — oo for alle valg
av x. Det betyr at vi ved a ta med mange nok ledd i
Taylorpolynomet kan fa restleddet sad lite vi mdtte gnske,
uansett valg av x.

|En(x)] = |

I dette eksempelet bruker vi at xn — o narn — o
for alle valg av x. Grunnen til dette er at n! vokser mye
fortere enn x” ndr n blir stor. La f.eks. N vare et heltall
som er stgrre enn 2x. For n > N har vi da

A x”-x_
(n+1)!  nl-(n+1)

K

N!

1

<.

1x"
2 n!

n!-2x
Siden N et fast valgt tall, vil }‘\,—N, vere et tall som er
uavhengig av n, og ( )"=N 5 0 ndr n — oo

Eksempel 4.2.3. La f(x) = sinx. Vi har alle de deri-
verte gitt ved

FEFD (x) = cosx

FEF2) (x) = —sinx

FEH) (x) = —cosx
(x)
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og derfor f?X(0) =0, og f**+1(0) = (=1)X. Der gir
Taylorpolynom av grad 2k + 1

1],y L s T s 14
T, —(x)=x— T —|—5!x 7 +
1
e (— )L 2k
ot ) gy
Restleddet er gitt ved
n+1 c xn+l
(n+1)!
og vi har
fn+1(c)xn+1 xn+1
|En(x)] = | = | =0
(n+1)! (n+1)!

nar k — oo. Vi bruker her at |sinx| < 1, og tilsvarende
for cosx.

Figur 4.2. Grafen til Taylorpolynomet til

f(x) = sinx av forskjellig grad. Den rpde grafen er
selve funksjonen.

2

Eksempel 4.2.4. Tilsvarende som for sinx far vi for
cosx Taylorpolynom

1

1, 1.,
— —X _A'_i_x —_— e @x

2! 4!

T [2]‘] 2k

cos0(¥) =1 +(=1)*

med ngyaktig samme argument for at restleddet gar mot
0 for alle x som vi ga for sinx.

4.3 Taylorrekker

Dersom vi stadig gker graden pa Taylor-polynomet til
en funksjon, vil vi f& en bedre og bedre tiln@rming
av funksjonen, selvfglgelig under forutsetning av at
restleddet gar mot O nér graden gkes. Denne prossessen
leder naturlig fram til definisjonen av Taylor-rekka til
en funksjon f i et punkt x = a.
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Definisjon 4.3.1. La f vere en o ganger deriverbar
funksjon i en omegn om punktet x = a. Taylor-rekka til
f i punktet x = a er gitt ved

(@)

Tra() = £(@)+ /@) a)+ D (x—ap?
f(a)
+ 3l (x—a)*+...

For de fleste funksjonene vi kommer borti vil funksjo-
nen og Taylor-rekka til funksjonen vere like i narheten
av punktet vi utvikler rekka om. Men ver oppmerksom
pa at dette ikke alltid er tilfelle. Det er mulig a finne
eksempler pa konvergente Taylor-rekker som ikke kon-
vergerer mot den opprinnelige funksjonen, annet enn
akkurat i punktet vi utvikler rekka om. Et eksempel er
funksjonen

1

2
x=0

Her er alle de hgyere deriverte til funksjonen i punktet

x = 0 lik 0, noe som betyr at Taylor-rekka er identisk
lik 0, og derfor ulik funksjonen.

Eksempler pa Taylor-rekker som konvergerer mot sin
opprinnelige funksjon er

_ 1, 14 1g
cosx—l—ix +Ix —ax +...
og
sinx = x — lx3 +—x — lx7 +
] 5! 7!

som begge er gyldige for alle x. Et annet viktig eksempel
pé en Taylor-rekke som konvergerer mot den opprinne-
lige funksjonen overalt er eksponensialfunksjonen.

1 1 1
X _ o R Bt
e = 1—|—x+2!x —|—3!x —|—4!x +...
Vi kan bruke denne rekka til & finne en tilnaermet verdi
for e. Setter vi x = 1 og tar med flere og flere ledd, far
vi fglgen

1,2,2.5,2.667,2.708,2.7167,2.7181,2.71825, ...

som gir oss en raskt konvergerende tiln@rming til e.



Oppgaver

Oppgave 1. Regn ut Taylorpolynomet av grad 3 til
flx)= ﬁ om x = 0 og sammenlikn svaret med rekke-
utviklingen fra forrige kapittel.

Oppgave 2. Regn ut Taylorpolynomet av grad 3 til
flx)= % omx=1.

Oppgave 3. Regn ut Taylorpolynomet av grad 4 til
2

Sf(x) =sin"x om x =0.
Oppgave 4. a) Regn ut Taylorpolynomet av grad 3
til f(x)=x+2x+1o0omx=0.
b) Regn ut Taylorpolynomet av grad 3 til f(x) = x> +
2x+1lomx=1.
Oppgave 5. a) Regn ut Taylorpolynomet av grad 2

til f(x)=1In(x+1) om x =0 og finn restleddet.
Gjor et estimat pa hvor stort (lite) restleddet er ndar
0<x<I1.

b) Gjgr oppgave a), men erstatt grad 2 med grad 3.
Oppgave 6. Regn ut fplgende Taylorpolynom

a) For f(x) =

b) For f(x) =

Vx, omx=10g medn=4.

1

g omx=0o0g medn=4.

1

Oppgave 7. Regn ut Taylorpolynomet til g(x) = 1—
om x =0 og med n ledd. Finn et uttrykk for restleddet
og avgjor for hvilke x restleddet gar mot O nar n — .

Oppgave 8. En normalfordeling er beskrevet av funk-
sjonen f(x) = e . Middelverdien er u =0 og stan-
dardavviket er o = % Det er velkjent at vi i dette
tilfellet har

1 /\}5 2
— e " dx=0.6827

Bruk Taylorpolynomet til €* av grad 4 til a godtgjpre
dette resultatet. (Erstatt x med —x>, integrer ledd for
ledd og beregn det bestemte integralet.)

Oppgave 9. Vis at likhetene gjelder for alle x ved d ta
utgangspunkt i kjente Taylorrekker:

a) e ¥ =1—2x+2x2 —4x3+3x4
b) xze’x:xz—xS—&—%x“—ﬁxS—l—...

5

¢) sin(2x) = 2x——x +5,x
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Oppgave 10. Bruk rekkeutviklingen til 1 til d vise at

1

= 1-3x+6x2— 108 +...
(x+1)3 X+ Ox X~ +

Sor|x| < 1.

Oppgave 11. La S veere verdien av det bestemte inte-

gralet S = [y /T —x2dx.

a) Finn en tilnermet verdi for S ved hjelp av trape-
smetoden eller Simpsons metode med 10 delings-
punkter.

=+v1—uavgrad4

b) Finn Taylorpolynomet til g(u)
omu=0.

¢) Bruk b) til d skrive opp Taylorpolynomet til f(x) =

V1—x%av grad 8 om x = 0.

d) Bruk Taylorpolynomet i c) til d finne en tilnermet
verdi for S.

e) Bruk fundamentalteoremet for differensial- og in-
tegralregningen til a vise at

x
/ cos“tdt =
0

f) Vi kan beregne S eksakt ved a substituere x = sint
i det bestemte integralet 0g sa bruke e). Gjgr dette
og finn en eksakt verdi for S.

1, .
—(sinxcosx +x)



Kapittel 5
Polarkoordinater

5.1 Koordinatsystemer i planet

La P € R? vere et punkt i planet. For & bestemme punk-
tets posisjon trenger vi et referansesystem. Kartesiske
koordinater utgjgr et slikt. I et kartesisk koordinatsystem
er det gitt to retninger som star normalt p& hverandre,
og med en malestokk pa begge aksene. Et punkt i planet
vil ha en entydig referanse til dette systemet, gitt ved
punktets koordinater.

Kartesiske koordinatsystem er ikke den eneste maten
a koordinatisere punkter i planet. Et alternativ er & bruke
polarkoordinater. Polarkoordinater tar utgangspunkt
i et fast punkt O, origo, og en retning / ut fra dette
punktet. Et vilkarlig punkt i planet blir malt i forhold til
dette systemet, og gitt ved avstanden r til O og vinklen
0 med linja /. Dermed blir punktets polarkoordinater
(r,0), hvor r > 0 0og 0 < 0 < 2x. Polarkoordinater er
ikke entydige, dvs. at samme punkt kan veare gitt ved
forskjellige koordinatpar. Origo er gitt ved koordinate-
ne (0, 0) for en hvilken som helst vinkel 6. Sa lenge
avtstanden er O spiller ikke vinkelen noen rolle. Men
bortsette fra origo, og med forbehold om at vi kun be-
trakter vinkler i det halvapne intervallet [0,27), sé er
polarkoordinatene entydig bestemt av punktet.

y

Quis 1

r cosh

Figur 5.1. Polarkoordinater
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Dersom vi lar linja [ veere x-aksen i et kartesisk ko-
ordinatsystem, sd kan vi beskrive overgangen mellom
polarkoordinater og kartesiske koordinater. Anta at et
punkt er beskrevet av polarkoordinatene (r, ). Da vil
de kartesiske koordinatene vare gitt ved x = rcos 6 og
y = rsin 0. Motsatt, dersom vi har gitt et punkt i kartesis-
ke koordinater (x,y), sd vil r = \/x% +y2, og vinkelen
er bestemt av cos 0 = );‘, sin@ = % Se figur 5.1.

5.2 Polare likninger

Grafen til en funksjon f beskriver en plan kurve,
bestdende av alle punkter pa formen

{(r, f(0) [x € R}

(dersom definisjonsomradet til f er hele R). Likningen
til denne kurven er gitt ved y = f(x). Generelt vil null-
punktene til en vilkarlig likning i to variable beskrive
en kurve i planet. Eksempelvis vil y — x> = 0 beskri-
ve en parabel, y 4+ 2x = 3 beskriver en rett linje, og
x% +y? = 3% = 9 beskriver en sirkel med radius r = 3.

For en del kurver i planet er det mye lettere, og mer
praktisk, a bruke polarkoordinater framfor kartesiske
koordinater til & beskrive kurven. Dette gjelder spesi-
elt kurver som har en form for sirkulert utseende. For
eksempel vil en sirkel med radius 3, som i kartesiske
koordinater er gitt ved liningen x> +y*> = 9, i polarkoor-
dinater vere mye enklere beskrevet av likningen r = 3.

For en ikke-negativ funksjon f definert pa et intervall
[a,b] kaller vi alle punkter med polarkoordinater (7, 0)
der r = f(0) for grafen til f i polarkoordinater, og lik-
ningen r = f(0) kalles den polare likningen til denne
grafen.

Eksempel 5.2.1. Lemniskaten (se figur) har kartesiske



koordinater gitt ved likningen
2., .2y2 2_ 2
(T +y7)T = alx =y7)
for en positiv verdi av a. Setter vi inn x = rcos 0 og
y = rsin 0 far vi pd venstre side

(x2 +y2)2 _ r4

0g pd hgyre side,
2

a(x* —y*) = a(r* cos* 8 — r*sin®) = ar cos 26

Sa den polare likningen til lemniskaten blir

r=+vacos26

hvor vi begrenser definisjonsomradet til de 6 der
cos26 > 0.

Figur 5.2. Lemniskaten r = \/acos?26.

Vi tar med et par andre eksempler ogs, figuren under
viser et treklgver og et firklgver, gitt ved likningene
r =cos30 og r = cos20, og likningen r = a6 + b for
ulike valg av a og b gir oss en spiral.

o

F=cos 30 7 =cos20

Figur 5.3. Treklpver og firkipver.
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I

Figur 5.4. En spiral, r = a6 + b.

En sirkel som er sentrert i origo har likningen » = R i
polarkoordniater. Men vi kan ogsa beskrive sirkler med
sentrum et annet sted.

Eksempel 5.2.2. En sirkel har sentrum i punktet (a,b)
og radius R. Det betyr at vi har den kartesiske likningen

(x—a)®+(y—b)>=R?
Setter vi inn x =rcos 0 og y = rsin 0 far vi

(rcos® —a)? + (rsin@ — b)?

= r?cos? 0 — 2arcos 0 + a* + r*sin® 6 — 2rbsin 6 + b*

=r> —2r(acos 6 + bsin0) + a* + b* = R*

F.eks. vil en sirkel med radius 1 og sentrum i (1,0) ha
a=1b=00g R=1, som gir

P —2rcos@+1=1

eller
r? —2rcos = r(r—cos @)

Det gir r = 0 eller r = 2cos 0. Den polare liknin-
gen r =0 gir et punkt, mens r = 2cos 0 beskriver den
aktuelle sirkelen.

5.3 Areal i polarkoordinater

Det finnes en enkel formel for a regne ut arealet "un-
der” grafen til en polar funksjon. Det grgnne omradet i
figuren illustrerer hva vi mener med “under” grafen.



r=71(8)

La oss fgrste se pa en sirkelsektor mellom vinklene 6,
og 6, og med radius r. Arealet av en slik sektor er gitt
ved

92 — 61 r
21 o

Nar 6, — 0; er veldig liten, sa vil en slik smal sektor
av den polare grafen vere tilnermet lik en smal sirkel-
sektor. Summerer vi mange slike smale sektorer far vi
arealet av sektoren. Dette gir oss arealformelen i polar-
koordinater.

Teorem 5.3.1. En polar funksjon er gitt ved r = f(0)
pd intervallet [0y, 6,]. Da er arealet A under den polare
grafen gitt ved

1

6,
= [ r*de

A:
2 Jg,

Eksempel 5.3.1. La oss se litt ngyere pa firklpveret
r=co0s26. Vi kan prove d finne arealet av et blad. De
er alle fire like store, sa vi konsenterer oss om bladet
gittved at —% < 0 < %. Arealformelen gir

cos®(20)d6

2

Vi kan forenkle integralet ved d bruke formelen cos”u =

1 (cos (2u) + 1) som gir
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Oppgaver

Oppgave 1. Skriv punktene (—/3,3), (—1,—1) og
(v/3,—1) i polarkoordinater.

Oppgave 2. Skriv fogende punkter i kartesiske koor-
dinater: (r,0) = (8,%Z), (,0) = (3,%F) og (1.6) =
(5.%).

Oppgave 3. Tegn en skisse av grafen til de polare lik-
ningene:

a) r=>5

b) 6=5%

c) r=2cos0
d) r=35

Oppgave 4. Finn en likning i kartesiske koordinater
som beskriver:

a) r=>5

b) 6 =%

c) r=2cos@
d) r= g

Oppgave 5. Bruk arealformelen til G beregne arealet
av en sirkel med radius R.

Oppgave 6. Skisser grafen til den polare likningen r =
1+4cos6.

Oppgave 7. Gjgr om den polare likningen r = —8cos 0
til kartesiske koordinater.

Oppgave 8. Finn arealet av ett blad av treklgveret gitt
ved r = cos(30), hvor —% < 6 < Z.

Oppgave 9. Finn arealet av en halvdel av lemniskaten

gitt ved r = \/acos (20), hvor = < 6 < 7.



Kapittel 6

Komplekse tall

6.1 Komplekse tall

Utgangspunktet for all regning er de naturlige tallene
N={1,2,3,...,}

Den bergmte matematikeren Leopold Kronecker formu-
lerte dette som Gud skapte de naturlige tallene, resten
er menneskets verk.

Naturlige utvidelser av de naturlige tallene er de hele
tallene, hvor vi inkluderer negative tall og O;

z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
og de rasjonale tallene, eller brgkene.
Q={Z|mnez)

Alle de rasjonale tallene har sin plass pa tallinjen, men
de utgjgr ikke alle tallene pa tallinjen. Det finnes masse
hull, de sakalte irrasjonale tallene. Dette er tall som
ikke kan skrives som en brgk, slik som f.eks. ﬂ

Proposisjon 6.1.1. /2 er ikke rasjonal.

(Hopp gjerne over dette beviset hvis du ikke er inter-

essert):
Bevis. Anta at /2 kan skrives som en brgk,
V2= ﬂ, mn€Z
n

som er forkortet mest mulig, dvs. at m og n ikke har
noen felles faktor. Hvis vi kvadrerer begge sider og
ganger opp, far vi

20’ =m?

som betyr at m ma vere et partall, vi skriver m = 2k.
Setter vi dette inn i uttrykket over far vi

2n* = (2k)* = 4k*
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eller forkortet
n* = 2k*

Som betyr at n ogsa ma vere et partall. Men vi antok
at m og n ikke hadde noen felles faktor, sa vi har fatt
en motsigelse. Det betyr at antagelsen vir om at /2
kunne skrives som en brgk ma ha vert feil. Altsa er /2
et irrasjonalt tall. O
Dette er et eksempel pa en veldig utbredt mate for a
bevise matematiske pastander. Det kalles et kontrapo-
sitivt bevis, vi antar noe og viser at det fgrer til en
motsigelse, noe som viser at antagelsen matte vere gal
i utgangspunktet.

Da gar vi tilbake til hovedsporet vart, de komplek-
se tallene. For a lgse 2. gradslikninger bruker vi abc-
formelen. Gitt en 2.gradslikning

ax* +bx+c=0

Lgsningene til likningen er gitt ved

i —b++b? —4ac
o 2a

Eksempel 6.1.1. [ likningen
X —x—1=0
era=1o0gb=c=—1 ogvihar lgsninger

_ (D EVETDP AT (D)
o 2-1

=1(1£V5)

X
Men ser vi pa likningen
X —2x+2=0

vil lgsningen veere gitt ved

—2422-4-2
x= s = LV



Siden alle kvadrater er positive tall vil vi normalt si
at den siste likningen ikke har noen lgsning. Men fgr
vi gir opp tar vi et blikk tilbake i tid. Pa 1500-tallet var
det stor aktivitet i Italia omkring lgsning av 3.grads-
likninger. I likhet med 2.gradslikninger, sa finnes det
en formel for disse lgsningene. Flere matematikere var
med pa utviklingen, fra Scipione del Ferros fgrste re-
sultater i 1510 til Gerolamo Cardano sin endelige og
fulle 1gsning i 1545. Cardano satt lenge og lurte pa et
problem han hadde med en spesiell likning. Dersom vi
ser pa 3.gradslikningen

(x—1)(x—2)(x+3)=x-Tx+6=0

sa fglger det umiddelbart at Igsningene erx = 1, x =2
og x = 3. Et helt senttralt uttrykk i Cardanos formel er

hvor p = —7 og g = 6 er de to koeffisientene i likningen
over. Setter vi dette inn i formelen far vi

(§92+(F) = v=3
og Cardanos formel gir da at en av Igsningene er gitt

ved
(—3+10/23)5 4 (—3-10y/=3)3

Cardano visste at dette tallet ikke fantes. Samtidig visste
han at formelen hans var riktig, og at likningen faktisk
hadde tre Igsninger; 1,2, —3. Hans konklusjon var at
selv om ikke \/—3 finnes, s tvinger lgsningen av lik-
ningen oss til & forholde oss til v/—3 = v/3y/—1. Siden
dette kun var en stgrrelse vi bare tenkte oss til, og som
ikke fantes pa den vanlige tallinjen, ga han /—1 nav-
net imaginzert tall (ordet betyr noe vi forestiller oss).
Stgrrelsen v/—1, som siden har fatt betegnelsen i utgjgr
sammen med de reelle tall, og alle mulige regnekombi-
nasjoner mellom disse, de komplekse tallene.

Definisjon 6.1.2. Mengden
C={a+ibla,beR}
der i = —1 kalles de komplekse tallene.

La z=a-+ib € C vare et kompleks tall. Vi sier at
R(z) = a er realdelen til det komplekse tallet og 3(z) =
b er imaginzerdelen. Det gir z = R(z) +i3(z) og to
komplekse tall er like hvis og bare hvis realdelene er
like og imagin@rdelene er like for de to tallene.

Regneoperasjonene for de komplekse tallene fglger
helt vanlige prinsipper;
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Eksempel 6.1.2. Addisjon av komplekse tall:
Q4+ (—143)=2-1)+i(1+3)=1+4i

og multiplikasjon:
24+0)-(=143)=2(=1)+2-3i+i(—1)+i-3i

2+6i—i+3i
=-2+45i—3=-5+5i

hvor vi har brukt at i* = —1.

Na kan vi faktisk (med litt strev) regne ut Cardanos
lgsning og vi finner at

(—3+10y3)35 4 (—3-L0y=3)

Den generelle lgsningen av 3.gradslikningen er for gvrig
gitt som fglger:
Gitt en likning

1

3 =2

x3+a2x2+a1x+a0 =0

Ved 4 sette x = y — % far vi den litt enklere likningen

y3+py+q:0
2 3
hvor p=ay — ¢ og g = 37 — 4 +ap.
Lanéa
q q p 1
= —7:|: KRV £\3 3
w= (54 /GPHE? )

og o er et kompleks tall ( 1) slik at @ = 1, dvs. ® =
—% +i ? Da vil Igsningene av likningen y> 4 py+¢ =
0 veere gitt ved

V1 =24+ +t2-
Yy = COZ++COZZ,

y3=0°z4 + 07

Nar vi regner med komplekse tall vil abc-formelen alltid
gi oss Igsninger av 2.gardslikninger. Men komplekse
tall gir oss enda stgrre muligheter. Vi kan faktisk finne
Igsninger til alle polynomiale likninger. Dette resultatet
kalles algebraens fundamentalsats.

Teorem 6.1.3. La P(x) vere et vilkarlig polynom med
reelle (eller komplekse) koeffisienter. Da finnes det et
kompleks tall zo € C slik at P(z9) = 0.

Det finnes mange forskjellige bevis for dette resulta-
tet, og vi henviser til litteraturen for de som matte vere
interessert.



6.2 Det komplekse planet

En naturlig mate a visualisere de komplekse tallene er
som et reelt plan R2. Et kompleks tall z = a + ib svarer
til punktet (@, b) € R2. Dette passer godt til den additive
strukturen, siden

71 +22 = (a1 +iby) + (ap + ib7)
= (a1 +ay)+i(b1+b2)

som komplekse tall og
(a1,b1) + (a2,b2) = (a1 +az,b1 +b2)

som vektorer i planet. Vi sier at et kompleks tall z =
a+ ib er pa normalform. Nar vi skal multiplisere sam-
men komplekse tall kan det ofte vere hensiktsmessig
a skrive tallet pa polarform, noe som svarer til & be-
trakte z = a + ib som et punkt (a,b) € R? og sa angi
dette punktet ved polarkoordinater (r,0). Overgangen
mellom de to formene er som vanlig gitt ved a = rcos 0,
b = rsin@. Vi kaller r = | z| = Va? + b? for absolutt-
verdien eller modulus av det komplekse tallet, mens
vinkelen 6 kalles argumentet til z. Vi skal senere se at
vi kan bruke skriveformen
7= rei®

for & uttrykke et komplekst tall z gitt ved (r,0) pé po-
larform. Merk at modulus av et kompleks tall |z| alltid
er et ikke-negativt tall. F.eks. vil det reelle tallet -1 pa
polarform vere gitt ved (r,0) = (1, 7).

Eksempel 6.2.1. Vi skal skrive det komplekse tallet
z =141 pa polarform. Modulus av tallet er gitt ved
r=|z| = V12412 = /2, og argumentet  finner vi ved
1 =+/2cos 8, 1 =+/2sin 6. Den entydige lpsningen for
0 av

cosO =sinf =

Sl

T
er974.

Eksempel 6.2.2. Vi skal se hvordan vi kan ga fra
polarform til normalform. La z = 2¢'3, dvs. gitt ved
(r,0) = (2,%). Da har vi

T T
=2 — +2isin —
Z cos3—|— 1s1n3

1 3
ol V3

> 5 1++/3i
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Vi har sett at addisjon av komplekse tall pa normal-
form har en veldig enkel formel, mens det ikke finnes
noen tilsvarende mate & addere to komplekse tall pa po-
larform. Derimot har multiplikasjon av komplekse tall
en vakker formel nar vi representerer dem pa polarform;

(r1,61) - (r2,62) = (r1r2,01 + 6,)
som passer svart godt med skrivematen z = re’®. Med
denne notasjonen tar multiplikasjon formen

rleiel . rzeiez =r r2€i<91+92)

som svarer presis til vanlig multiplikasjon av potens-
funksjoner. Vi kan gi et formelt argument for denne
formelen ved & bruke summeformelene for cosinus og
sinus. La

aj +iby = rycos 0; +iry sin 6,

a +iby = rpcos 6, +irp sin 6,
Da har vi

(a1 +iby)(az + iby)
= (r1cos 0 +iry sin 6;)(rycos 6, +irp sin 6,)
= rira(cos 0 cos 6, + icos 0 sin 6,
+isin 6; cos 65 + i* cos ) cos 0,)
= riry(cos 0; cos 8, — cos 0; cos 6,
+icos 6; sin 0, + isin O cos 6>)
=riry(cos(6; + 6;) +sin(0; + 6>))

Eksempel 6.2.3. La z; = 1+1i og zp = i veere to kom-
plekse tall. Pa polarform har vi

21 = V2%

Addisjon av tallene gjgr vi pa normalform;

iT
= 912

+zn=04+)+i=1+2i
mens multiplikasjon enklest utfgres pa polarform;
1= V2éliel = \fZeisT”

Vi har sett at modulus av det komplekse tallet @ + ib
er gitt ved v a2 + b%. Vi har ogsa

(a+ib)(a—ib) = a® — i*b* = a* +b°

Det fglger at

la+ib| = a*+b*=+/(a+ib)(a—iD)



For et kompleks tall z = a + ib bruker vi betegnelsen
kompleks konjugert om a — ib, og skriver 7 = a — ib.

Det gir
Izl =VzZ

Vi har fglgende regneregler for kompleks konjugasjon:
La z,w € C vare to komplekse tall. Da har vi

7Ew=Z7+Ww

ZW=2Z-W
Z 4
(3)=2
=2

Ved a bruke de kompleks konjugerte far vi formler for
real- og imagin@®rdelene til et kompleks tall z € C gitt

ved
Z+z2 72—Z2
= =7

Vi har ogsa en formel for den inverse til et kompleks
tall

R(z)

Merk at nevneren her er et reelt tall. Siden et kompleks
tall inneholder en kvadratrot (kvadratroten av -1), og vi
normalt ikke liker & ha kvadratrgtter i nevneren, sgrger
vi alltid for a fjerne komplekse tall fra nevneren i et svar
ved & bruke formelen over.

Eksempel 6.2.4.
243 (243i)(1+i)  —1+5i 1+71_
1—i  (1-i)(1+i) 2 2
Eksempel 6.2.5. Vi skal lpse likningen
PHx+1=0
Ved abc-formelen har vi
_ VP-4 1 V3 1 V3
B 2 27 2 272

Uttrykket 9 = b*> — 4ac under rottegnet i abc-
formelen kalles diskriminanten til 2. gradslikningen.
Dersom 2 > 0 har likningen to reelle rgtter, dersom
2 = 0 sa vil likningen ha to sammenfallende rgtter (de
to rgttene er like), og dersom Z < 0, s& har likningen
to komplekse rgtter, og disse er kompleks konjugerte av
hverandre.
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Vi kan bruke polarformen til et kompleks tall til &
regne ut kvadratrgtter. Vi har sett at for z = re'® sa har
vi

2 i(26)

(re®)? = r?e

Det betyr at
(\/;eig)z — el®
Men det betyr ogsa at
(\/;ei(%wr))z — peil0+27) _ ,i0

siden /2™ = 1. Vi har funnet to kvadratrgtter av z, og

siden et tall ikke kan ha mer enn to kvdratrgtter, betyr
det at vi har funnet begge rgttene.

Eksempel 6.2.6. Vi skal regne ut \/—4 pd denne mditen.
Vi skriver -4 pa polarform;

—4 = 4"
Det gir kvadratrgtter
2% =2i o0g 20377 =26F — ;

Vi kan ogsa regne ut kvadratrgtter av komplekse tall,

f.eks. v/3i.

Eksempel 6.2.7. Vi skriver 3i pa polarform
3i=3e2
Kvadratrgttene er gitt ved

V3t = \@(COS%-FiSin E)

4
- \/5(% +i\%)
= —(1+i)
0g
V3l — \@(cos%ﬂ +isin %”)
= \@(_\%—i%)
= f?(ui)



6.3 Eulers formel

Vi kan bruke formalismen rundt rekkeutvikling til &
utlede en viktig formel innen kompleks analyse. Selv
om hele teorien for rekkeutvikling dreier seg om reelle
tall og reelle funksjoner, kan vi driste oss til & late som
om de ogsa gjelder for komplekse tall. Sa lenge rekkene
konvergerer (og de gjgr de i dette tilfellet) er det ingen
formelle problemer med fglgende resonnement:

Eksempel 6.3.1. Vi har rekkeutviklingen for eksponen-
sialfunksjonen

e = l—i—x—l—%xz—i—%x‘g—l—%x“—i—...
og for de trigonometriske funksjonene

: 3 5 7
s1nx:x—%x —|—%x —%x +...

CosX = 17%x2+%x4féx6+...
Setter vi inn ix for x i rekkeutviklingen for €%, far vi

e =1+ix+ %(ix)z—k %(ix)3+ %(ix)“—i—...

:1—|—ix—%xz—%if—i—%x“—!—%ixs—k...
1.2, 1.4
. 1.3, 1.5
Filx— g7 50— )

= cosx+isinx

dvs. at vi har
e = cosx-+isinx

Setter vi inn x = 7 i dette uttrykket far vi det opp-
siktsvekkende uttrykket

e’ =—1

som kalles Eulers formel.

Oppgaver

Oppgave 1. a) Skriv tallene 1 —i, 1 ++/3i og -1 pd
polarform.

b) Skriv tallene 2¢'”, eil o0g 3¢ pd normalform.

Oppgave 2. Skriv folgende komplekse tall pa normal-
form

a) (3+2i)+(2+4i)
b) (3+2i)(4—3i)
c) P+i+1

d) (3+2i)?

Oppgave 3. Skriv folgende komplekse tall pa normal-
form

a)
b)

o) @H)G-20)
Y sk

6) 4+7i

N (i)
Oppgave 4. Skriv de komplekse tallene pa polarform:
a) 1—i
b) 1++/3i
c) 3—3i
d) 3+2i

Oppgave 5. Skriv de komplekse tallene pa normalform:

Oppgave 6. Regn ut potensene ved a ga via polarfor-
men til de komplekse tallene:

a) (3+3i)®
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b) (g _ @i)loo
Oppgave 7. Lgs likningene
a) ¥*+9=0
b) X>4+x+1=0
¢) 3x—4x+2=0
d) 42 —2x+7=0
Oppgave 8. Lgs likningene med hensyn pa z:
a) z(24+i)=3-2i
b) (z+i)(1—i)=2+3i
) 1+15 =15
Oppgave 9. Finn reelle tall x og y som passer i liknin-
gen
a) 75+ = 1
b) f5+ iy =1
Oppgave 10. La z =cos 0 +isin0. Vis at
a) z+ % =2cos 0
b) 2>+ Z% =2cos(20)

Oppgave 11.  a) Law € Cvere et kompleks tall, w #
1, slikatw’3 =1. Visar 1 +w+w? =0.

b) Regn ut
(14+w?)(1—w)
14+w
Oppgave 12. Vis at dersom z er lgsning av en polyno-
mial likning med reelle koeffisienter, sa er ogsd 7 en
lpsning av den samme likningen.

Oppgave 13. La z,w € C. Vis at
lz—w> +|z+w> =2(|z2* + |w|?)

Oppgave 14. Finn alle komplekse tall z € C som til-
fredsstiller

a) |z =1
b) |z+1]=z—1]
¢) |z+2i—3| = |z+3i|

Oppgave 15. Finn alle komplekse tall z € C som til-
fredsstiller

a) z+7=06
b) 22 —4iz+6=0
c) 3iz—(3+i)z=1+i
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Kapittel 7

Funksjoner i flere variable

Vi er ferdig med en-variabel-teorien, og vi skal be-
gynne a jobbe med funksjoner i flere variable. Det fgrste
vi skal gjgre er a ga gjennom den samme analysen vi
gjorde for funksjoner i en variabel, og se hvordan dette
ser ut nar vi har flere variable. Hovedfokus er intro-
duksjon av partiell derivasjon. Det skal vi bruke til a
finne maksimums- og minimumspunkter og til & define-
re kritiske punkter. I tillegg skal vi se hvordan vi kan
generalisere andre-derivert-testen for funksjoner i en
variabel til funksjoner i to variable, gjennom det som
kalles Hesse-determinanten.

7.1 Definisjoner og eksempler
Definisjon 7.1.1. En avbildning

fR'"=>R
kalles en funksjon i n variable.

Eksempel 7.1.1. Funksjonen f(x;,x;) = x% + x1xp —
2x% er en funksjon i to variable.

Eksempel 7.1.2. Funksjonen T (x1,x;,x3) som til hvert
punkt i rommet tilordner temperaturen i akkurat det
punktet er en funksjon i tre variable.

Merk at i tilfellene hvor vi har 2 eller 3 variable, sa
bruker vi ofte x,y eller x,y,z som navn pa variablene.
Dersom vi har flere enn 3 variable vil vi normalt kalle
variablene x1,x,. ..

Grafen til en funksjon f i n variable er gitt ved punkt-
mengden

{1y X, f(X15 -, xn)) €RMFIY

Grafen til en funksjon i to variable illustrerer vi med en
flate i rommet.
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Figur 7.2. Grafen til funksjonen z = f(x,y) =

sin (7 /X2 +y2).

7.2 Nivamengder

En mate & illustrere funksjoner i to (eller flere)
variable er ved 4 se pa funksjonens nivamengder.
Nivamengdene til en flate er kurver langs hvilke funk-
sjonen er konstant. Et eksempel pa nivamengder er



hgydekurvene pa et kart. I det tilfellet maler funksjonen
i et punkt hgyden over havet i punktet. Nivimengdene er
kurver hvor vi har konstant hgyde. Det betyr at dersom
vi beveger oss langs en hgydekurve, s gar vi verken
opp eller ned, men holder oss pa samme niva.

250 m Y
200m iEn S
150 m y— — ———— I
100 m- - (

50 m

0 m—“

Figur 7.3. Hgydekurver

Her er en formell definisjon av nivamengder.

Definisjon 7.2.1. En nivamengde for en funksjon
fx1,...,x0) = f(x) er delmengden av R" gitt ved
{(x) € R"| f(x) = C} for et reelt tall C. Nivamengdene
kalles nivakurver ndr n = 2 og nivaflater ndr n = 3.

Eksempel 7.2.1. La (x,y) vere et punkt pa kartet
og la f(x,y) mdle hgyden over havet i dette punktet.
Hgydekurvene pa kartet er nivamengdene for denne
funksjonen, slik det er illustrert i eksemplet over.

Eksempel 7.2.2. Vi skal beskrive nivikurvene til
funksjonen f(x,y) = cos(2x) —y?. Vi setter f(x,y) =
cos (2x) —y?> = C, dvs. cos(2x) = y* + C . For varie-
rende x vil cos(2x) alltid ligge mellom -1 og 1, og
y? = cos (2x) — C md derfor ligge mellom —1 —C og
1 —C. Siden y* > 0 fplger det at nivikurvene forsvinner
for 1 —C <0, dvs. for C > 1. Dersom den minste verdi-
en, —1 —C >0, altsa C < —1, sd kan vi for alle verdier
av x finne to verdier av y slik at cos (2x) —y?> = C . Der-
med gjenstdr intervallet —1 < C < 1. I dette omradet
kan vi lpse cos (2x) —y* = C med hensyn pd y for bare
noen verdier av x. Dette forklarer de lukkede (sirkuleere)
nivdakurvene kontra de utstrukne.
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Figur 7.4. Nivikurver for f(x,y) = cos (2x) —y*

7.3 Partiell derivasjon

Vi kan generalisere begrepet derivasjon til funksjoner
i flere variable. Ideen er at vi tenker oss at alle bortsett
fra en av de variable er konstanter. Vi betrakter sa denne
funksjonen som en funksjon i en variabel. Vanlig deri-
vasjon med hensyn pa denne variablen kalles partiell
derivasjon. Partiell derivasjon med hensyn pé en varia-
bel x;, uttrykker funksjonens endring i retningen langs
med x;-aksen.

Definisjon 7.3.1. La f(xi,...,x,) veere en funksjon i n
variable. Den i-te partielt deriverte av f er gitt ved

of  a

8xl-_8xl~f

f(x1a~--7xi+Axa"'7xn)_f(xly"'vx")
Ax

= lim
Ax—0

dvs. at vi lar alle xj, j # i opptre som konstanter og
deriverer med hensyn pa x;.

Eksempel 7.3.1. Gassloven sier at trykket p i en behol-
der med gass er en funksjon av volum 'V og temperatur
T av gassen. De partielt deriverte av p med hensyn pa
V og med hensyn pa T;

dp  dp

av' oT
gir oss endringen i trykket ndr vi endrer volum eller
temperatur. Spesielt har vi g—"; < 0 siden trykket gar



ned dersom vi gker volumet av gassen, og g—; > 0 siden
trykket gker nar temperaturen gker.

Eksempel 7.3.2. La f(x,y) = cos(2x) — y*> +xy. Da
har vi

2f of

—— = —2sin =
ox dy
Na kan vi la x = 0, og se pad funksjonen g(y) =
£(0,y) = 1 —y%. Den deriverte av denne funksjonen
er g'(y) = —2y. Dette er det samme som vi fdr ved d

(2x) +, = —2y+x

sette inn x =0 i g—f Tilsvarende kan vi se pa h(x) =
f(x,1) = cos (2x) — 1 4+ x. Den deriverte av denne er
W (x) = —2sin(2x) 4 1, som er det samme som den par-
tiellderiverte av f med hensyn pd x, innsatt y = 1.

Eksempel 7.3.3. La f(x,y) = cos(xy). Da har vi
o _ af _

ox dy

Na kan vi fortsette a derivere funksjonen i eksemplet,
det gir oss 4 muligheter

df

—sin (xy) -y, —sin (xy) - x

553, = —Cos (xy) - ¥
;ygf: = —cos (xy) - xy —sin (xy)
% 3; = —cos (xy) - xy — sin (xy)
;yg]; = —cos (xy) - x*

Vi ser at de to i midten er like.
;ygf: = —cos (xy) -xy —sin (xy)
% 3{} = —cos (xy) - xy — sin (xy)

Tilfeldighet? Nei. Det er alltid slik at dersom vi forst
deriverer en funksjon med hensyn pa en variabel x;, for
deretter 4 derivere med hensyn pa en annen variabel x;,
sa blir resultatet det samme dersom vi gjgr operasjonene
i motsatt rekkefglge. Vi skal formulere denne pastanden
1 et eget teorem, men uten bevis.

Teorem 7.3.2. Anta at funksjonen f har kotinuerlige
andre-deriverte. Da er kryssderivasjon uavhengig av
rekkefplge:

d df d df

(9)6,' 8xj o 8xj 8x,-
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Vi skal bruke notasjonen

9 _ 99
ax,-ij o 8xi 8x.,-

og hvis x; = x;

i oy
ox;0x; 3xl.2

Eksempel 7.3.4. La f(x,y) = x> +xy —y*. Da har vi

If .o af
E—3x +, a—y—x—Zy
Hgyere ordens deriverte
°f % f °f
— = 6x, =1, =—==-
o0x? oxdy 0y?

Vi har til na sett pa R-valuert funksjoner i flere vari-
able. Vi kan generalisere dette til vektor-valuerte funk-
sjoner i flere variable.

Definisjon 7.3.3. En avbildning
F:R"—R"

for to heltall n,m > 1 kalles en vektor-valuert funksjon
i n variable og vi skriver

F(-xlv"'axn) = (fl(xla”'7xn)7"'7ﬁn(x17"'7-xn))
hvor f; : R" — R for alle i.

Funksjonen er en sammenstilling av m funksjoner i n
variable og derivasjon gjgres komponentvis. Vi skal fa
bruk for dette i det neste resultatet.

Eksempel 7.3.5. Funksjonen F : R3 — R? gitt ved
F(.thg) = (X2 +xla 1 —x%,3x1)

er en funksjon i 2 variable, hvor funksjonsverdien er en
vektor i rommet. Feks. er F(2,1) = (3,0,6).

Partiell derivasjon fglger i store trekk de samme
regnereglene som vanlig derivasjon. Den deriverte av en
sum er summen av de deriverte, den deriverte av en kon-
stant er 0 og produktregelen gjelder. Den regelen som
trenger noe mer presisering er kjerneregelen. Vi skal
formulere resultatet i den konteksten vi kommer til a
trenge det, men det lar seg ogsa generalisere ytterligere.



Theorem 7.34. La f:R" - R og g = (g1,-..,8n) :
R —R" Lah= fog:R — R vere den sammensat-
te funksjonen. dvs. h(t) = f(g(t)) er en funksjon i en
variabel t. Da har vi

_9fdsi

9f 9f dgn
o 8x1 dt

B dx, dt

(1)
Bevis. Vi skriver

glt+At) = (g1(t+Ar),....gu(t +Ar))
~ (g1(t) +Ag1,...,8n(t) +Agn)

hvor Ag; — 0 nar r — 0. Det gir

h(t+ A1) —h(r) _ fg(t+Ar)) — f(g(t))

At At
_ f(&1(t) +Ag1, - 8a(t) +Agn) — £(8(1))
At
f(g(t) + (Agi,- .-, Agn)) — f(g(1))

At

Vi skal bruke notasjonen
Ag’ = (Agi,...,Ag;,0,...,0)
Da har vi
F(g(t)+(Ag1, ..., Agn)) — f(g(1))
- i_ilf<g<r>+Ag"> — Flg()+ B¢

og derfor

h(t+ A1) —h(r) _ f(g(t+Ar)) — f(g(t))

At At
_ i flet) +Ag") — fg(t) +Ag™ ")
i=1 Ag;
8ilt+Ar) —gi(t)

At

Nar vi lar At — 0 vil dette uttrykket gd mot summen
som er gitt i teoremet. O

Eksempel 7.3.6. Funksjonen g: R — R? er gitt ved
g(t) = (1*,13) og f:R*> = R er gitt ved f(x,y) =
VXFy. Vihar h(t) = f(g(t)) = Vi +13 og for den

deriverte

y@):%@¢+ﬁr%@p+y%
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Dersom vi bruker formelen for den utvidede kjernerege-
len, far vi

1 1
2t +
24 /x+y 2v/x+y

som ved innsetting for x og y gir oss samme uttrykk som
over.

(1) 31

Eksempel 7.3.7. La g(t) = (1,t,¢') og f(x,y,2) = xy+
Inz. Sett h(t) = f(g(t)). Da har vi

.et

t

(1)
1 t

=1-0+1-1+— ¢ =2
e

H(t)=y(t)-0+x(t) 1+

I\

som stemmer overens med det vi far dersom vi regner
ut uttrykket for h for vi deriverer. I det tilfellet har vi
h(t)=1-t+Ine' =21.

7.4 Lokale ekstremalpunkter

Vi starter med den lokale teorien, dvs. at vi skal analyse-
re funksjonenes lokale egenskaper. Lokale egenskaper
til en funksjon er egenskaper som males i punkter og
sma omegner om dem. Vi skal gjgre denne teorien for
funksjoner i to variable, men det er ikke noe serlig
forskjell & jobbe med flere variable.

Definisjon 7.4.1. Det er to typer lokale ekstremalpunk-
ter:

i) Funksjonen z = f(x,y) har et lokalt minimum i
(a,b) dersom f(a,b) er mindre enn eller lik f(x,y)
Sor alle (x,y) i newrheten av (a,b).

ii) Funksjonen z= f(x,y) har et lokalt maksimum i
(a,b) dersom f(a,b) er stgrre enn eller lik f(x,y)

Sfor alle (x,y) i newrheten av (a,b).

Merk at vi bruker samme notasjon for et punkt (a,b)
og et apent intervall (a,b). Det vil (forhapentligvis)
alltid framga av sammenhengen hva vi snakker om.

Vi kan presisere hva vi mener med i nerheten i dette
tilfellet. En sirkelskive D (eller disk) med sentrum i
punktet (a,b) og radius r er gitt ved

D ={(x.y) €R?|\/(x—a)?+ (y—b)2) <1}

Naér vi sier at et punkt P = (x,y) # (a,b) ligger i neerhe-
ten av (a,b) mener vi at vi kan finne en disk D med en
(muligens) liten radius » > O slik at P € D, og hvor den
egenskapen til funksjonen vi gnsker a studere gjelder.




Eksempel 7.4.1. Funksjonen f(x,y) = x> +y* har et
lokalt minimum i (0,0) siden £(0,0) =0 og x> +y* >0
nar x og y ikke begge er 0. Det betyr at uansett hvilken
origo-sentrert sirkelskive vi ser pd, sd vil origo vere
minimum for funksjonen pd denne sirkelskiven.

Funksjonen f(x,y) = x> +y? har ikke noen lokale
maksimumpunkter siden funksjonsverdien vokser over
alle grenser ndr vi beveger oss vekk fra origo.

Eksempel 7.4.2. Funksjonen z = sin(7-+/x%+y?)
har et lokalt minimum i (0,0) og lokale maksima i
x4y = % (pluss mange flere som vi ikke ser pd
figuren). Dette fplger siden g(0,0) =0 og g(x,y) =
sin (7 /x> +y?) > 0 i nerheten av origo. Pd sirke-
len x> +y* = 1 harvi at z=sin (% \/;) =sinf =1,
som opplagt er maksimumsverdi for en sinus-funksjon.

Pa samme mate som vi for en funksjon i en variabel
leter etter ekstremalpunkter der den deriverte av funk-
sjonen er 0, kan vi lete etter ekstremalpunkter for en
funksjon i flere variable der alle de partielt deriverte er
0.

7.5 Kritiske punkter

Vi generaliserer begrepet kritisk punkt til teorien for
funksjoner i flere variable.

Definisjon 7.5.1. Et punkt (x,y) = (a,b) kalles et kri-
tisk punkt dersom de partielt deriverte i punktet enten
ikke eksisterer eller er lik 0.

Eksempel 7.5.1. Vi deriverer funksjonen f(x,y) =
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sin (7 - \/x2 +y?) og far

aif 5 X
E—COS(”'V}C er)\/TTyz
af 5> Ty
—— =cos(T- +Y)
Iy (7 V2 +5%) e

Det er lett a se at begge de partiellderiverte er 0 nar
VA2 +y2 = 3, mens det ikke er fullt sa enkelt d se at
de ikke eksisterer nar x =y = 0. Men det gjgr de ikke

og vi har kritiske punkter bade for \/x> +y* = 1 og for
(x,y) = (0,0).

Ofte vil det vere sammenfall mellom ekstremalpunk-
ter og kritiske punkter, men ikke alltid.

Teorem 7.5.2. Dersom f(x,y) har et lokalt maksimum
eller lokalt minimum i (a,b), sd er (a,b) et kritisk punkt.

Bevis. Anta at f(x,y) har et lokalt maksimum i (a,b).
Det betyr at f(x,y) — f(a,b) <0 for alle (x,y) i neerhe-
ten av (a,b). Anta videre

% Nf(a+h7b)7f(aab)
dx - h
for alle sma & > 0. Dette gir en motsigelse siden vi har
antatt at f(a+h,b) — f(a,b) <0. Anta sa at

% Nf(a"_hvb)_f(aab)
dx - h
denne gangen for alle sma h < 0. Igjen far vi en
motsigelse. O

(a,b) >0

(a,b) <0

I motsetning til en-variabel-teorien kan vi i
flervariabel-teorien ha et slags blandet tilfelle:

Eksempel 7.5.2. Vi ser pa grafen til funksjonen
fley) =2 =y~




Figur 7.5. Et sadelpunkt.

De partielt deriverte er gitt ved

af af

U oy -y
ox 0 dy Y

Punktet (0,0) er et kritisk punkt. Det er et minimums-
punkt dersom vi beveger oss gjennom det langs med
x-aksen, og et maksimumspunkt langs med y-aksen. Det-
te er det lett d se ved a studere funksjonene

f(x,0)=x% f(0,y)=

Slike punkter kalles sadelpunkter, oppkalt etter
sadelen pa en hesterygg. Et sadelpunkt er et kritisk
punkt pa grafen til f, som verken er et lokalt maksi-
mumspunkt eller et lokalt minimumspunkt.

Det gir oss tre forskjellige typer kritiske punkter for
en funksjon f(x,y), lokale minima, lokale maksima og
sadelpunkter. For & finne ut hva slags punkt vi har, skal
vi se pa de andrederiverte til funksjonen i det aktuel-
le punktet. For et punkt (a,b) lar vi H(a,b) betegne
uttrykket

o2 f 92f
H(ap) =det | g5 @0 gy (@?)
xdy (a b) 3V2 (a b)

9 f ’f ’°f 2

= W(avb)fyz(avb) - (m(a,b))

den sdkalte Hesse-determinanten. Vi har fglgende re-
sultat (som vi gir uten & fgre et bevis):

Teorem 7.5.3. La f(x,y) veere en to ganger deriverbar
Sfunksjon i to variable og anta at (a,b) er et kritisk punkt
for f. Da har vi

Dersom H(a,b) >0 og %(d,b) >0, sd er (a,b)
et lokalt minimumspunkt.

Dersom H(a,b) >0 og %(a,b) <0, saer (a,b)
et lokalt maksimumspunkt.

Dersom H(a,b) <0, sd er (a,b) et sadelpunkt.
Dersom H(a,b) = 0 sier ikke denne testen oss noe.

Eksempel 7.5.3. Vi studerer funksjonen f(x,y) = x> —
y2. De partielt deriverte er gitt ved

o, o

adx 8y:_2y
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Det betyr at vi har et kritisk punkt for (x,y) =
De dobbeltderiverte er gitt ved
Pf_, 9
ox2 7 9y?

0,0).

=-2

Det gir for Hesse-determinanten i punktet (0,0);
H=2-(-2)-0>=-4<0
som sier at det kritiske punktet er et sadelpunkt.

Eksempel 7.5.4. Se pd funksjonen f(x,y) = x> —y* +
xy. Vi setter de partielt deriverte 3f =3x+yog ‘3 =
—2y+xtila vwre lik 0, noe som gir oss kritiske punkter

(0,0) og (—¢,— ) Vi regner ut

H(x,y) :6x~(—2)—12 =—12x—1
Dette gir H(0,0) = —1 0og H(— , %) = 1. Samtidig
har vi g{(—%,—ﬁ) = —1 < 0. Det betyr at (0,0) er

et sadelpunkt og (— 1 % 12) er et lokalt maksimum.

7.6 Globale ekstremalpunkter

I motsetning til de lokale egenskapene, som sier noe om
funksjonen i en liten omegn om et punkt, vil de globale
egenskapene beskrive funksjonen pa hele definisjons-
omradet sett under ett. Vi fortsetter med a studere teori-
en i to variable, fordi det fortsatt er noksa klart hvordan
det kan generaliseres til flere variable.

Definisjon 7.6.1. (Globale maksimums- og minimums-
punkter)

i) Funksjonen z = f(x,y) har et globalt minimum
i (a,b) dersom f(a,b) < f(x,y) for alle punkter
(x,y) i definisjonsomrddet.

ii) Funksjonen z = f(x,y) har et globalt maksimum
i (a,b) dersom f(a,b) > f(x,y) for alle punkter
(x,y) i definisjonsomrddet.

Vi vil omtale funksjonsverdien i de globale minimums-
og maksimumspunktene som funksjonens minimums-
og maksimumsverdier og samlet som funksjonenes eks-
tremalverdier.

Funksjoner trenger ikke a ha globale ekstremalpunk-
ter. Et eksempel er funksjonen f(x,y) = x definert pa
hele (x,y)-planet. Den har ingen globale ekstremalpunk-
ter fordi for alle punkter (a,b) i planet sa vil det fin-
nes punkter (x,y) i nerheten av (a,b) slik at f(x,y) >



f(a,b) og andre som oppfyller f(x,y) < f(a,b). Funk-
sjonen f(x) = x har heller ingen ekstremalverdier der-
som definisjonsomradet er et apent omrade, dvs. et
omrade som ikke inneholder sine randpunkter. Pa et
lukket omrade derimot, dvs. et omradde som innehol-
der alle sine randpunkter, og som i tillegg er begrenset,
sa har funksjonen f(x,y) = x bade et globalt maksi-
mumspunkt og et globalt minimumspunkt. Begrensede
omrader i planet er omrader der alle punkter har begren-
set avstand til origo (dvs. det finnes et atll M > O slik at
/X2 +y? < M for alle punkter (x,y) i omradet).

En kontinuerlig funksjon vil alltid oppna sine ekstre-
malverdier dersom definisjonsomradet er et lukket og
begrenset omrade. Dette er innholdet i ekstremalverdi-
teoremet som vi gjengir uten bevis.

Teorem 7.6.2. En funksjon f(x) som er kontinuerlig
pd et lukket, begrenset omrdde D C R?, vil oppnd sine
maksimums- og minimums-verdier i omrddet.

Eksempel 7.6.1. La f(x,y) = x+y+2. Vi skal finne
maksimumsverdien til f(x,y) pd enhetskvadratet [0,1] x
[0,1].

De partielt deriverte til funksjonen er konstanter og
det finnes derfor ikke noen lokale ekstremalpunkter inne
i det indre av omrddet. De fire kantene til enhetskvadra-
tet er gitt ved (x,0), (1,y), (x,1) og (0,y), hvor x og y
ligger mellom 0 og 1. Pa de fire kantene vil funksjonen
veere f(x,0) =x+2, f(1,y) =y+3, f(x,1) =x+3 0g
f(0,y) = y+2. Det er enkelt d se at nir x og y ligger
mellom 0 og 1, sa vil funksjonen ligge mellom 0 og
4. Det betyr at dette ogsa er globale maksimums- og
minimums-verdier.

7.7 Minste kvadraters metode

En interessant, men kanskje noe uventet anvendelse av
partiell derivasjon er innen teorien for det som kalles
linezer regresjon og da spesielt ved bruk av minste
kvadraters metode. Vi skal se pa dette via et konkret
eksempel.

Forventet levealder for nyfgdte jentebarn i Norge har
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utviklet seg slik de siste arene:

2001 | 81.53
2002 | 81.52
2003 | 81.93
2004 | 82.33
2005 | 82.52
2006 | 82.66
2007 | 82.66
2008 | 82.95

Vi skal bruke minste kvadraters metode til a finne en
formel som beskriver disse tallene. Vi lar x veere ar og
y veere forventet levealder. Hypotesen var er at det er
en lineer sammenheng mellom disse, dvs. y = ax+b.
Vi indekserer de 8 dataparene fra 1 til 8, slik at f.eks.
(x3,y3) = (2003,81.93). For hvert par beregner vi avvi-
ket fra den antatte rette linja, gitt ved ax; + b — y;. Disse
tallene kvadrerer vi og summerer over 1 = 1,2,...,8.
Dernest skal vi finne de koeffisientene a og b slik at
denne kvadratsummen blir minst mulig. Ideen er at vi
betrakter kvadratsummen av avvikene fra den rette linja
som en funksjon i de to konstantene a og b og bru-
ker teorien til & finne minimumspunktet til kvadratsum-
funksjonen uttrykt ved alle dataene vi har tilgjengelig.

For a gjgre regningene litt enklere bruker vi ar 1,2,3
osv. Kvadratsummen blir

Moo

8 8
(axi+b—y;)? =d? Zx,z +2ab
=1 i=1 =

8 8 8
—2aY xyi—2bY yi+ Y7
i=1 =1 i=1

Vi setter inn verdiene og far dette kvadratiske avviket
som en funksjon i a og b gitt ved

8
X;i + sz
i=1

i=1 i

O(a,b) =204a*+72ab+8b* —5941a— 1316b+ 54139

Vi skal finne minimum for denne funksjonen. Vi parti-
ellderiverer med hensyn pa a og b og setter uttrykkene
lik 0. Det gir

a—Q =408a+72b — 5941
da

20

— =72 166 — 131
A a+16b—1316

som gir a = 0.226 og b = 81.23 og forventet levealder
som en funksjon av arstall blir

y =0.226(x —2000) + 81.23 = 0.226x — 370.77



Sammenlikner vi med de oppgitte tallene far vi

2001 | 81.53 | 81.46
2002 | 81.52 | 81.68
2003 | 81.93 | 81.91
2004 | 82.33 | 82.13
2005 | 82.52 | 82.36
2006 | 82.66 | 82.59
2007 | 82.66 | 82.81
2008 | 82.95 | 83.04

Forventet levealder ved fodselen

Ar
90 90
80 - - 80
Kvinner
Menn
70 r 70
60 - - 60
50 4 + 50
40 T T T T T - 40
1826 1856 1886 1916 1946 1976 2008

Figur 7.6. Urvikling av forventet levealder.

Vi ser at modellen gir oss en meget bra tiln@rming
tildataene.

Vi kan sette inn x = 1866 som er SSBs fgrste regist-
rering. Det gir forventet levealder y = 50,95, mens SSB
oppgir 50,65 som gjennomsnitt for perioden 1866-1870.
Var lineere tilneerming er altsa ut til a stemme godt. 1
den motsatte tidsretning ser vi at y = 100 gir x = 2083,
sa med samme utvikling vil jentebarn fgdt i 2083 ha en
forventet levealder pa 100 ar.

Gjgr vi den samme analysen i en generell setting med
datapunkter

(xiyyi) i=1,2,....n

far vi ut likninger for a og b;
= nZ?':l Xiyi — Z?:lxi Z?:l)h'
nyil X,Z - (Z;’le,-)Z

Z?=1)’i_a):?=1xi
n

b:

som kan brukes i alle eksempler.
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Eksempel 7.7.1. Gitt foplgende data for korresponde-
rende hgyde og vekt for jentebarn i alderen 5-10 dar. Vi
skal finne en best mulig linecer sammenheng.

x| 105 | 110 | 118 | 123 | 128

y | 17.1 | 19.0 | 20.8 | 23.0 | 25.0
132 | 138 | 144
27.5 1 30.5 | 35.0

Vi regner ut Y x; =998, Y y; = 197.9, Zx,z = 125766
0og Y xjy; = 25247.9. Setter vi Y x; =998, Y. y; = 197.9,
):,)cl2 = 125766 og Y x;y; = 25247.9 inn i formelen far
Vi
Y Xiyi = Y X Y i
nYi X — (X x)?
_ 8:25247.9-998-197.9

8125766 — (998)2 0.4424
a=0.4424
08
p Liz1Yi—aLii%i
n
_ 1979 —054424 998 s

Det gir sammenhengen y = 0.4424x — 30.5 for data-
ene. For hver centimeter jentene i denne aldersgruppen
vokser i hgyden, sa blir de i gjennomsnitt 442,4 gram

tyngre.

7.8 Lagranges metode*

Lagranges metode er en metode for a finne lokale ekstre-
malverdier for funksjoner under bestemte restriksjoner
pa definisjonsomradet. Tidligere har vi sett at dersom f
er en funksjon pa hele rommet R3, finner vi de kritiske
punktene til f ved a regne ut alle de partielt deriverte
og sette dem til 0. Imidlertid kan det vaere at vi har
en litt annen problemstilling; hva er f.eks. maksimums-
og minimums-verdien til f over kuleskallet gitt ved
x% +x% —|—x§ = 1? Ingen av de kritiske punktene trenger
a ligge pa dette skallet, men siden kuleskallet utgjgr en
lukket og begrenset flate, sa sier ekstremalverdisetnin-
gen at funksjonen har bade et globalt maksimum, og et
globalt minimum pa kuleskallet.

Et annet praktisk eksempel er problemet med mak-
simalt areal av en rektanguler innhegning, nar gjerde-
lengden (omkretsen) er bestemt. Vi skal bruke dette
eksemplet til a illustrere Lagranges metode.



Arealet av et rektangel med sidekanter x og y er gitt
ved A(x,y) = xy, og gjerde-betingelsen sier at omkret-
sen 2x+ 2y = C skal vaere konstant. Vi har tidligere Igst
dette problemet ved & lgse likningen 2x + 2y = C med
hensyn pa variablen y og sette dette inn i uttrykket for
A(x,y). Det gir oss

C
=——x
)
som vi setter inn i arealfunksjonen;
- C C C
A(x) = A(x, > —X) :x(E —x) = Exfx2
Deriverer vi dette uttrykket og setter det lik 0, far vi
C
——2x=0
5 2
som betyr x = % og dermed y = % — % = %. Det vil si at

de to sidekantene er like lange og vi har et kvadrat. Mao.
kvadratet er det av rektanglene med konstant omkrets
som har stgrst areal.

Vi kan vi se pa dette pa en litt annen mate. Sett
g(x,y) = 2x+ 2y — C. Vi skal finne ekstremalpunk-
tene til areal-funksjonen A(x,y) under bibetingelsen
g(x,y) = 0. Metoden vi brukte over var & lgse g(x,y) =0
med hensyn pa y. Det gir oss y som en funksjon i x. Vi
kaller denne funksjonen y = h(x) = § — x. Da har vi at
arealet er gitt ved

A(x) = A(x,y) = A(x, h(x))

=7

Bruker vi kjernereglen pa denne funksjonen og setter
svaret lik O for & finne ekstremalpunktene, far vi

~ dA d dA d
A =222, 2.9
dx dx dy dx
L W =0
+ 5
Det er ogsa en nr sammenheng mellom partielt deri-
verte av g(x,y) og den deriverte av h(x). Siden h(x) er

definert ved at g(x) = g(x,h(x)) = 0 far vi igjen ved &
bruke kjerneregelen og at den deriverte av O er 0,

g’(x):%.ﬂ %@
dx dx dy dx
Jg 98
= — _ h = 0
dx dy (x)
Kombinerer vi de to likningene og eliminerer /' (x) far
vi
dAdg dAdg
dxdy dydx
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og samtidig skal vi ha g(x,y) = 0. I vart eksempel gir
dette de to likningene

2y—2x=0, 2x+2y=C

somigjen girx =y = %

Eksemplet vi har beskrevet over kan settes inn i en
mer generell setting, det som kalles Lagranges metode.
Fgr vi gar inn pa detaljene i denne metoden skal vi
innfgre et begrep vi kommer til & fa mer bruk for siden.

Lagranges metode
har for gvrig navnet
sitt fra den italiensk-
franske matematikeren
Joseph Louis Lagran-
ge (italiensk Giusep-
pe Lodovico Lagran-
gia) (1736-1813).

La f:R" — R vare
en funksjon i n variab-
le. Vi har tidligere defi-
nert de partielle deriverte av funksjonen. Vi kan samle
de partielt deriverte i ett uttrykk, som vi kaller gradien-
ten til funksjonen f.

Definisjon 7.8.1. La f : R" — R vere en deriverbar
funksjon i n variable. Gradienten V f (P) til f i punktet

P=(a,...,a,) er vektoren
_9f aof
Vf(P)= (871(1))’”"87)@,(1)))

Vi skal komme tilbake til flere anvendelser av gra-
dienten. Symbolet V kalles nabla. Det fikk navnet sitt
av skotten William Robertson Smith, som var filolog,
fysiker, arkeolog og bibelkritiker. Han mente symbolet
lignet pa en assyrisk harpe, nebela, derav navnet. Sym-
bolet ble fgrst brukt om gradienten av William Rowan
Hamilton.

Teorem 7.8.2. La f,g : R" — R vere to funksjoner
i n variable med kontinuerlige partiellderiverte. Anta
at P € R" er et ekstremalpunkt for funksjonen f pa
nivamengden

glxr,...,x,)=C
Sor et reelt tall C. Anta videre at Vg(P) # 0. Da finnes
det et reelt tall A slik at

Vf(P)=AVg(P)

Vi tar ikke med noen formelt bevis for dette resultatet,
men vi skal se hvordan eksemplet over passer inn i
denne formalismen.



Eksempel 7.8.1. [ eksemplet er f(x,y) = xy og
g(x,y) = 2x+2y. Vi beregner gradientene ved d reg-
ne ut alle partiellderiverte,

Vi(x,y)=x) Vglxy) =(2,2)

For en konstant C sier na teoremet at det finnes et reelt
tall A slik at

(»x) =4(2,2)
Det betyraty = A -2 og x = A - 2. Samtidig md vi huske
pa at vi kun er interessert i punkter som oppfyller 2x +
2y = C. Vi elimiminerer A fra de to likningene over og

far

eller x = y. Vi utelukker tilfellene x =0 og y = 0 som
gir areal lik 0. Dermed stdr vi igjen med to likninger

x=y og 2x+2y=C

Siden vi kun er interessert i positive stgrrelser betyr det-
teatx=y= % som er det samme som Vi fant tidligere.

I det fgrste eksempelet kom vi fram til likningen

JdA dg aAag_O

der vi husker at A(x,y) var arealfunksjonen og g(x,y) =
C var bibetingelsen. Gradient-likningen VA = A Vg kan
vi skrive som

JA JdA, , dg dg
Lgser vi ut for A far vi
3%
__ dx __ 9y
A= =%
dx dy
eller
2495 _ A dg
dx dy dy dx

som er akkurat samme likning som vi har fra det fgrste
eksempelet.
Det finnes ogsa versjoner at Lagrange metode med
flere bibetingelser, men vi skal ikke gé inn pa det her.
Vi skal se pa noen flere eksempler.

Eksempel 7.8.2. Vi skal finne ekstremalverdiene for
funksjonen f(x,y) = 2x + 4y under bibetingelsen x* +
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y* =4, altsd pd en sirkel med sentrum i origo og radius
2. Vi regner ut de to gradientene

Vf=(2,4) og Vg=(2x2y)

Lagrange-likningen
Vf=AVg

gir

2=A-2x, 4=A1-2y

eller (x,y) = (%, %) Na ma vi huske at vi leter etter
punkter pd sirkelen, dvs. punkter som oppfyller x> +
y? = 4. Innsetting gir

2
2 2
_— —_— = 4
(7+(3)
eller
5=4A%
som betyr at A = :l:ﬁ, og for ekstremalpunktene;

1 2

(o) =45, 7) = +(=,

V55
Vi regner ut funksjonsverdien til f i de to punktene og

far

+( )

2 4 2 4 20
+ +— e td )=t = =445
V5 V5 VARV

som gir oss stprste og minste verdi av f over sirkelen.

4

f( )==+(2

)

Vi skal se pé et eksempel til, i tre dimensjoner. Her
blir ofte utrgningene mye mer kompliserte, rett og slett
fordi vi far flere likninger & holde styr pa. Derfor skal
vi se pa et eksempel der selve regningen ikke blir sa
vanskelig.

Eksempel 7.8.3. Vi skal finne ekstremalpunkter til funk-
sjonen f(x,y,z) = xyz ndr summen av koordinatene er 1,
dvs. vi har bibetingelsen g(x,y,z) =x+y+z= 1. Fgrst
regner vi ut de to gradientene

_ (9L of ofy_
Vf_ (ax7 aya az) —(yZ,XZ,xy)
24
_(9g dg dg\ _
Vg_(8x787y’3z)_(1’1’1)

Vi setter opp Lagrange-likningen

Vf=AVg



som i dette tilfellet gir oss tre likninger
yz=A-L,xz=24-1,xy=2-1

som gir yz = xz = xy. En mulig lpsning er at to av koor-
dinatene er 0, f.eks. x =y = 0. Det gir funksjonsverdien
£(0,0,z) = 0. For alle de tre punktene (0,0,1), (0,1,0)
0g (1,0,0) er funksjonen lik 0, men i en liten omegn om
punktene finner vi positive sdvel som negative funksjons-
verdier. Punktene er derfor sadelpunkter.

Hvis at ingen av koordinatene er 0, kan vi forkorte
og det fplger at x =y = z. Na bruker vi at punktet vi
har funnet skal oppfylle bibetingelsen, dvs. g(x,y,z)
X+y+z=1, som giross lpsningenx =y =z = % Setter
vi inn i funksjonen finner vi verdien
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f(§7 393

som er stgrre enn 0. Det betyr at dette er et lokalt mak-
simumspunkt for funksjonen.

y=1.1.1_1

3'3'37 27

I veldig mange tilfeller ma vi kombinere metodene
fra dette kapitlet og metoden fra kapittel 8 for a finne
ekstremalverdiene til en funksjon. Anta at vi har gitt
en funksjon f definert over et lukket omrade V i planet
og at vi er interessert i & finne ekstremalpunktene til
funksjonen over dette omradet. Framgangsmaten er at
vi fgrst regner ut de kritiske punktene til funksjonen
og lokaliserer hvilke (om noen) av disse som ligger i
det indre av V. Dette gjgr vi ved a regne ut de par-
tielt deriverte og sette alle lik 0. Da har vi fatt noen
kandidater til maksimums- og minimumspunkter for
funksjonen. Det indre av omradet er alt som ikke ligger
pé randa dV av V. (Dette er en vanlig notasjon for ran-
da til et omrade). Hvis V = {(x,y) € R?|x> +)? < 1}
er en sirkelskive i planet, sa vil det indre av V vare
punktmengden {(x,y) € R?|x> +y? < 1}, mens randa
AV = {(x,y) € R?|x> +y? = 1}. Vi “deler” altsa uli-
ketstegnet < i to deler, < og =. Sa bruker vi Lagranges
metode pa randa dV, og finner nye kandidater til ekstre-
malverdier. For a finne de absolutte ekstremalverdiene
sammenlikner vi resultatene og plukker ut stgrste og
minste verdi.

Eksempel 7.8.4. Vi skal finne stprste og minste verdi av
funkskjonen f(x,y) = x> +2y* —xy+ 1 over sirkelskiven

V={(x,y) e R*¥*+y* < 1}

Vi partielt deriverer f og setter svarene lik O;

81
ax
iJ — —
7_4)/—)5_0
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Dette gir oss et kritisk punkt i (0,0). For d finne ut hva
slags punkt dette er bruker vi andre-derivert-testen. De
partielle andre-deriverte er gitt ved

Rr_, B er
oxr oxdy = dy2
og vi far
ﬁﬁ —( *f )2 -9
ox2 dy?  ‘oxdy’

og siden % =2 er dette et minimumspunkt, med verdi
f(0,0) =1.

Sa gar vi til randa og Lagranges metode. Vi har al-
lerede regnet ut de partielt deriverte for f, sa vi kan
enkelt skrive opp gradienten

Vf=Q2x—y4y—x)
Vi regner ut gradienten til g og finner
Vg = (2x,2y)

For et ekstremalpunkt skal vi kunne finne et reelt tall A
slik at

Vf=A1-Vg

eller
(2x—y,4y—x) = A - (2x,2y)

Det gir oss likningene
2x—y=2xA 4dy—x=2A
Vi lpser ut med hensyn pd A og far

2x—y 4dy—x

A =
2x 2y

som gir relasjonen x* — 2xy — y*> = 0. Vi bruker at punk-
tene skal ligge pa randa AV, dvs. oppfylle x> +y> = 1.
1 dette tilfellet viser det seg d veere sveert hensiktsmessig
a ga over til polarkoordinater. Vi setter x = rcos 0 og
y =rsin 0. Det gir

2c0s% 0 —2rcos Orsin @ — rsin® 0

¥ — 2xy — y2 =r
=r?(cos? @ —sin® O — 2cos HsinB)
=r?(cos260 —sin20) =0
Bibetingelsen gir i dette eksemplet r = 1. Dermed blir
lgsningen gitt ved de 6 som er slik at cos26 = sin26.



Det er tilfelle for 20, = T 0g 26, = %’ dvs. 0y = % og
6, = %” For disse vinklene har vi

T . V2
COSZ:SIHZZT

4
501 . 5% V2
COST:SIHT:77

Verdien i disse punktene er gitt ved
f(cos 6;,sin 6;) = cos? 0; +2sin’ 6; — cos 0;sin 6; + 1
=1 +sin? 6; —cos 6;sin 6; + 1

1 1
=2+ 5(1 —c0s26;) — Esin26i

1 V2 1v2
24— (1— ¥y V=2
+5( 5 )33
_5_V2
2773

Det betyr at maksimumsverdien for funksjonen over

V2

omrddet V er % + %%, som vi finner pd randa, og mi-
nimumsverdein er 1, som vi finner i det indre kritiske

5_ V2

5 2>1s0m

punktet. Minimumsverdien pd randa er
derfor ikke er minimumsverdien.

70

Oppgaver

Oppgave 1. Skisser noen nivakurver for de oppgitte
funksjonene over rektangelet [—2,2] x [—2,2]. Forspk
0gsd a tegne grafen.

a) fx,y)=x+2
b) flx,y)=9—-x*—y
c) flxy)=y"—x

Oppgave 2. Skisser noen nivakurver for de oppgitte
funksjonene over rektangelet [—1,1] x [—1,1].

a) f(x,y)=e"
b) f(x,y) = sin® (mx) + cos®)

Oppgave 3. Lag en skisse av nivakurvene til Cobb-
Douglas produksjonsfunksjon

1 2

flx,y) =x3y3

Oppgave 4. Skisser noen nivikurver for funksjonen
L over det halvipne rektangelet [—1,1] x

f(xuy) = y
(0,1].

Oppgave 5. Regn ut alle partiellderiverte for funksjo-
nene

a) f(x,y)=x"+y’
b) f(x,y) =x+sinx+1
¢) flx,y) =xy" +xy

Oppgave 6. Regn ut alle partiellderiverte for funksjo-
nene

a) f(x,y) =xsiny+ysinx
b) f(x,y)=e?
o) flx,y)=3

y

y#0

Oppgave 7. Regn ut alle partiellderiverte for funksjo-
nene

a) f(x,y,2) =xy+yz+zx
b) f(x1,x2,X3) = x1x2%3 — %x%x3
C) f(x17x27---7xn) Zx%—i-x%—i——&-xﬁ

Oppgave 8. Finn de dobbeltderiverte av funksjonene
og regn ut H(x,y).



a) flx,y)=x>+y
b) f(x,y) =xy
c¢) f(x,y) =xsiny

Oppgave 9. Finn de dobbeltderiverte av funksjonene
og regn ut H(x,y).

a) fry)= e
b) f(x,y) = sin(xy)
Oppgave 10. Finn de kritiske punktene til funksjonene
a) f(xy) =x*—2xy
b) flxy)=(+1)e —e
¢) flxy)=1-4
Oppgave 11. Finn de kritiske punktene til funksjonene
a) flxy)=x" =307
b) f(x,y) =x*y* —2xy
c) f(xy) =Inxy+x—y
Oppgave 12. Finn de kritiske punktene til funksjonene
a) f(x,y) =2 +y’ = 3xy
b) f(x,y) = >3 (8x* — 6xy+3y?)
¢) f(x.y) = (@ +y*)e 5

Oppgave 13. Vis at blant alle rektangulcere bokser med
et gitt volum, sa har kuben (alle sider er like lange) den
minste overflaten.

Oppgave 14. Gitt S > 0. Vis at blant alle tall x, y og
zslik at x+y—+z =S, s er summen x* +y*> + 2> minst
narx=y=z.

Oppgave 15. Dersom et firma produserer x artikler av
en bestemt vare vil de kunne selge alle til en pris p =
5—0,0005x, 0 < x < 8000. Produksjonskostnaden ved
a produsere x artikler er C(x) = 500 + x. Fortjenesten

blir da f(x) = (5—0,0005x)x — (500 + x).

a) Hvor stor fortjeneste kan firmaet ha med disse
varene?
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Anta nd at to firmaer produserer samme vare til samme
pris og konkurerer om de samme kundene. Vi antar at
de to firmaene produserer henholdsvis x og y artikler.
Fortjenesten til firma 1 er gitt ved

fi(x,y) = (5—0,0005(x+y))x — (500 + x)
og for firma 2
fa(x,y) = (5—0,0005(x+y))y — (500 +y)

b) Anta at begge firmaene maksimerer sin fortjeneste.
Hvor stor er den maksimale fortjeneste for hvert
firma na?

c) Dersom firmaene opptrer som en enhet utad og
bare deler fortjenesten, hvor mye ville de da kunne
tjene? Kommenter forskjellen pda svarene i b) og

c).

Oppgave 16. Et rekiangel har hjprner (0,0), (0,y),
(x,0) og (x,y). Vis at forholdet mellom kvadratet av
omkretsen og arealet tar sin stgrste verdi ndar x = y.
Hvor stor er denne verdien? Sammenlikn ogsd svarene
med forholdet mellom kvadratet av omkretsen og arealet
av en sirkel.

Oppgave 17. Den generelle gassloven sier at

_ mRT

P="y

der p er trykket i gassen, m og 'V er gassens masse og
volum, T er temperaturen og R er en konstant. Regn ut
de partielt deriverte av P med hensy paV og T.

Oppgave 18. Vi antar at folkemengden N = N(t) i Nor-
ge vokser eksponensielt, etter formelen

N(1) = Be

der a og B er konstanter og t er tiden. I vart eksempel
regner vi tiden i tiar og at 1. januar 1900 er 0. Vi skal
se pd logaritmen til denne funksjonen, gitt ved

In(N) =1In(B) +at

Antakelsen om at veksten er eksponensiell gir at In (N)
vokser linecert med tiden. Fglgende tall for befolknings-
mengden er observert:

ar 1940 | 1950 | 1960

t (hele tiar etter 1900) 4 5 6
N 2.96 | 3.25 | 3.57
y=1In(N) 1.09 | 1.18 | 1.27




1970 | 1980 | 1990 | 2000
7 8 9 10
3.68 | 408 | 4.23 | 4.48
1.30 | 141 | 1.44 | 1.50

der befolkningstallene er i hele millioner. ().t =49,
Y2 =371, ¥y=09.19, Yty = 66.21)

Bruk minste kvadraters metode til d finne en linecer
sammenheng mellom tallene i forste og tredje rad og
bruk dette til a finne en formel for befolkningsstgrrelsen.
Nar vil vi med denne modellen passere 5 millioner?

Oppgave 19. Et firma har de fgrste 9 arene etter opp-
start hatt omsetning slik det er beskrevet i tabellen:

1
0.8

2
1.0

3
1.4

4
1.9

5
2.0

6
2.6

7
3.5

8
44

9
4.7

hvor omsetningen er i hele millioner.

Bruk minste kvadraters metode til a finne en linecer
sammenheng mellom omsetningen og antall ar etter
oppstart. Hva sier modellen om omsetningen i dr 10?

Oppgave 20. Finn maksimums- og minimumspunktene
(hvis de finnes) til funksjonen f under bibetingelsen

a) f(x,y) =4x+3ynirx>+y*> =1
b) f(x,y) = xy ndr 9x*> +y*> =18

Oppgave 21. Finn maksimums- og minimumspunktene
(hvis de finnes) til funksjonen

fEyg) =2 +y+2
under bibetingelsen 2x+ 3y +2z = 17.

Oppgave 22. Bruk Lagranges metode til @ maksimere
funksjonen f(x,y) = xy under bibetingelsen x +2y =
200.

Oppgave 23. Finn maksimums- og minimumsverdien
til funksjonen f(x,y) = 81x> +y? under bibetingelsen
4x? 4+y? =09.

Oppgave 24. Finn maksimums- og minimumsverdien
til funksjonen f(x,y) = 81x> +y? under bibetingelsen
P4y =1

Oppgave 25. Finn maksimums- og minimumsverdien
til funksjonen f(x,y,z) = y* — 10z under bibetingelsen
X +y*+72 =36

Oppgave 26. Finn punktene pd flaten 72 — xy = 1 som
ligger neermest origo. Hvor stor er denne avstanden?
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Oppgave 27. La f(x,y) =In(x> +y>+1) + %xz +y2.
Finn maksimum og minimum til f over omrddet

{(x,y) ER*|x* +y* =1}

(Hint: Det kan lgnne seg a bytte til polarkoordinater.).



Kapittel 8

Vektorfelt

I et tidligere kapittel har vi studert vektor-valuerte
funksjoner i flere variable:

F:R"—R"

I dette kapitlet skal vi fokusere pa et viktig spesialtilfelle
av slike funksjoner; der n = m. Vi kaller slike funksjoner
vektorfelt. Grunnen til det er at for hvert punkt x € R",
sd kan vi betrakte funksjonsverdien F(x) € R” som en
vektor som starter i punktet x. Funksjonen F tilordner
en vektor til hvert punkt i definisjonsomradet. En illust-
rasjon av vind er et godt eksempel pa et vektorfelt. Vi
tenker oss at definisjonsomradet er et kart, og i hver
punkt pa kartet gir vi en vektor. Retningen angir vind-
retning og lengden pa vektoren beskriver vindstyrken.
Vi kan selvfglgelig ikke tegne alle pilene, men normalt
holder det a tegne noen av dem for a gi et godt bilde av
vearsituajonen.

Rjukan
18°

Treungen

Fgr vi gar dypere inn i teorien for vektorfelt skal vi ta
med noen grunnleggende fakta om vektorer.

8.1 Vektorer

En vektor kan illustreres geometrisk som en pil, med
gitt retning og lengde. Retningen pa vektoren fglger
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retningen pa pila. To vektorer er like dersom de har
samme lengde og retning. Vektorenes plassering i planet
(eller rommet) har ingen betydning. To eksempler pa
vektorer, hentet fra fysikk, er hastighet og kraft. Bade
hastighet og fart skjer i vektorens retning og lengden
av vektoren illustrerer henholdsvis farten og styrken i
krafta.

Det er vanlig & bruke fet skrift for & betegne en vektor,
som i a og b, eller ved en pil over vektornavnet, som i
- . .

a . For lengden av en vektor bruker vi notasjonen ||al|.

Vi kan legge sammen vektorer. Hvis de to vektorene
er illustrert ved hver sin pil, finner vi summen av dem
ved a legge pilene etter hverandre, som vist pa figuren.
Summen av vektornene er da gitt ved en pil som starter i
startpunktet for den ene vektoren og ender i endepunktet
for den andre. Hvis vi multipliserer en vektor med et tall,
sa beholder vi retningen og endrer lengden i henhold til
stgrrelsen pa tallet.

Vektoren 2a peker dermed i samme retning som a, men
er dobbelt si lang. Multiplikasjon med negative tall gir
oss vektorer i motsatt retning, sa vektoren —a er like
lang som a, men peker stikk motsatt vei. Vi kaller mul-
tiplikasjon av en vektor med et tall for skalarmultipli-
kasjon. Skalarmultiplikasjon tilfredsstiller de samme
reglene som vanlig multiplikasjon, dvs. r(sa) = (rs)a
og (r+s)a = ra+ sa for reelle tall r og s. Spesielt har
vil-a=a.



Vektoraddisjon er kommutativ (a4 b = b+ a), og as-
sosiativa+ (b+c¢) = (a+b) +¢), dvs. at rekkefglgen
pa vektorene og vektoraddisjonene ikke spiller noen
rolle. Subtraksjon av to vektorer definerer vi ved 4 kom-
binere multiplikasjon av en vektor med et negativt tall
med vektoraddisjon. Vi definerer null-vektoren 0 som
en vektor av lengde 0 og som derfor ngdvendigvis ikke
har noen retning. Vihar 0-a = 0.

Hvis vi legger et kartesisk koordinatsystem pa rom-
met (planet) vi studerer, vil en vektor a vere gitt ved
koordinatene til start- og ende-punktet. Siden vi fritt
kan flytte vektorer rundt i rommet kan vi legge start-
punktet i origo. Dermed vil vektoren vaere entydig gitt
av sitt endepunkt, og vi kan fritt benytte oss av identi-
fikasjonen a = (a,b,c), der (a,b,c) er koordinatene til
endepunktet. Det kan virke litt forvirrende av vi bruker
samme notasjon for en vektor som for et punkt, men
grunnen er altsa identifikasjonen mellom vektoren og
vektorens endepunkt nar startpunktet er lagt til origo.

Hyvis vi oversetter definisjonen av vektoraddisjon og
skalar multiplikasjon til kartesiske koordinater, far vi de
naturlige operasjonene for tall-tupler;

(a1,b1,c1) 4 (a2,b2,¢2) = (a1 +az,by + b2, c1 +¢2)
A(a,b,c) = (La,Ab,Ac)

Eksempel 8.1.1. Lav=(1,0,2) ogw=(2,—1,3) vee-
re to vektorer i R3. Da har vi

V+w= (17072)—’_(2’_1’3) = (37_175)

0g
3v=3-(1,0,2) = (3,0,6)

Generelt finnes det ikke noe meningsfullt begrep for
a multiplisere vektorer og fa en ny vektor som svar.
Unntaket er i R? hvor vi har det sikalte kryssproduktet.
Vi har imidlertid et annet begrep, skalarprodukt, som
kan defineres mer generelt og som har mange nyttige
anvendelser.

Definisjon 8.1.1. La v (Viy..eyvn) 08 W =
(W1,...,wy) veere to vektorer i R". Skalarproduktet el-
ler prikkproduktet av v og w er gitt ved

V-W=ViW+---F+v,w,
Skalarproduktet har mange gode egenskaper.

Teorem 8.1.2. La u, v og w veere vektorer i R", og
a,b € R reelle tall. Da har vi
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ju-v=v-u

i) (+v)-w=u-w+v-w

iii) a(u-v) = (au)-v

iv) u-u>0o0gu-u=0 hvis og bare hvisu = 0.

Egenskap iv) kan vi alternativt skrive som
u-u:u%-i----—i—uﬁzo

I analogi med lengder beregnet ved hjelp av Pythagoras
setning kaller vi

Vuru—

lengden til vektoren u.

i+t = u

Eksempel 8.1.2. Lav=(1,0,2) ogw=(2,—1,3). Da
har vi
vow=12+0-(-1)+2-3=8

08

||| =4/22+ (—1)2+32=V14

u

For vektorer i1 planet er har vi en nyttig alternativ for-
mulering av skalarproduktet. La u og v veere to vektorer
i planet og la 8 vere vinkelen mellom dem. Da har vi

u-v=|lu|-||v|]-cosO

Siden cos % = 0 vil en konsekvens av denne formelen
vere:

Teorem 8.1.3. La u og v veere to vektorer i R", forskjel-
lig fra 0-vektoren. Da star u og v normalt pa hverandre
hvis og bare hvis

u-v=>0

Dette resultatet stemmer ogsa for vektorer i R? og
det er derfor hensiktsmessig a gi fglgende generelle
definisjon:

Definisjon 8.1.4. Vi sier at to vektorer w og v i R" star
normalt pa hverandre dersom

u-v=0



8.2 Vektorfelt

Definisjon 8.2.1. En funksjon
F:R"—R"
for et naturlige tall n > 2 kalles et vektorfelt.

Vi beskriver et vektorfelt ved et tuppel av funksjoner

Fxtyeooy0) = (X1, s %)y e ooy fu(xr, oo xn))

Et eksempel pa et vektorfelt er F : R3 — R3 gitt ved
F(xvyvz) = (x2 +y2a-x2 +Zz _Zay)

Eksempel 8.2.1. Hvis vi setter n = m = 3 er et vektor-
felt en funksjon som til hvert punkt i rommet tilordner en
vektor i rommet. F.eks. vil en funksjon som i hvert punkt
i atmosfeeren angir vindretning (vektorens retning) og
vindstyrke (lengden til vektoren) veere et vektorfelt.

Figur 8.1. Vindfelt i atmosfeeren.

Eksempel 8.2.2. Et magnetfelt kan beskrives av som
et vektorfelt. Til et punkt i planet tilordner vi en vektor
som angir magnetfeltets retning i dette punktet. Vi kan
illustrere magnetfeltet ved a bruke jernfilspon oppa en
glasplate med en magnet rett under. Sponet vil da teg-
ne opp feltlinjene, dvs. kurver som i et hvert punkt er
parallelle med vektorfeltet.
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Figur 8.2. Et plant magnetfelt.

Eksempel 8.2.3. La F(x,y) = (siny,sinx) veere et vek-
torfelt i planet. Vi kan illustrere feltet ved da tegne et
passende utvalg av vektorer, en pil i et punkt (x,y) sva-
rer til vektoren (siny, sinx).

R
NN =
NNNNN NN = - s
VAN NN s s S
T T T Pt
2 A A Vb
P AN B A AN Y
' AR N N
KA F VA r e NN
K KKK H oK
VP Eaat S QN
ISP EEE N N

Figur 8.3. F(x,y) = (siny,sinx).

Vi har F(0,0) = (0,0) som svarer til den lyseste delen
av diagrammet. Langs x-aksen vil pilene veere vertikale
siden F(x,0) = (0,sinx), og langs y-aksen vil pilene
veere horisontale.

Eksempel 8.2.4. Vektorfeltet F(x,y) = (—y,x) i planet
kan illustreres slik:

Figur 8.4. Et spiralformet vektorfelt.

Feltet blir spiralformet med gkende lengde pa pilene
etter hvert som vi beveger oss bort fra origo.

8.3 Gradient

Anta vi har gitt en funksjon i flere variable. Vi kan
beregne alle de partielle deriverte og sette dem sammen



i et n-tuppel. Dette tuppelet beskriver et vektorfelt som
vi kaller gradientfeltet til funksojnen. Gradientfeltet
inneholder informasjon om endringene til funksjonen.

Definisjon 8.3.1. La f(xi,...,x,) vere en funksjon i n
variable. Gradienten til f i punktet a = (ay,...,a,) er
gitt ved
af af
v =(=— ey
0= @ 5w

Gradienten definerer et vektorfelt
Vf:R' > R"
som vi kaller gradientfeltet til funksjonen f.

Eksempel 8.3.1. Funksjonen f(x,y,z) = x> +y* +z°
har gradient V f = (2x,2y,2z). Dette feltet sies d veere
et radialfelt, siden gradienten i hvert punkt er parallell
med posisjonsvektoren.
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Figur 8.5. Gradientfeltet til en funksjon i to variable.
Pilene peker i den retningen hvor grafen er brattest. Jo
brattere, jo lenger piler.

Gradienten til en funksjon kan brukes til & finnne
retningen der funksjonen endrer seg mest.

Teorem 8.3.2. Lay= f(xi,...,X,) veere en funksjonin
variable. Da vil V f veere en vektor som peker i retningen
hvor f vokser mest, dvs gradienten star normalt pd
nivamengdene.

Bevis. Lay:R — R, y(t) = (71(¢),...,%(t)) vere
en kurve som er helt inneholdt i en nivaimengde for f,
dvs. F(t) := f(y(t)) = C for alle r. Den generaliserte
kjerneregelen gir at

af
ox,,

F0)= 5504+ 5L 0 = V5000) 7 0)
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hvor produktet er vanlig skalarprodukt mellom vektorer.
Siden F(t) = C er konstant vil dette skalarproduktet
vaere 0, som er det samme som at de to vektorene star
normalt pd hverandre. Kurven ¥(¢) ligger helt inne i
nivdmengden, og den deriverte ¥/ () er derfor tangent
til nivamengden. Men siden gardienten star normalt pa
alle tangenter, star den normalt pa hele mengden. Sa
gradienten star normalt pa nivamengdene. Funksjonen
er konstant langs nivimengdene og den retningen som
gir stgrst endring er den retningen som er lengst fra a
ligge i nivamengdene, nemlig retningene normalt pa
nivamengden. O

Eksempel 8.3.2. Gradienten til funksjonen f(x,y,z) =
x? +y*+ 2% er Vf = (2x,2y,2z), mens nivdflatene er
kuleskall gitt ved x* 4+ y* + 7> = C. Det stemmer godt
med at V f = 2(x,y,z) stdr normalt pd kuleskallene.

Eksempel 8.3.3. La f(x,y,z) = xyz. Da er Vf =
(¥2,X2,Xy)-

Vi kan bruke gradienten til a beregne endringen av
funksjonen langs en vektor. Vi har fglgende definisjon.

Definisjon 8.3.3. Den retningsderiverte til en funksjon
f:R" = Riet punkt (ay,...,a,) langs en vektor v =
(Vi,...,vn), er gitt ved

fla,...;an) =Vflay,...,a) v
der - betegner vanlig skalarprodukt mellom to vektorer.

Den retningsderiverte til en funksjon gir endringen
av funksjonen langs den aktuelle vektoren. Vi skal ikke
bevise dette resultatet generelt, men heller se pa et ek-
sempel.

Eksempel 8.3.4. Vi betrakter funksjonen f(x,y) =1—
xy +y?. Gradienten er gitt ved V f = (—y, —x+2y). Vi
skal studere hvordan funksjonen ser ut i punktet (1,1).
Verdien av gradienten i dette punktet er Vf(1,1) =
(—1,1). Det betyr at funksjonen har sin stgrste endring
i retningen (—1,1).

Lay=ax+ (1—a). For alle verdier av a er dette en
rett linje som gdr gjennom punktet (1,1) med stignings-
tall a. Vi kan restriktere funksjonen f(x,y) til denne
linja, dvs. vi setter inn y = ax+ (1 — a) i funksjonsut-
trykket. Det gir oss verdien av funksjonen langs denne



linja, og vi kaller den h,(x). Vi har
ha(x) = f(x,ax+ (1 —a))
=1—x(ax+ (1 —a)) + (ax+ (1 —a))?
= (d® —a)X® +(—2a*+3a—1)x
+(@® —2a+2)
Den deriverte av denne funksjonen er gitt ved
hg (%) =2(

og h,(1) =2(a*—a)+(-2a*+3a—1)=a—1.
Retningen til linja y = ax+ (1 — a) er gitt ved vekto-

renv = (l,a). Det gir

S =Vf(1,1)-(1,a) = (a—1)

0g Vvi ser at de to utregningsmdtene gir samme resultat.

La nd alle retningene gitt ved vektorene v = (1,a) for
varierende a ha samme lengde, dvs. vi deler vektorene
med sin egen lengde;

2

@ —a)x+ (—2a* +3a—1)

v

L _(1a)

Dette gir oss et uttrykk for verdien av de retningsderi-
verte som en funksjon av a, gitt ved

M

a—1
V1+a?

Deriverer vi denne funksjonen med hensyn pd a og setter
svaret lik O far vi (etter litt regning)

R(a)

1
Rla) == =
(1+a2)2
eller a = —1, som passer med det vi fant tidligere, nem-

lig at den stgrste endringen skjer i retningen langs
(1,—1). I dette eksemplet trenger vi ikke G bry oss noe
om hvor vidt denne retningen gir oss et maksimum eller
et minimum. Retningen som gir oss et maksimum vil,
med motsatt fortegn gi oss retningen for minimum.

Eksempel 8.3.5. Vi har gitt en funksjon f(x,y,z) =
x% +yz+272+ 1 og er interessert i d finne den retnings-
deriverte av f(x,y,z) langs vektoren v = (2,—1,0) i
punktet P = (1,1,1).

Vi regner forst ut gradienten til funksjonen, Vf =
(2x,z,y+4z), og i punktet Vf(1,1,1) = (2,1,5). Det
gir retningsderivert langs vektoren v = (2,—1,0) gitt
ved

f(2,7l70) =Vf(1,1,1)-(2,-1,0)
—(2,1,5)-(2,—1,0) = 3
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8.4 Konservative felt

I forrige avsnitt introduserte vi gradienten til en funk-
sjon, som en naturlig generalisering av den deriverte til
en funksjon i en variabel. Et naturlig spgrsmal a stille
i en slik sammenheng er om vi har noe vi kan kalle
anti-derivasjon.

Problem 8.4.1. Gitt et vektorfelt F : R" — R". Kan vi
finne en funksjon f :R" — R slikat F =V f?

Dette er et sveert viktig problem, og funksjoner som
gir oss et ja-svar pa spgrsmalet har derfor fatt et eget
navn.

Definisjon 8.4.2. Et vektorfelt F som er slik at det fin-
nes en funksjon f slik at F =V f kalles et konservativt
vektorfelt, og funksjonen f kalles et potensial for F.

Vi sier at funksjonen f er ett potensial, fordi poten-
sialet ikke er entydig. Det finnes mange av dem.

Det er ikke alltid sa enkelt a avgjgre om et felt er
konservativt, men det er mye enklere & fastsla at et
felt ikke er konservativt. Det er innholdet i det neste
resultatet. Vi gir resultatet for vektorfelt piA R%, men
tilsvarende resultat finnes for mer generelle vektorfelt i
hgyere dimensjoner.

Teorem 8.4.3. La F(x,y) = (p(x,y),q(x,y)) veere et
vektorfelt pa R?. En ngdvendig betingelse for at vektor-
feltet er konservativt er at

o9 _9%4
dy Ox
Bevis. Et konservativt felt har et potensial slik at F =
af d
Vi=(%.%)=(p.q) og
o _dq_ P Pf _
dy Jdx OJxdy dydx

O

Merk. Selv om denne betingelsen er oppfyllt er det
ikke sikkert at vektorfeltet har et potensial. F.eks. er be-
tingelsen oppfyllt for F(x,y) = (ﬁ, ﬁ) (utenfor
origo), men i dette tilfellet finnnes det ikke noe potensial.
Vi skal komme tilbake til dette eksemplet senere.

Eksempel 8.4.1. Vi har gitt et vektorfelt

F(x,y) = (20", 4x%)



Vi skal teste om vektorfeltet kan ha et potensial. Vi gjpr
derivasjonstesten

d

J 2.3\ 3
PR (4x"y’) = 8xy

2ty =8x°
(2xy") = 8xy e
Det gikk bra, og det er dermed gode muligheter for at
det finnes et potensial f = f(x,y).

Nar vi har fastslatt at det ikke er noe i veien for at
det finnes et potensial, melder spgrsmaélet seg om vi
kan finne dette potensialet altsd om vi kan anti-derivere
vektorfeltet.

Dersom et vektorfelt F (x,y) = (p(x,y),q(xy)) er kon-
servativt, dvs. at det finnes en funksjon f(x,y) slik at
F =Vf,savetviat

of

=%

of

50 q(x,y)

p(x,y)

Betrakter vi variablen y som en konstant, kan vi forsgke
4 anti-derivere p(x,y) med hensyn pé variabelen x. Anta
at det gér bra, og at vi har funnet en funksjon & (x,y)
slik at dens partielt deriverte med hensyn pa x er p(x,y),
h(x,y) er dermed en kandidat til & veere et potensial
for vektorfeltet. Her ma vi imidlertid huske pa en viktig
detalj, nar vi anti-deriverer med hensyn pa x og betrakter
y som en konstant, vil integrasjonskonstanten ikke bare
vere en konstant, men en vilkarlig funksjon i y. Slike
funksjoner vil jo deriveres pa O nér y betraktes som en
konstant og vi deriverer med hensyn pa x. Vi skriver
derfor h(x,y) = f(x,y) +g(y), der g(y) er en vilkarlig
funksjon i y.

Dersom denne funksjonen skal vere en god kandidat
til vektorfeltet, ma dens partielt deriverte med hensyn pa
y veere den andre funksjonen ¢(x,y). Vi deriverer med
hensyn pa y og far

oh_ 97 )

dy 9y
Dette uttrykket sammenlikner vi med ¢(x,y), dvs, vi
setter

af

/
2y +£'()

q(x,y) =
Dersom vektorfeltet er konservativt kan vi na alltid finne
en funksjon g(y) slik at dette er oppfylt.
Det er mye lettere a fglge denne prosedyren dersom
vi tar for oss et konkret eksempel, og vi fortsetter derfor
pa eksempel 8.4.1.
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Eksempel 8.4.2. Vi har gitt vektorfeltet
F(x,y) = 20",4x°y%)

og har i Eksempel 8.4.1 sett at derivasjonstesten ikke
legger noen hindringer i veien for at vektorfeltet har et
potensial. Vi ma i sd fall ha

of

9 _ 420
ox Y

2xy*,
dy

Integrerer vi 2xy* med hensyn pd x far vi x*y* + g(y),
der g(y) er en funksjon kun i y og som forsvinner ndr
vi deriverer med hensyn pad x. Vi deriverer denne funk-
sjonen med hensyn pd 'y og sammenlikner med uttrykket
over,

d
% (' +g(y) =4x7y’ +8'(v)

Siden dette skal veere lik 4x>y* slutter vi at g'(y) =0
eller at g(y) = K dvs. konstant. Et generelt potensial er
derfor gitt ved

flxy) =2y +K
0g nad har vi funnet alle potensialfunksjonene.

Eksempel 8.4.3. Vi har gitt et vektorfelt
F(x,y) = (35" — 6xy, —3x> + 3)?)

Vi skal prgve a finne et potensial for ¥. Vi gjgr deriva-
sjonstesten

d d
a—y(3x2 —6xy) = —6x, a(—3x2 +3y%) = —6x
Det gikk bra, og det er dermed gode muligheter for at
det finnes et potensial f(x,y) slikatF =V f. Vimd i sd
fall ha
o _ of __
ox B

3x% — 6xy, Iy

3x% 4 3y?

3

Integrerer vi 3x*> — 6xy med hensyn pd x far vi x> —
3x%y +g(y), der g(y) er en funksjon kun i y og som
gir 0 nar vi deriverer med hensyn pa x. Vi deriverer
denne funksjonen med hensyn pa 'y og sammenlikner
med uttrykket over.

9 (324 g)) = 32 +¢(y)

dy
Siden dette skal veere lik —3x> +3y? slutter vi at g'(y) =
3y% og gly)= v3 +K hvor K er en integrasjonskonstant.
Et generelt potensial er derfor gitt ved

flry)=x =3y +y +K



Merk at det ikke er noe i veien for a bytte om
rekkefglgen pa anti-derivasjonene med hensyn pa x og
y. Dersom vektorfeltet er konservativt vil svaret uansett
bli det samme. Vi kan illustrere dette i eksempelet over.

Eksempel 8.4.4. Vi skal finne et potensial for det kon-
servative feltet

F(x,y) = (3% — 6xy,—3x* +3)%)
Vi tar utgangspunkt i

af

ox

of

3x% +3y?
dx A+ Sy

= 3x% — 6xy,
og integrerer —3x> +3y* med hensyn pd y. Det gir
flxy) = / =3 437 dy = =37y 4+’ +¢(x)

der g(x) er en funksjon kun i x og som gir 0 ndr vi deri-
verer med hensyn pa y. Vi deriverer denne funksjonen
med hensyn pd x og sammenlikner,

d
(=3x%y+y +g(x)) = —6xy+g'(x)

ox

Siden dette skal veere lik 3x> — 6xy slutter vi at g'(x) =
3x2 0g g(x) = x>+ K hvor K er en integrasjonskonstant.
Et generelt potensial er derfor gitt ved

flry) =x =3y +y’ +K

som er det samme som Vi fant tidligere.

8.5 Virvling

Vi har sett at nar vi har gitt et vektorfelt F(x,y) =
(p(x,y),q(x,y)) kan vi bruke en derivert-test for a av-
gjgre om feltet er konservativt, dvs. om det kan skrives
som en gradient av en funksjon i flere variable. Testen
sammenlikner de partiellderiverte

9q dp

ax % 9y
og konklusjonen er at likhet er en ngdvendig betingelse
for at feltet er konservativt. Det betyr at differansen

dq dp

dx dy

har en viktig rolle i 4 avgjgre om et felt er konservativt.
Uttrykket har fatt et eget navn, vi kaller det virvlingen
til feltet og bruker betegnelsen curl.
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Definisjon 8.5.1. La F(x,y) = (p(x,y),q(x,y)) veere et
plant vektorfelt. Vi definerer virvlingen til F, curl(F)

ved
_dq dp

~ dx  dy

Vi skal etter hvert se pa hvorfor vi kaller dette for
virvling. Vi skal fgrst regne ut virvlingen til noen vek-
torfelt:

curl(F)

Eksempel 8.5.1. La F(x,y) = (x,y) vere et radialt vek-
torfelt. Da er virvlingen til F

~Jd 9

curl(F) % a—yx =

0

sd feltet er konservativt, gitt ved F = V f, der f(x,y) =
T2+ +C

Eksempel 8.5.2. La F(x,y) = (—y,x) veere et sirkulcert
vektorfelt. Da er virvlingen til F

d d

curl(F) = 5 a—y(fy)

=2

dvs. at virvlingen er konstant i hele planet.

Eksempel 8.5.3. Et konstant vektorfelt F(x,y) = (a,b)
har selvfplgelig ikke noen virvling, siden

d d

curl(F) = e a—yb

0

a—

Feltet er gradienten til funksjonen f(x,y) = ax+by+C,
dvs. en linecer funksjon.

Navnet virvling indikerer at det er noe ved vektorfel-
tet som danner en eller annen form for sirkuler beve-
gelse. Det stemmer, men begrepet er litt mer subtilt enn
som sd. Selv et vektorfelt der alle pilene peker i samme
retning kan ha virvling.

Eksempel 8.5.4. La F(x,y) = (y,0) veere et vektorfelt
der alle pilene peker i x-retning. Virvlingen til F er gitt

ved
0 0

Grunnen til at vi far en ikke-null virvling i dette eksem-
pelet er at stgrrelsen pd feltet pker ndr vi beveger oss ut
fra x-aksen.

curl(F) -1

En mate a visualisere virvling er som fglger. Vi tenker
oss at vi fyller hele planet med mennesker som beveger
seg med vektorfeltet. Det betyr at de i et hvert punkt



beveger seg i den retningen som feltet foreskriver og
med en hastighet gitt ved lengden av vektoren i punk-
tet. For eksempel vil feltet F(x,y) = (p(x,y),q(x,y)) i
punktet (a,b) ha retning (p(a,b),q(a,b)) og stgrrelse
V/p(a,b)? +q(a,b)?. For & male virvlingen i feltet i
punktet (a,b) plasserer vi en stolpe i punktet. Stolpen
ma bli verende i punktet, men ma kunne sirkulere fritt
om sin egen akse. Nar folkemassen beveger seg med
feltet vil virvlingen i stolpen presis beskrive virvlin-
gen i feltet. I det ene eksempelet over sa vi at feltet
F(x,y) = (,0) har virvling curl(F) = —1 selv om hele
kgen gér i samme retning, langs x-aksen. Imidlertid gar
de fortere og fortere jo lenger ut fra x-aksen vi kommer.
Det betyr at en stolpe som er plassert i folkemassen blir
skubbet mer pa den ene enn den andre siden, og derfor
vil rotere.

Eksempel 8.5.5. Vi skal regne ut virvlingen til retnings-
diagrammet til funksjonen y = g(x). Retningsdiagram-
met er i hvert punkt gitt som et vektorfelt G(x,y) =
(1,¢'(x)). Virvlingen blir da

d

curl(G) = ag/(x) _9

1 — "
5 =8 (x)
Det betyr at virvlingen i dette tilfellet mdles av samme
uttrykk som mdler funksjonenes krumning.

Vi kan gi en romlig versjon av begrepet virvling. I
det tilfellet vil virvlingen vaere et nytt vektorfelt.

Definisjon 8.5.2. La
F(x,y,2) = (p(x,5,2),9(x,y,2),7(x,,2))

veere et vektorfelt i rommet. Vi definerer virvlingen til F,
curl(F) ved

dr dq dp dr dq dp

dz’ dz  oJx’ odx

Betrakt nd et vektorfelt i planet, gitt ved at r(x,y,z) =
0 og slik at p og ¢ er konstante med hensyn pa z. Alle
vektorene i feltet er parallelle med xy-planet, og for gitte
verdier av x og y er vektorene de samme for alle valg av
z. Dette er det nermeste vi kommer en romlig versjon
av et plant vektorfelt. Det gir

curl (F) = (

dq Jdp

" ox 19y)

Mao. er virvlingen til et plant vektorfelt gitt ved en
retning ut av planet og i den retningen er stgrrelsen
pa feltet lik med definisjonen av virvling for et plant
vektorfelt. De to definisjonene er dermed konsistente,
men vi skal i vare eksempler holde oss til den plane
versjonen.

curl(F) = (0,0
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Oppgaver

Oppgave 1. Regn ut
a) (2,3)4(0,1)
b) (1,3,0)+(2,—1,1)
c) (1,0,1,0)+(-1,1,—1,1)
Oppgave 2. Regn ut
a) (2,3)-(0,1)
b) (1,3,0)-(2,—1,1)
c) (1,0,1,0)-(—1,1,—1,1)
Oppgave 3. Regn ut
a) (a,b)+(—a,—D)
b) (¢,3t,2t)+ (t,—2t,—t)
c) (x¥2)+ 0 2,x) + (z,x,)
Oppgave 4. Regn ut
a) (x,y)-(1,1)
b) (s,t,u)-(2,—1,1)
c) (1,—1—,1)-(2,2¢,3¢)
Oppgave 5. Regn ut gradienten til funksjonene
a) f(x,y) =x>+y*sin (xy)
b) f(x,y)=e cosy
¢) flxy) =27y
Oppgave 6. Regn ut gradienten til funksjonene
a) f(x,y,z) = x> +y7sin (xy) +xyz
b) f(x,y,z,w)=e"*(cosy+sinw)
c) f(xl,X2,...,x,,):x%—i—x%—i—n-—&—xﬁ

Oppgave 7. Avgjsr om vektorfeltet er konservativt og
finn i sa fall et potensial.

a) Flx,y) = (3x%y* + 1,26y +1)
b) F(x,y) = (3x%¢”,2x3¢)

c) F(x,y) = (ycos (xy),xcos (xy))



Oppgave 8. Avgjor om vektorfeltet har et potensial, og
finn i sa fall dette.

a) Flx,y) = (ye?,xe")
b) F(x,y) = (sinx,cosx)

Oppgave 9. Avgjgr om vektorfeltet er konservativt og
finn i sa fall et potensial.

a) F(x,y) = (x,y)
b) F(x,y) = (3x%y,x*)
C) F(X,y) = (zxey+y’x26y _-x_zy)

Oppgave 10. Vis at et konstant vektorfelt er konserva-
tivt. Finn et potensial for et konstant vektorfelt.

Oppgave 11. Beregn virvlingen for vektorfeltene.
a) F(x,y) = (¥y,xy°)
b) F(x,y) = (x,x)
c) Flx,y) = (*.+%)
Oppgave 12. Gitt et vektorfelt
F(x,y) = (% =y x° —»%)
a) Beregn virvlingen til vektorfeltet.

b) Finn de kritiske punktene til virvlingen og avgjor
hvor den har sin minste verdi.

Oppgave 13. Beregn virvlingen for vektorfeltene.
a) F(x,y) = (3x%y? + 1,23y +1)
b) F(x,y) = (3x%¢",2x3¢”)
¢) Flx,y) = (yeos (xy), xcos (xy))

Oppgave 14. Beregn sirkulajonen til vektorfeltene og
finn deres stgrste verdi.

a) Flx,y) = (ye¥,xe")
b) F(x,y) = (siny,cosx)

Oppgave 15. Vi har gitt en nivikurve f(x,y) = C. Tan-

gentvektorfeltet til denne kurven er gitt ved T(x,y) =
(- %’ 3—{‘) Vis at virvlingen til tangentfeltet er gitt ved
JSxx + fyy, hvor vi bruker notasjonen f, = % osV.
Oppgave 16. Regn ut fi. + fyy for funksjonene

a) f(x,y)=2x+3y—1

b) flx,y)=x*+2y*—1

c) flx,y)=e"
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Kapittel 9

Kurveintegraler

I dette kapitlet skal vi studere kurver i planet og se
pa hvordan vi kan integrere funksjoner som er definert
over slike kurver. Nar vi integrerer langs x-aksen kan vi
tenke oss integralet som en uendelig sum av arealene til
uendelig mange uendelig smale rektangler. Vi gjgr det
samme langs en kurve, men nd erstatter vi differensialet
dx med et tilsvarende uendelig lite segment ds langs
kurven. Integralet blir i prinsippet det samme.

Vi skal ogsa se hvordan vi beregner verdien av et vek-
torfelt langs en kurve. Et av hovedresultatene for kurve-
integraler sier at integralet av et konservativt vektorfelt
langs en lukket kurve er 0, alternativt at kurveintegraler
1 et konservativt felt kun avhenger av endepunktene. Vi
skal se nzermere pa dette resultatet.

9.1 Parametriserte kurver

Vi har tidligere beskrevet kurver pa to forskjellige mater.
Den ene er som grafen til en funksjon y = f(x) =
V1 —x2, og den andre er som lgsningene av en likning,
x%+y? = 1. Begge deler beskriver en sirkel (halvsir-
kel). En tredje mate & beskrive kurver i planet er ved
parametriserte kurver. La

r(t) =

hvor 0 <t < 2m. Vi betrakter r(¢) for hver ¢ som et
punkt i planet. Til sammen vil alle punktene r(¢), nar ¢
gjennomlgper intervallet [0,27) beskrive enhetssirkelen
i planet. Hvis vi skriver r(¢) = (x(¢),y(¢)), hvor x(¢) =
cost og y(t) = sint, har vi at x(¢)? +y(¢)?> = 1. Det gir
oss tilbake likningen for en sirkel.

(cost,sint)

Definisjon 9.1.1. Funksjonen

fort € I CR, kalles en parametrisert kurve.

Eksempel 9.1.1. Parametriseringen r(t) =
(Rcost,Rsint) med t € [0,2m) beskriver en sir-
kel med radius R.

Eksempel 9.1.2. En parabel kan parametriseres ved
r(t) = (t,£%), t €R.

Generelt kan vi parametrisere grafen til en funksjon
y=f(x) vedr(t) = (¢, f(¢)). Dette gir oss en overgang
fra beskrivelse av en kurve som grafen til en funksjon
til en parametrisering av den samme kurven.

Eksempel 9.1.3. Parametriseringen r(t) =
(V2 +1* /12 —1t*) beskriver en lemniscate.
J P
1«8

L/\

Figur 9.1. Niels Henrik Abels hdandtegnede lemniskate.

Det er ikke alltid helt enkelt & gi likningen til en kurve
pa bakgrunn av en parametrisering og vice versa. I noen
tilfeller, slik som med lemniscaten i eksempelet over,
kan vi fa det til. Vi setter

x=x(t) =2+t y=y(t)=Vir—rt
Det gir
L=+t YP=r-r
og
X4y =27 ¥ —yr =2



Kvadrerer vi det fgrste uttrykket og sammenlikner med
det andre, far vi likningen

(+y)? =2(x"—y%)

som er likningen for Abels lemniscate.

Gitt en plan kurve C C R? og et punkt P € C pa
kurven. En tangentvektor til kurven i punktet P er en
vektor (med startpunkt i P) som er parallell med tangen-
ten til kurven i punktet. En normalvektor til kurven C
i punktet P er tilsvarende en vektor som stér normalt pa
tangenten i punktet. Vi kan finne en tangentvektor til
den parametriserte kurven i et punkt ved & derivere de
to definerende funksjonene;

914. Vi har gitt
(Rcost,Rsint). Det gir tangentvek-
tor = (—Rsint,Rcost) og normalvektor
r'()* (—Rcost,—Rsint). I dette tilfellet vil
posisjonsvektoren ¥(t) og normalvektoren ' (t)* peke i
motsatt retning.

Eksempel sirkel ved

r(r) =
r'(1)

en

Eksempel 9.1.5. Parablen kan beskrives ved r(t) =
(t,*) og vi har tangentvektor ¥'(t) = (1,2t) og normal-
vektor v/ (1) = (=2¢,1).

Vi skal komme tilbake til anvendelser av tangent- og
normalvektorer.

9.2 Buelengde

Nar vi har gitt en kurve vil vi i mange tilfeller vere
interessert i beregne lengden av kurven, vi omtaler den-
ne lengden som buelengden. Problemet er at de eneste
lengdene vi formelt sett kan regne ut er lengden av rette
linjer, mens kurvene vére i sveart fa tilfeller vil vare
rette linjer. Vi skal derfor beregne buelengder ved a
tilneerme kurven med stykkvis rette linjer, som vi kan
regne ut lengden til. Vi gjgr denne oppdelingen finere
og finere, dvs. vi tilnermer med flere og flere, kortere og
kortere rette linjer, og grenseverdien nar vi lar antallet
rette linjestykker gd mot uendelig vil gi oss buelengden.

Vi betrakter et lite buesegment, As som pa figuren.
Vi lar Ax og Ay vere x- og y-koordinatene til As. Ved
Pythagoras teorem fir vi at (As)? ~ (Ax)? + (Ay)?, og
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As ~ \/(Ax)? + (Ay)?. Feilen vi gjgr ved denne tilner-

mingen blir mindre og mindre (og gar faktisk mot 0)

nar vi lar As — 0.
As Ay
AX

Figur 9.2. Et buesegment As, tilncermet med en rett
linje.

Vi deler dette uttrykket med Ar og far
A AL Ay
ATV A At

Nar vi gar til grensen At — 0 vil ogsd As — 0 og vi far

likheten

)24 (

As ds B dx @

e “\2 2
AtIEIOAt dt (dt) Jr(a’t)
som vi kan skrive
ds=/(X'(1))> + ('(r))?dt

Pa samme mate som vi har tolket dx som et uendelig
lite linjestykke langs x-aksen, kan vi tolke ds som et
uendelig lite linjestykke langs kurven. Uttrykket for ds
beskriver forholdet mellom lengden av det lille bueseg-
mentet og lengden av det tilsvarende lille linjestykket
dt pa parameteraksen. Dette kan vi bruke til & beregne
buelengden.

Definisjon 9.2.1. Buelengden B til kurven C : x(t) =
(f(£),g(t)) mellomt = a og t = b er gitt ved integralet

p=[as= [ 0P+ era

Eksempel 9.2.1. Buelengden til kurven r(t)
(Rcost,Rsint) mellom t =0 og t = 27 er gitt ved inte-
gralet

2
B= / \/(—Rsint)2 + (Rcost)?dt
0

21
:/ RV/sint + cos? dt
0

2T
= [ Rdr=[R1]}" =2nR
JO



som vi gjenkjenner som omkretsen til en sirkel med
radius R.

Eksempel 9.2.2. Buelengden til kurven r(t) = (t, %t%)
mellomt =0 og t = 3 er gitt ved integralet

. t%)2dt

23
VG5

14

3
:/ V14tdt
0

Sa+niR=26-1)

Til slutt tar vi med et eksempel hvor vi beregner
buelengden til en rett linje og ser at det faktisk blir
lengden av den rette linja.

Eksempel 9.2.3. Linjestykket mellom origo og punktet
(1,1) kan parametriseres ved r(t) = (t,t) der 0 <t < 1.
Det gir buelengde

B:/OI,/(1)2+(1)2dt:/01ﬁdt:ﬁ

som presis er lengden av linja, beregnet ved Pythagoras
setning.

9.3 Kurveintegraler

Hyvis vi kombinerer det vi har sagt om buelengde med
var kunnskap om integraler kan vi definere mer generel-
le kurveintegraler. Gitt en funksjon f(x,y) i to variable
og en kurve r(¢). Vi skal beregne integralet av funksjo-
nen f langs kurven r.

Definisjon 9.3.1. Kurveintegralet av en kontinuer-

lig funksjon f(x,y) langs kurven C gitt ved r(t)
(x(2),y(2)) mellomt = a ogt = b er gitt ved

Lras= [ 16000y /wwr+ oo pa

Eksempel 9.3.1. Vi skal beregne kurveintegralet av
funksjonen f(x,y) = % langs parabelen P, gitt ved

r(t) = (t,3?) mellom t = 0 og t = \/3. Merk at langs
denne kurven ser funksjonen ut som
1, 2 1
) =ft,=t") ===~
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og integralet blir

V3
/ fds= / FO),v() -1/ (1)? + (0)2dr
P 0
=/\/§1t-\/1+t2dt:1(43—1)
o 2 6
=+ =]

Eksempel 9.3.2. Vi skal beregne kurveintegralet av
Sfunksjonen f(x,y) = —y langs sirkelen C, gitt ved
r(t) = (Rcost,Rsint) frat =0 til t = 27. Langs denne
kurven ser funksjonen ut som

f(r(¢)) = f(Rcost,Rsint) = —Rsint

Det gir integral

. 2n
/ fds= [ Fx(0).5(1)) -/ (~Rsint)? + (Reosi)di
C 0

27
R%sintdt = —R*[—cost]3" =0

Integralet i det siste eksempelet beregnes rundt en hel
sirkel slik at de to endepunktene faktisk er samme punkt
i planet, r(0) = r(2x). Slike integral har et eget (meget
illustrerende) symbol, vi skriver

?ifds

som betyr at vi integrerer f langs en lukket kurve C.

9.4 Integrere vektorfelt

I forrige avsnitt integrerte vi funksjoner langs en kurve.
Vi kan ogsa integrere vektorfelt langs kurver. Ideen er
som fglger. Vi tenker oss at vi dekomponerer vektorfel-
tet i en komponent langs med kurven og en komponent
normalt pa kurven, dvs. i hvert punkt pa kurven skri-
ver vi vektorfeltet som en sum av en vektor som ligger
langs kurven og en vektor som star normalt pa kurven.
Sa bestemmer vi oss for at den komponenten som star
normalt pa kurven ikke skal gi noe bidrag til integralet,
og vi star igjen med komponenten langs med kurven.
Denne komponenten finner vi ved a ta prikkproduktet av
vektorfeltet med en tangentvektor til kurven i punktet,
av lengde 1. Vi vil at tangentvektoren skal ha lengde 1
fordi vi ikke vil at lengden av denne vektoren skal spille
inn pa resultatet, kun retningen av den.



For & finne en tangentvektor av lengde 1 bruker vi
tangentvektoren definert i forrige avsnitt, og deler den
pa sin egen lengde. Da far vi en tangentvektor av lengde

1.
RO NNCLORZ0)
WP 4y (1)

Tel) = 170

Definisjon 9.4.1. La F(x,y) = (p(x,y),q(x,y)) veere et
vektorfelt i planet og r(t) = (x(¢),y(t)) en parametrise-
ring av kurven C i det samme planet. Verdien av vek-
torfeltet F langs C er en funksjon i to variable gitt ved

F-Tc = (p(r(r)),q(r(2)))-
_ pr(@)¥ (1) +4q(r()y' (1)
V()2 4y (1)?

Pa denne maten har vi skaffet oss en funksjon, defi-
nert i hvert punkt pa kurven.

Eksempel 9.4.1. La f(x,y) veere en funksjon i to vari-
able og anta at den parametriserte kurven C gitt ved
r(t) = (x(¢),y(t)) beskriver en nivakurve for funksjonen,
dvs. at f((x(t),y(t))) = ¢, c en konstant. Gradienten til
f danner et vektorfelt V f i planet. Da er verdien av
vektorfeltet V f langs nivakurven C lik 0. Vi kan se dette
ved d regne ut

_ iy 2y

~ dx 3yy

= A (1) = e =0

Vf-Te(t) X(t)+ 55 (0)

der overgangen fra fgrste til andre linje er kjernerege-
len for derivasjon. Alternativt kunne vi dedusert dette
direkte siden vi vet at gradienten til en funksjon stdr
normalt pd nivakurvene til funksjonen, og dermed ogsa
normalt pa tangentene til nivakurvene, og det er akkurat
skalar-produktet mellom disse to vektorene vi regner ut.

Eksempel 9.4.2. La f(t) = (Rcost,Rsint) og g(x,y) =
xy. Da har vi h(t) = g(f(t)) = R*costssint og

H(e)

= —R?sin’r + R?cos’t = R*(cos*t —sin’1)

Bruker vi kjerneregelen pa den samme funksjonen far vi

W (t) = (y,x) - (—Rsint,Rcost)
= Rsint(—Rsint) + RcostRcost

= R*(cos’r —sin’1)

siden x = Rcost, og y = Rsint.
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Da har vi samlet nok bakgrunn til & kunne integrere
et vektorfelt langs en kurve.

Definisjon 9.4.2. La F(x,y) = (P(x,y),0(x,y)) veere
et vektorfelt i planet og r(t) = (x(1),y(t)), a <t <b
en parametrisering av kurven C i det samme planet.
Kurveintegralet av vektorfeltet F langs C er gitt ved
b
LF-Teds = [ ()¢ 0+ (@) (1)
a

dr

For kurven r(¢) har vi & = Tc - [|[¥'(r)|| og ds =
|lt'(¢)] dt. Kombinerer vi disse fér vi

F-Tcds =F-dr

Heretter vil vi hovedsakelig bruke denne notasjonen for
integralet av vektorfeltet F langs kurven r(z).

Eksempel 9.4.3. La F(x,y) = (—y,x) veere et vektor-
felt i planet (tangentfeltet til konsentriske sirkler) og
r(t) = (Rcost,Rsint), 0 <t < 2, en sirkuleer kurve.
Kurveintegralet av vektorfeltet F langs C er gitt ved

/F'dr
c

27
= / (—Rsint)(—Rsint) + Rcost - Rcost dt
0

21
= R*(sin’t +cos?t) dt
0
21
= [ R*dr=27R?
0

Eksempel 9.4.4. La F(x,y) = (2y,—x) vere et vektor-
feltiplanet og x(t) = (¢, %tz), 0 <t < 1. Kurveintegralet
av vektorfeltet F langs C er gitt ved

/CF~dr:/01F(7(t))-?/(t)dt
:/Ol(tz'1+(—t)t)dt:0

Hvorfor blir dette 0? Kurven er parabelen'y = f(x) =
%xZ. Tangentvektoren i punktet (x,y) har stigningstall
f(x) =x, dvs. tangentvektorfeltet har retning (1,x). Det
oppgitte vektorfeltet har retning (2y, —x). Prikkproduk-
tet av disse to retningene er (1,x) - (2y, —x) = 2y — x.
Men pa kurven y = %xz er dette tallet lik 0, og vektor-
feltet har derfor ingen verdi langs med kurven.



9.5 Kurveintegraler i konservati-
ve felt

Na har vi kommet fram til et hovedresultat for kurve-
integraler. Resultatet dreier seg om kurveintegraler i
konservative felt. Vi starter med en funksjon f(x,y) og
ser pa gardientfeltet F = V f. Dette feltet er pr. defini-
sjon konservativt. Vi lar C vare en lukket kurve i planet,
gitt ved en parametrisering r(r) = (x(¢),y(¢)),a <t <b
slik at r(a) = r(b). Da har vi

JFar= [ ¥ (e0))- (0. @)

= [ Ly <0+ Lawy v wa
:LQﬁmmm:vmmm
= f(r(a)) — f(x(b) =0

Dermed har vi bevist fglgende teorem:

Teorem 9.5.1. Kurveintegralet av et konservativt felt F,
langs en lukket kurve C er 0;

]{F~dr:0
c

Korollar 9.5.2. Kurveintegralet av et konservativt felt
F = Vf er kun avhengig av verdien av potensialet f i
kurvens endepunkter;

/CVf~dr:f(P1)*f(P0)

derr(a) = po og r(b) = p er endepunktene til kurven
C gitt ved R : [a,b] — R?

Bevis. La C' vere en annen, vilkarlig kurve mellom
de to endepunktene. Vi setter sammen de to kurvene
ved 4 gjennomlgpe C’ baklengs slik at vi far en lukket
kurve. Kurveintegralet langs denne kurven er 0, og de
to kurveintegralene, over C og C' ma vere like. O

Eksempel 9.5.1. [ kapittel 6.3 pasto vi at vektorfeltet
F(x,y)=( )ﬁyyz, ﬁ) ikke er konservativt. Det kan vi
nd vise pd fplgende mdte: La C veere enhetssirkelen gitt
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ved r(t) = (cost,sint), t € [0,27]. Da har vi

2
fF~dr:/ (
c 0 co

_/ cos2 +sin’t
=2n#0

—sint cost

s2t +sin?t’ cos?t + sin?t
- (—sint,cost) dt

2T
:/ 1dt
JO

som betyr at feltet ikke kan veere konservativt.

27 sin®f + cos? t

Eksempel 9.5.2. En viktig anvendelse av dette teore-
met/korollaret er gravitasjonsfeltet rundt jorda.

Figur 9.3. Gravitasjonsfeltet rundt jordkloden

Dette er et konservativt felt der potensialet kun er av-
hengig av avstanden til jordas sentrum, dvs. hgyden
over havoverflaten. Kurveintegraler i et gravitasjonsfelt
maler energiforbruk langs kurven. Resultatet sier da
at energiforbruket ved a bevege seg fra et punkt til et
annet punkt kun avhenger av differansen mellom de to
punktenes hgyde over havoverflaten.

Eksempel 9.5.3. Et eksempel pa et ikke-konservativt
krafifelt er feltet som over et omrade beskriver vindret-
ning og -styrke.




Figur 9.4. Et fyr pa et veerutsatt sted pd Vestlandet.

Vi antar at det i omrddet befinner seg noen store steiner,
fyn, treer e.l. Skal man bevege seg mot vinden, og man
gnsker a bruke minst mulig krefter, prover man a ga
man mest mulig i le av steinene eller treerne, der motvin-
den er svakest. Energiforbruket langs en kurve i dette
vindfeltet er presis kurveintegralet langs kurven, og det
er som vi alle har erfart, avhengig av valg av vei, dvs.
feltet er ikke konservativt.
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Oppgaver

Oppgave 1. Skriv kurvene pa parameterform:

a) x—y=0
b) x> —y=2
c) ¥4+yr=1

Oppgave 2. Finn en likning for de parametriserte kur-
vene

a) r(t) =(2t+1,1-2)
b) x(t) = (*,1*)

c) r(t) = (sin’t,t — 1)

Oppgave 3. Finn skjeringspunktene mellom de to kur-
vener|(t) = (> +1,1+1) og ra(u) = (2u,4 —2u).

Oppgave 4. Finn en tangentvektor og en normalvektor
for de gitte kurvene

a) r(t) = (2r+1,:-2)
b) x(1) = (1)
c) r(t) = (sin’t,t — 1)

Oppgave 5. Regn ut buelengden av kurvene over de
gitte intervallene.

a) r(t)=(+1,2t+1),0<r<2
b) r(t)=(at,bt),0<tr <1

Oppgave 6. Regn ut buelengden av kurvene over de
gitte intervallene.

a) x(1) = (*,1%),
b) I'(l‘) = (t3’t3)’

Oppgave 7. Regn ut buelengden av kurvene over de
gitte intervallene.

0<r<1
0<r<1

a) r(t) = (sint,cost), 0 <t <2m

Oppgave 8. Beregn kurveintegralet av vektorfeltet
F(x,y) = (x*> — 2xy,y*> — 2xy) langs parabelen y = x*
frax=—1tilx=1.

Oppgave 9. Beregn kurveintegralet av vektorfeltet
F(x,y) = (2 — y,x) langs kurven gitt ved r(t) = (t —
sint,1 —cost) frat =0 il t = 27.



Oppgave 10. Beregn kurveintegralet av vektorfeltet
F(x,y) = (x,y) langs den rette linja fra (0,0) #il (2,4).

Oppgave 11. Beregn kurveintegralet av vektorfeltet
F(x,y) = (x+y,—x+y) langs en hel runde av sirke-
lenx* +y* =1

Oppgave 12. Vis at vektorfeltet F(x,y) = (y, —x) ikke
er en gradient. Finn ogsd en vei C slik at §.F - dr # 0.

Oppgave 13. Vis at vektorfeltet F(x,y) = (y, —xy — x)
ikke er en gradient. Finn ogsd en vei C slik at §F - dr #
0.

Oppgave 14. a) Beregn gradienten V f til funksjo-
nen f(x,y) = x*y +xy*.

b) Beregn kurveintegralet av vektorfeltet V f langs en
rett linje mellom punktene (0,0) og (2,4).

c) Beregn kurveintegralet av det samme vektorfel-

tet mellom de samme pnktene, men denne gangen

langs parabelen y = x*.

Oppgave 15. a) Vis at vektorfeltet F(x,y) =
(ysin(xy),xsin(xy)) er konservativt.

b) Finn et potensial for vektorfeltet gitt i a)

c) Regn ut kurveintegralet av vektorfeltet gitt i a)
langs en rett linje mellom punktene (—1,%) og

(17_%)'

Oppgave 16.  a) Vis at vektorfelter F(x,y) = (€’ xe”)
er konservativt.

b) Finn et potensial for vektorfeltet gitt i a)

c) Regn ut kurveintegralet av vektorfeltet gitt i a)
langs en rett linje mellom punktene (—1,1) og

(1,1).

Oppgave 17. a) Vis at vektorfeltet F(x,y) = (1,1) er
konservativt.

b) Finn et potensial for vektorfeltet gitt i a)

¢) Regn ut kurveintegralet av vektorfeltet gitt i a)
rundt en hel sirkel, gitt ved x* +y* = 4
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Kapittel 10

Multippel integrasjon

Fundamentalteoremet sier at integrasjon og deriva-
sjon er motsatte operasjoner. I de foregaende kapitlene
har vi sett ulike mater vi kan derivere funksjoner i flere
variable. Neste skritt er & integrere funksjoner i flere
variable. Dette kalles multippel integrasjon.

10.1 Multippel integrasjon over
rektangler

Vi skal begynne med 4 integrere funksjoner i to variable
over rektangler i planet. Dette kalles dobbeltintegra-
sjon, siden vi ma utfgre to integrasjons-operasjoner.

Ved partiell derivasjon deriverte vi med hensyn pa en
variabel og betraktet alle andre variable som konstanter.
Multippel integrasjon baserer seg pa ngyaktig samme
prinsipp, bare motsatt vei. Vi integrerer med hensyn
pa variablene i tur og orden, og ved hver integrasjon
betrakter vi de andre variablene som konstanter.

La f(x,y) veaere en funksjon i to variable, og Q :
[a,b] x [c,d] et rektangulert omrade i (x,y)-planet. Det
betyr at omradet Q bestér av alle punkter (x,y) i planet
der a <x < b ogc <y <d. Viskal bruke notasjonen

//Qf(x,y) dxdy = /cd(/abf(x,y)dx)dy

Dette betyr at vi fgrst integrerer f(x,y) med hensyn
pa x (og tenker pa y som en konstant) for deretter a
integrere svaret med hensyn pa y. La F(x,y) vere en
slik anti-derivert med hensyn pa x, dvs. %—I; = f. Det gir
0ss

./c.d(/abf(x’y) dx)dy = ./(:d(F(b’Y) —F(a,y))dy

Integranden F (b,y) — F(a,y) er en funksjon i y som vi
kan anti-derivere med hensyn pa y pa vanlig mate, og
regne ut det bestemte integralet.
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Vi ma veere ngye pa at det er samsvar mellom inte-
grand og grenser i hver av de to integralene. Merk ogsa
at vi bruker notasjonen dA = dxdy for en (uendelig)
liten firkant.

Eksempel 10.1.1. Vi skal regne ut integralet av funksjo-

nen f(x,y) = xy+ 1 over rektangelet Q : [0,1] x [—1,1]
i (x,y)-planet. Vi har

xy+ ldx)dy

Eksempel 10.1.2. Vi kan regne ut det samme integralet,
men i motsatt rekkefplge:

1 1
//xy—l—ldA:/ (/ xy+1dy)dx
0 -1
0
11 2 1
= [ [0 +yldx
0o 2
= 1(1 +1 l+1)d
= 0 2x 2.X X
= [2xg
=2-0=2

Det er ikke noen tilfeldighet at disse to integralene er
like. Det er et generelt faktum, kalt Fubinis teorem.



Teorem 10.1.1. En funksjon f(x,y) er definert og kon-
tinuerlig over et rektangel Q : [a,b] x [c,d)] i planet. Da

har vi
[[ran= ["([ rteyasyas
0
—/ / Flx,y)dy)dx

Eksempel 10.1.3. Funksjonen f(x,y) = xsiny —ye* er
definert over rektangelet [—1,1] x [0, Z]. Vi skal beregne
integralet [[ , f dxdy.

1 i
/ (/2xsiny—yexdy)dx
~-1Jo

i
—/ —XCcosy — ye]&d

:/_1(—§e"+x)dx

2
T 1

= [—§€X+ §x2]£1

B 7r2+1+7r2 1

TR RY T2
2
1

_8(6 )

Pa samme mate som at integralet av en positiv funk-
sjon i en variabel uttrykker arealet mellom x-aksen og
grafen, vil integralet av en positiv funksjon i to variable
uttrykke volumet mellom xy-planet og grafen.

Eksempel 10.1.4. Vi skal regne ut volumet under gra-
fen til f(x,y) = x> +y*> over rektangelet [—1,1] x
[—1,1].

1
y+ =y )L

1l 1
/(/ x2+y2dy)dx:/ [ 3 ' dx
-1/ .y
! 1
= 1(362+§—(—)€2)—(—*))dx
2 2
:[§x3+§x}£1
2,2 2 28
3°3 3373

Tilsvarende som at dobbeltintegrasjon dreier seg om
a integrere en funksjon i to variable over et omrade i
planet, sa bruker vi begrepet trippelintegrasjon nar vi
integrerer en funksjon over et omrade i rommet. Regne-
teknikkene er helt parallelle.
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Eksempel 10.1.5. La Q = [0,1] x [0,2] x [0,3] veere en
boks i 3-rommet. Vi skal finne volumet av denne boksen
ved 4 integrere konstantfunksjonen f(x,y,z) = 1 over

///Qf(x,y,z)dxdydz:///ldxdydz
0

:/03(/02(/011dx)dy)dz
:/3</2<170>dy>dz
_/ (2—0)d

=2(3-0)=6

Vi skal se pa et eksempel til.

Eksempel 10.1.6. La Q = [0,1] x [—1,2] x [1,3] ve-
re en boks i 3-rommet. Vi skal regne ut integralet av
Sunksjonen f(x,y,z) = xyz over Q.

///md"dydz = /03(/02(/01 xyzdx)dy)dz
Q

—/ / 3 y2lody)dz
[ i

:% A [%yzz]%dz

= ll4/3zdz
227, -

- 47R =3

Anta na at vi har gitt en funksjon i to variable
z = f(x,y) over et omrade D i planet, og vi av gode
grunner gnsker a bruke polarkoordinater. Det kan f.eks.
hende at omradet D er mye mer hensiktsmessig a beskri-
ve i polarkoordinater, heller enn i kartesiske koordinater.
Framgangsmaten minner mye om vanlig susbtitusjon
i én variabel. Vi erstatter variablene i funksjonsuttryk-
ket med x = rcos 0 og y = rsin 0. Det gir oss en ny
funksjon i polar-variablene r og 6. For a utfgre inte-
grasjonen ma vi ogsa endre dxdy til drd6. Dersom vi
tenker pd dA = dxdy som arealet av en bitte liten firkant
i (x,y)-planet vil ikke forholdet mellom denne og den
tilsvarende firkanten drd@ vere konstant, men avhenge
av r dvs. hvor langt unna origo vi er.



dA=rdrdd

Tenk pa det som at en sektor med fast vinkel vil ha
mindre areal, jo n&ermere origo vi kommer. Dette gir oss
fglgende formel for integralet, hvor vi lar D’ betegne
omradet i (r, 0)-koordinatene som svarer til omradet D
i (x,y)-planet.

//Df(xd)dxdy://D,f(rcose,rsine)rdrde

Vi skal illustrere formelen med et eksempel.
Eksempel 10.1.7. Betrakt funksjonen
z=flxy)=x+y

0g la omradet D vere gvre halvdel av en sirkelskive
med sentrum i origo og radius 1. I polarkoordinater er
D gittved D': 0 <r<1,0< 60 <. Det gir integralet

//f x,y)dxdy = // (rcos@+rsin@)rdrd6

/ / (cosO +sinB)drdo

)

[sin® —cos 6]

(cos 0 +sinB)do

Il
W= W= W—

(sin — cos 7w — sin0 + cos0) = %

Vi kan ogsa bruke dobbeltintegrasjon ved polarkoor-
dinater til & beregne volumet av en kule. Vi ser pa et
omréde i (x,y)-planet gitt ved

D={(x,y)|x¥*+y* <R*}

Vi merker oss at D ikke er noe rektangulert omrade. Vi
har enna ikke gatt gjennom hvordan vi skal integrere
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over mer generelle omrader enn rektangler, men proble-
met lgser seg nar vi skifter til polarkoordinater. Omradet
D svarer da til rektangelet

D'={(r0)|0<r<R,0<6<2n}
=[0,R] x [0,27]

Funksjonen vi skal integrere er gitt ved

2= fx,y) =

Dette gir oss den gvre halvkula. For & finne volumet
av hele kula multipliserer vi integralet med 2. Vi kan
skrive om funksjonen i polarkoordinater; det gir

z=f(rcos0,rsin0)
= \/R2 —(rcos )2 —(rsin0)?

RZ 322

R2 — 2

Dette gir oss volumet av kula;

2//Df(x,y)dxdy:2//le(rcos97rsin9)rdrd9
zz/OR /Oznmrdﬂdr
:z/OR VR = 2 (013" dr
:4717/0R \/Iﬁrdr

Vi substituerer u = R? — r2, det gir du = —2rdr og nye
grenser up = u(0) = R?, u; = u(R) = 0,

2//L)f(x7y)dxdy:47r/0R VR —rrdr

DI

477.'(() _

_ 47R3
-3

som er den korrekte formelen for volumet av en kule
med radius R, fgrst utledet av Archimedes for mer enn
2000 a siden.

Et annet eksempel pa en beregning av et volum som et
dobbeltintegral ved & bruke polarkoordinater er torusen,



\

Vi setter radius i den bla sirkelen til a vere A, og den
rgde sirkelen til & veere a. En parametrisering av torusen

er gitt ved
p(r,0)=4/a>—(r—A)?

Volumet av torusen finner vi ved 4 integrere p(r, 6) over
omradet

D=[0,2n] x [A —a,A+aq]

Pa samme mate som for kula har vi en gvre og en nedre
halv-torus, slik at volumet blir 2 ganger integralet:

sz// p(rcos 6, rsin 0)rdrdd
JJp
A+a 21
=2 / \Ja*—(r—A)?rd6dr
A—a JO
A+a
\Jar—(r—A)?rdr

=4z
A—a

Vi setter fgrst v =r— A, som gir dv = dr, og nye grenser
v(A—a) = —a, v(A+a) = a. Det gir

a
V:47r/ Var—v2(v+A)dv
—a
a a
:47'5/ Va2 —v2vdv+4nA Va2 —vidv
—a —a

Symmetrien av va> —v2 v i intervallet [—a, a] gir at det
forste integralet blir 0, dvs

a
V=0+47A | Va?2—v2dv
—a

Sa setter vi v = asinu og dv = acosudu, med nye gren-
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ser u = +7, fordi asin+7 = +a. Det gir

14 :477:A/7n \/a* — (asinu)?acosudu
-3
=47A / 2” a®\/1— (sinu)2 cosudu
I3

ks
2

= 4na*A cos?udu

_r
2

2

Men vi vet fra tidligere at en anti-derivert av cos” u er

3 (u+sinucosu), som gir

1 z
V= 47ra2A[§(u +sinucosu)]*

SE]

1 7 T

—AmPA=(Z (=2

naAs (5 = (=3))
=212a*A

som gir oss volumet av torusen. Dette er ngyaktig det
samme volumet som en sylinder med radius a og leng-
de 27mA. Nar vi bgyer denne sylinderen til en torus vil
volumtapet innenfor midten svare ngyaktig til volumge-
vinsten utenfor midten.

10.2 Multippel integrasjon over
mer generelle omrader

Vi skal se pa dobbeltintegralet over mer generelle
omrader enn rektangler, omrader som er begrenset av
grafene til funksjoner i en variabel. Vi begynner med de
omradene vi kaller type I. Dette er omrader gitt ved

D={(xy)la<x<b,g(x) <y<h(x)}

Dette omradet i (x,y)-planet er avgrenset av de to grafe-
ne til g(x) og f(x), mellom de to linjene x = a og x = b.
Grensene i den fgrste integrasjonen, si med hensyn pa
y, vil vaere funksjoner i x. Disse setter vi inn for y i ut-
trykket for den anti-deriverte til funksjonen f(x,y) med
hensyn pa y. Det gir oss en ny funksjon i x som vi sa
kan regne ut det bestemte integralet til.

Prosedyren for a regne ut slike integral er den samme
som over rektangler, bortsett fra at rekkefglgen na er
vesentlig. I omrader av type I er avgrensingen gitt ved
at y ligger mellom to funksjoner i x. Det betyr at vi
fgrst ma integrere med hensyn pa y, og deretter med



hensyn pa x. Hvis vi integrerer med hensyn pa x fgrst
vil integrasjon med hensyn pa y etterpa gi oss et svar
som er en funksjon i x, noe vi ikke skal ha. Svaret skal
veare et tall.

¥

/{x)

Figur 10.1. Omrdde av type 1

Definisjon 10.2.1. Vi definerer integralet av funksjonen
f(x,y) over omrddet D, gitt over, til d veere

[[ ran= | ’ /g f()) F(x,y)dy)dx
D

Eksempel 10.2.1. La D veere omradet gitt ved ulikhe-
tene 1 <x<20g0<y< x2. Vi skal beregne dobbelt-

integralet
/ / xydxdy
D

I dette eksemplet er g(x) = 0 og h(x) = x>. Det gir

//nydxdy: /12(/()xzxydy)dx

21 2
— [ )as

Omrader (integraler) av type II er avgrenset av kurver
pa formen x = g(y), altsa grafer der x-aksen og y-aksen
har byttet roller i forhold til type I.

D={(x,y)|c<y<d, g(y) <x<h(y)}

Formelen for dobbeltintegralet av en funksjon f(x,y)
over et slikt omrade er gitt ved

./:/L;f(x,y)dxdy = /cd(/;j)y)

Det er viktig & merke seg at i disse tilfellene er det
ikke ngdvendigvis mulig a bytte om pa integrasjons-
rekkefglgen, det kan vi kun gjgre dersom omradet bade
er av type I og av type II.

f(x,y)dx)dy
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Eksempel 10.2.2. Vi skal beregne dobbeltintegralet
[[py?sinxydxdy der D er omradet mellom x =y og
x=0o0g dery € [0,a]. Vi regner ut

//Df(x,y)dxdy /Oa(/oyyz sinxydx)dy

a 1 !
- /0 [y2-§cosxy]%dy

a
—/ ycosy® —ydy
0

1 1
= —[5siny? =2y
B a® —sina?
2

10.3 Areal og tyngdepunkt

Vi kan bruke dobbeltintegrasjon til & finne arealet til et
omrade i xy-planet. Det gjgr vi ved a betrakte konstant-
funksjonen f(x,y) = 1 over det omréadet vi skal finne
arealet av. Det legemet vi da beregner volumet av vil
vere en sylindrisk boks med grunnflate lik omradet i
xy-planet og hgyde 1, og arealet far ngyaktig samme
verdi som volumet. Vi kan se pa et eksempel.

Eksempel 10.3.1. Vi skal finne arealet av omrddet i xy-
planet som ligger inni parabelen y = x*, under y = 1 og
mellom x = —1 og x = 1. Vi beregner dobbeltintegralet

1l 1
A:/ / ldydx:/ L dx
—1Jx2 -1
: 2 N
z/ l—x"dx=[x— x|,
1 3
—p_Z_Z

1 1
—(1-3)—(-1-3(-1")=2-5 =3

! 3 ! 3

Vi kan bruke en tilsvarende teknikk for a finne
tyngdepunktet av et areal i planet. Tyngdepunktet av et
omrade D i planet er det punktet som ligger mest midt i
omradet. Det betyr at dersom vi kutter ut omradet pa en
papplate og setter platen pa toppen av en passerspiss, sa
vil platen balansere dersom vi har satt passerspissen i
tyngdepunktet.

Vi skal vise at koordinatene (X,y) til tyngdepunktet
til omradet D er gitt ved formelene

XA:// xdxdy yA:// vdxdy
D D

der A er arealet av omradet D. Vi skal vise dette for et
type [-omrade. La omradet D vere gitt ved

D={(x.y)|a<x<b,glx) <y<h)}

2 4



Fra Archimedes likevektsprinsipp vet vi at momentene
av omradene pa de to sidene av X i x-retningen ma vare
like store, og tilsvarende for y i y-retningen. For en
verdi av x er bredden av omradet gitt ved h(x) — g(x) i
y-retningen og vi far

N3 har vi at

h(x

/'()
Jg

1dy =h(x
. (%)

—8(x)

og vi far derfor

h(x)

/ / ldydx*/ x/ 1dydx
X)

*// xdydx

Dobbeltintegralet pa venstresiden er akkurat arealet av
omradet D og formelen gitt over fglger. Argumentet er
helt tilsvarende for et type II-omrade. Mer generelle
omrader kan man alltid dele opp i delomrader av type
I eller type II. og bruke dette til & vise at formen for
tyngdepunktet blir pa ngyaktig samme form som vi har
vist for type I-omrader.

Eksempel 10.3.2. Vi kan bruke disse formelene til a
finne tyngdepunktet til en trekant med grunnlinje a og
hgyde h. Vi legger de tre hjprnene i punktene (—5,0),
(5,0) og (0,h). Siden trekanten stikker like mye ut pa
hver side av y-aksen vil et enkelt symmetriargument gi
atx = 0. For a finne y-koordinaten deler vi trekanten i
to og betrakter den delen som ligger i forste kvadrant.
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Igjen vil et symmetriargument gi at y-koordinaten til
tyngdepunktet er den samme for den halve trekanten
som for hele trekanten. Omrddet vi skal mtegrere over
er gittved 0 <x <5 0g0<y<h-— xDenszste
ulikheten far vi fra uttrykket som gir ltkmngen til hy-

potenusen i den halve trekanten, nemlig y = h — %x

Arealet av den halve trekanten er A= 5 -5 -h= 7 og

formelen over gir oss

b8 pheEx
y —:/2/ vdydx
/ /l 2h

2h% ,

2h2
X+ —x 2 dx

Deler vi ut far vi at y = %h som er y-koordinaten til
tyngdepunktet.

I mange situasjoner er vi interessert i & beregne gjen-
nomsnittet av en funksjon over et omrade i planet. En
ikke-negativ funksjon f = f(x,y) i to variable vil de-
finere et volum over sitt definisjonsomrade. Gjennom-
snittsverdien f til f finner vi ved 4 dele dette volumet
pé arealet av omradet. Formelen blir da

— 1
f= WI(D)/Df(x’y)dXdy

Eksempel 10.3.3. Vi skal beregne gjennomsnittsver-
dien til funksjonen f(x,y) = x> + xy over rektangelet
[0,1] x [0,2]. Arealet av omrddet er opplagt 2, og gjen-
nomsnittsverdien blir da

//x +xydydx

=/ P+ 0l
0 2
1
:%/ (2x% +2x) dx
0
~Jden=1

Merk sammenhengen mellom gjennomsnittsverdi-
en av en funksjon og tyngdepunkt, x-koordinaten til



tyngdepunktet er gjennomsnittsverdien av variablen x
over omradet, tilsvarende for y. Vi kan altsa betrak-
te tyngdepunktet som et slags gjennomsnittspunkt for
omradet.

10.4 Greens teorem

Dette dreier seg om et av matematikkens mest bergmte
resultater, nemlig det som kalles Stokes teorem. Sto-
kes teorem ble fgrst formulert av vitenskapsmannen
William Thompson (1824-1907), eller Lord Kelvin, i
1850, men har fatt navn etter Sir George Gabriel Stoke
(1819-1903). Begge disse to satt dype spor etter seg
innen matematikk og naturvitenskap.

AN ESSAY

APPLICATION

MATHEMATICAL ANALYSIS TO THE THEORIES OF
ELECTRICITY AND MAGNETISM

BY
GEORGE GREEN.

Sottinaham;

Vi skal studere den 2-dimensjonale versjonen av Sto-
kes teorem. Denne versjonen har fatt navnet Greens teo-
rem, oppkalt etter George Green (1793-1841). Green
formulerte dette resultatet i det oppsiktsvekkende es-
sayet An Essay on the Application of Mathematical
Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism
fra 1828. Essayet er oppsiktsvekkende av to grunner.
For det fgrste fordi det inneholder nye og banebrytende
resultater, for det andre fordi det er skrevet av en leg-
mann. Green hadde faktisk bare ett ars skolegang! Her
er hans resultat:

Teorem 10.4.1. La C veere en positivt orientert (dvs.
mot klokka), lukket kurve i planet gitt ved parametrise-
ringenr(t) = (x(t),y(t)) og la D veere det omrddet som
kurven C omslutter. La F (x,y) = (p(x,y),q(x,y)) veere
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et vektorfelt. Da har vi

f F(r()) - (1) di
C

= ) (1) +a(r(0)y (1)) ds

_// R dxdy://Dcurl(F)dxdy

Med andre ord, den totale sirkulasjonen til feltet over
et omrade er lik kurveintegralet til feltet langs randa
til omradet. Dersom feltet er konservativt vil begge si-
der i likheten vere 0, venstresiden fordi lukkede kur-
veintegral i et konservativt felt er 0, hgyresiden fordi
integranden er 0 for et konservativt felt.

(9q 8p

Eksempel 10.4.1. Betrakt det sirkulcere vektorfeltet
f(x,y) = (—y,x) og sirkelen r(t) = (Rcost,Rsint), 0 <
t < 27. Vi har tidligere sett at venstresiden er lik 21R?.
Hgyresiden kan vi ogsad regne ut,

//D(%x_ 5y (7)) dxdy = //D(l + 1) dxdy

=2.areal(D) = 27R*
Eksempel 10.4.2. Vi skal beregne integralet

7{ Y2 dx+3xydy = 7{ y2x (1) +3xyy (t) dt
c c
rundt gvre halvpart av enhetssirkelen C med sentrum i

origo. Vi kaller gvre halvpart av enhetsdisken D_,.. Da
har vi

7{)1 dx+3xydy = //
= / (3y—2y)dxdy:// ydxdy
Dy Dy
1 /122
:/ / ydydx
-1Jo

P, i, 1
o ) 1—x _
= [ A ax=2 [

-1

3x — —y?)dxdy

(1—x%)dx
15, 2

AR R

Eksempel 10.4.3. Vi kan uttrykke arealet av et omrade
som et kurveintegral:

7{c PR Fedy= //2 R
://1dxdy
J JD

= areal(D)

-

—y))dxdy



Eksempel 10.4.4. Vi lar kurven C veere firkanten gitt av
hjprnene (0,0), (1,0), (0,1) og (1,1). Vi skal beregne
kurveintegralet

= f;(S—xy—yz)dx—l—(xz—ny)dy

La
F(x,y) = (5 —xy —y*, x> — 2xy)

Da kan vi skrive kurveintegralet som

12‘7{; F(r()) -1 (1) dt

hvor x(t) er en parametrisering av kurven C. Vi har

curl (5 —xy —y?,x* — 2xy) = 2x — 2y +x+2y = 3x

og Greens teorem gir at

h%ﬂwﬂ@%z/ék%

hvor D er firkanten som omsluttes av kurven C. Bruker
vi tyngdepunktsformelen motsatt vei finner vi at

3

/ 3xdA =3-areal(D)-x= =
D

Vi skal se pa et eksempel der vi regner ut begge
sidene i Greens teorem og se at vi far samme svar.

Vi lar vektorfeltet veere gitt ved

= (p(x,y),q(x,y)) =

og vi skal integrere det langs randa til omradet D, gitt
som fg@rste kvadrant av enhetsdisken i planet, dvs. i
kartesiske koordinater,

F(x,y) (xy,x+y)

0<y<VI1—x?

0<x<1,
eller i polarkoordinater,

0<0<Z, 0<r<l
Randa til D, dvs. den lukkede kurven som omslutter D
er gitt ved tre deler, segmentet langs x-aksen; r; (t) =
(¢,0),0 <t <1 med rl( ) = (1,0), sirkelbuen r, () =
(cost,sint), 0 <t < T med ry(t) = (—sint,cost) og
segmentet langs y- aksen r3(t) =

med r}(r) = (0,—1).

(0,1—1),0<r<1,
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Venstresiden i Greens teorem ser da ut som

1
§ pdx+ady= [ p(0.00, (1) + (0,005, (1) i
+/7p(cost,sint)x'2(t) +q(cost,sint)y,(t) dt
0
1
+ [ pO1=055(0) +9(0,1 10 ds
1
~ [0t 1-0d
0
+/7(cost-sint)(—sint) + (cost +sint)(cost) dt
0
1
+/ 0-04(1—1)(—1) dt

_/ —sin’rcost + cos? £ 4 sint cos?) dt

+/t—1dl

1 1 1 z ]
= [—g sin® 7 4 Zstt EH_ isinzt]g + [Et2 —1}
_ 1+0+17r+1+1 1
-3 22 22 4 3
Vi har curl(F) = % — ‘3—’; =1 —x som gir hgyresiden

// ———dd —/ 1 —xdxdy
y D

Omradet D er bade type 1 og type 2, vi skal beregne
integralet som et type 1-integral. Som nevnt tidligere er
omradet gitt ved 0 < x < 1,0 <y < +/1—2x2, og vi har

V12
//Dl—xdxdy:/OI/O 1

1 —
:/0 [y—xy]o lixzdx
1
:/ V1—-x2—xv/1—x%dx
0
| 1
:/ \/l—xzdx—/ x\V 1 —x2dx
0 0

1 —xdydx

Det fgrste integralet gir presis arealet mellom x-aksen
og grafen til y = v/1 — x2, dvs. arealet av D. Dette er en
kvart sirkelskive med radius 1, og areal %. Det andre
integralet lgser vi ved a substituere u = 1 —x%, med



du = —2xdx. Det gir

/xﬂdx: _Lz/\/ﬁdu

Setter vi dette inn i integralet far vi

1 1
// l—xdxdy:/ \/l—xzdx—/ xvV1—x%dx
JJp Jo 0

1 T 1
[

3 4 3

T

4

(1-2)2]f =
Vi kan ogsa beregne dette integralet ved & bruke polar-

koordinater, 0 < 0 < %, 0 <r < 1. For polarkoordinater
har vi alltid dxdx = rdrd8. Med x = rcos 0 gir det

1 r
// l—xdxdyz/ /2(1—rcos9)rd9dr
D 0 JO

1 Ea
:/ /z(r—rzcose)dedr
0 JO

1 T
_ /O [r6 — 2sin6)] dr

1

fo(rgfrz)dr
o 15y w1
=3 m3h=g3

Det fabelaktige med Greens teorem illustreres godt av
dette eksemplet, vi beregner to forskjellige integraler,
ett kurveintegral og ett dobbeltintegral. Det er vanskelig
a se direkte at disse to utregningene gir samme svar,
men det gjgr det altsa.
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Oppgaver

Oppgave 1. Beregn dobbeltintegralet ([, f(x,y)dxdy
for

a) f(x,y) = xye"" ™ hvor D = [1,3] x [1,2].

X hvor D =

= [1,4] x [1,2].

b) f(xy) =xy+
c) f(x,y) =sinxe’, hvor D =[0,x] x [—1,0].

Oppgave 2. Beregn dobbeltintegralet ([, f(x,y)dxdy
for

a) f(x,y) =x*+y% hvor D =[—1,1] x [-1,1].
b) f(x,y) =x*y?+x2y*, hvor D=[0,1] x [0,1].
c) f(x,y) =xe®, hvor D=[0,1] x [—1,1].

Oppgave 3. Finn volumet av legemet som ligger mel-
lom omrdadet [0,1] x [0,1] i xy-planet og grafen til
Sfunksjonenf(x,y) = x+y.

Oppgave 4. En eske har grunnflate G = [0,1] x [0,1]
og hgyde gitt ved funksjonen g(x,y) =4 —x—y. Finn
volumet av esken.

Oppgave 5. Beregn dobbeltintegralene.
a) [} % 3dxdy

b) Jo [2*(x-+y) dydx
¢) o [ e dxdy

Oppgave 6. Finn gjennomsnittsverdien av x> 4+ y* over
folgende omrader:

a) Kvadratet [0,1] x [0,1]
b) Kvadratet [a,a+ 1] x [0,1], hvor a > 0.
c¢) Kvadratet [0,a] x [0,a], hvor a > 0.

Oppgave 7. Finn tyngdepunktet til omrddet i xy-planet
som ligger mellom grafen tily=1—x*0g —1 <x< 1
pd x-aksen.

Oppgave 8. a) Finn arealet til omrddet i xy-planet
som ligger mellom grafene til f(x) = x* og g(x) =
X, og for0 <x<1.

b) Finn tyngdepunktet til omradet beskrevet i oppg.
a).



Oppgave 9. En ellipse C er gitt ved x(t) = acost,
y(t) = bsint, 0 <t < 27. Bruk Greens teorem pd veki-
rofeltet F(x,y) = (—y,x) til d beregne arealet av ellip-
sen.

Oppgave 10. Et omrdde D i (x,y)-planet er avgren-
set av en kurve C gitt ved rette linjer gjennom de fire
hjprnene (0,0), (2,0), (0,2) og (2,2). Beregn kurvein-
tegralet (mot klokka)

fyzdx—i-xdy
c

ved a bruke Greens teorem.

Oppgave 11. Samme oppgave som over, men la
omrddet veere avgrenset av hjprnene (£1,£1).

Oppgave 12. Samme oppgave som over, men nd lar
vi omradet veere avgrenset av en sirkel om origo, med
radius lik 2

Oppgave 13. Lgs integralene ved d bruke polarkoordi-
nater:

a) [[xy*dA, der R er omrddet i fprste kvadrant som
R
ligger innenfor sirkelen x*> +y* = 9.

b) [[(x*+y*)dA, der R er omrddet i fprste kvadrant
R

som ligger innenfor sirkelen x> +y* = 25 og mel-
lom linjene y =0 0g y = x.

c) [f e dA, der R er omradet mellom sirklene om
R
origo med radier lik 1 og 4.

d) [[xydA, der R er omrddet i fgrste kvadrant av-
R

grenset av x-aksen, linjen y = x og sirkelen x* +
¥=1

e) [[(x* —y*)dA, der R er omrddet i tredje kvadrant
R
som ligger mellom linjene y = /3x, y = @x 0g
innenfor sirkelen x> +y* = 1.

) [[\/2—x%—y*dA, der R er den delen av sirkelen
R

x24y* < 1 som ligger i fprste kvadrant.
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Kapittel 11

Vekstmodeller

For & forstéd prosesser i naturen er matematiske mo-
deller et nyttig verktgy. Matematiske modeller tar ut-
gangspunkt i naturlover og “modellerer” disse i et ma-
tematisk sprak. Naturlovene uttaler seg veldig ofte om
hva som kommer til & skje med et system nar forutset-
ningene er gitt og tiden gar. F.eks. vil en ball falle til
bakken nér vi slipper den fra en hgyde. Ved a stille opp
en matematisk modell som beskriver gravitasjon, kan vi
med stor ngyaktighet regne ut hvor lang tid det tar fgr
ballen treffer bakken.

Ingrediensene i en matematisk modell er en eller flere
stgrrelser, deres relasjoner i forhold til hverandre og
ikke minst, kunnskap om hvordan stgrrelsene forandrer
seg over tid. Stgrrelsene erstatter vi med funksjoner
eller variable, og endringer modellerer vi ved derivasjon.
Dermed ender en matematisk modell gjerne opp som
en likning som involverer funksjoner og deres deriverte.
Dette er det vi kaller differensiallikninger.

I dette kapittelet skal vi se pa noen enkle fysiske
prosesser, stille opp modeller for disse og se hvordan
vi ved & bruke matematiske verktgy kan predikere hva
som vil skje over tid.

Det er viktig & understreke at matematiske modeller
bare er modeller av virkeligheten. Modellene kan vere
gode eller darlig, alt etter som hvor ngyaktig de beskri-
ver et tidsforlgp. Men de vil aldri veere virkeligheten.

11.1 Enkle vekstmodeller

Vi lar y = y(r) betegne en stgrrelse som varierer med
tiden. Anta at endringen av y er konstant og derfor ikke
varierer, verken med hensyn pa tid eller stgrrelsen pa y.
Dette gir oss likningen

dy
2 —k
dt
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som betyr at y har line®r vekst, y = kt + C, hvor k og C
er reelle konstanter. Selv om vi snakker om vekst, er det
fullt mulig at k er negativ, slik at y avtar. Mao negativ
vekst er ogsa en form for vekst.

En veldig vanlig vekstmodell er det som kalles eks-
ponensiell vekst. I en eksponensiell vekstmodell antar
vi at vekstraten til en stgrrelse er proporsjonal med
stgrrelsen selv. Eksempler pa slike vekstmodeller er be-
folkningsvekst, radioaktiv straling og unimolekyleaere
reaksjoner. Kaller vi den gitte stgrrelsen for y = y(¢)
sier modellen at

dy

dar
Dette er en forste ordens differensiallikning og vi kan
Igse den ved en teknikk som kalles separasjon av va-
riable. Differensiallikninger som er mulig a lgse med
denne teknikken kalles separable differensialliknin-
ger. Vi samler alt som har med y a gjgre pa venstre side
av likhetstegnet og resten pa hgyre side. Det gir

dy _

Adt

Na integrer vi begge sider og far pa venstre side
d
/ & Iny+C
y

der C) er en vilkarlig konstant. Hgyre side blir
[rar=2e+c,

Dette gir oss likheten
Iny=At+C, —C
som vi opphgyer e i og far
y(t) = CeM

der vi har slatt sammen konstantene C = €2 €1,



Eksempel 11.1.1. En befolkning N = N(t) vokser med
en konstant vekstrate A, og ved tident =0 har vi N(0) =
5-10°. Det gir
dN
— =A'N
dt
og derfor
N(t) = Ce!

Vi kan sette inn t = 0 for d bestemme C:
NO)=C*'=Cc=5-10°

Det gir
N(t) =510

Et annet eksempel pa eksponensiell vekst er radio-
aktiv straling. En av karbon-isotopene, C'* er ustabil,
med en halveringstid pa ca. 5730 ar. Ved utstraling av
B-partikler vil isotopen omdannes til en stabil nitrogen-
isotop.

Eksempel 11.1.2. Den matematiske modellen sier at
mengden av strdling er proporsjonal med mengden av
gjenveerende C'*. Vi kaller mengden av C'* fory = y(t).
Det gir

dy

— =-A
dt Y

der A er en positiv konstant. Vi har satt minus foran
siden strdlingen reduserer mengden av C'*. Likningen

har lpsning
At

¥(t) = yoe~
hvor vi har yy = y(0). Halveringstiden til den ustabi-
le isotopen er den tiden det tar til halvparten av den
opprinnelige mengden er borte. Hvis vi kaller halve-
ringstiden for T har vi

Yo _ AT

> ¥(T) = yoe~

Det betyr at
—AT =Inj

som vi lgser ut med hensyn pd A og far

_ In2

=7

dvs.

2,

y(t) =yoe T =yo(})

S~

Vi kan sammenfatte det vi har sagt til na i fglgende
teorem:

Teorem 11.1.1. La y = y(t) veere en deriverbar funk-
sjon som oppfyller differensiallikningen

dy
~2_2
dt
og hvor y(0) = yo. Da er lgsningen av likningen gitt ved

y(t) = yoe!

Modellen over kalles en forste ordens lineger diffe-
rensiallikning. Fgrste orden betyr at kun y og y' inngér
i likningen, mens den er line®r siden ingen av uttryk-
kene som inneholder y opptrer i hgyere potens enn 1.
Et eksempel pa en fgrste ordens ikke-linezer differen-
siallikning er en modell for en kjemisk reaksjon der
reaktanden bestar av to like atomer, f.eks

2NOy; = 2NO+ Oy

Vi lar y = y(¢) betegne konsentrasjonen av NO,. Da vil
y tilfredsstille differensiallikningen

dy

Ly

dt Y
Dette er ogsa en separabel likning som vi lgser ved
samme teknikk som over, separasjon av variable:

d
% =Adt
y
Na integrer vi begge sider og far pa venstre side
d 1
/ %} =——+4+C
y y
der C; er en vilkarlig konstant. Hgyre side blir
[rar=2e+c,
Dette gir
1
——4+C=At+C
y
eller
1
YT e

der igjen C = C| — C; er en felles konstant. Setter vi
¥(0) = yo inn i likningen far vi

yo=y0)=~—=

som gir
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Eksempel 11.1.3. La N = N(t) veere antallet dyr, f.eks.
kaniner pa en ¢y, uten naturlige fiender. Vi tenker oss at
kaninene ferdes fritt og at formeringen bare avhenger
av hvor ofte to kaniner mgtes. Dette antallet mgter mel-
lom to kaniner vil veere proporsjonalt med kvadratet av
antall kaniner. Dermed fa vi den matematiske modellen
gitt ved likningen

dN
T _)-N?
dt

Vi har akkurat vist at lpsningen av denne likningen er

Nop

N() = 1 — NoAt

Et interessant poeng med denne formelen er at dersom vi
lart — NOL)L’ sd Vil N(t) — 0. Det er jo selvfplgelig umu-
lig i praksis. Det betyr ikke at modellen er darlig, for
sd lenge antall kaniner er lavt tenker vi oss at modellen
stemmer godt overens med virkeligheten. Dette er et ek-
sempel pa at modeller kan ha et gyldighetsomrade. Sd
lenge antall kaniner holder seg i det omradet fungerer
modellen, dvs. modell og virkelighet stemmer godt over-
ens. Ndr vi beveger oss ut av dette gyldighetsomrddet be-
gynner det d bli stort avvik mellom modell og virkelighet,
selvfplgelig fordi andre faktorer, som f.eks konsekven-
ser av overbefolkning som matmangel og forurensing,
begynner a bli vesentlige faktorer. Dermed kollapser
modellen som modell av virkeligheten.

11.2 Logistisk vekst

I det forrige eksempelet sa vi at vekstmodellen kollapset
nar antallet kaniner begynte a bli veldig stort. En mate
a modifisere modellen for & ta hensyn til denne effekten
kalles logistisk vekst. I den logistiske vekstmodellen
antar vi at vekstraten til en stgrrelse y = y(¢) er propor-
sjonal, ikke bare med y, men ogsa med A —y der A er
beerekraften til stgrrelsen. Stgrrelsen A — y uttrykker
hvor langt det er igjen til “taket” for stgrrelsen y. Vi
skriver likningen som

D_)

= YA —-y)

Dette er ogsa en separabel differensiallikning som vi
kan skrive pa formen
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For 4 lgse denne likningen bruker vi likheten

11
yA-y) A

y A-y

(

Det gir

d d d

Y :7y+7y:Al.dl‘
YA-y) y A-y

Vi integrerer begge sider og far pa venstre side

dy dy
—+——=Iny—In(A—y
/55 (A-y)

Hgyresiden blir
[An-di=are+c

Som vi har sett tidligere trenger vi bare & ta med en
integrasjonskonstant pa den ene siden.

Regnereglene for logaritmefunksjoner gir at
)

Iny—In(A—y) :ln(A
-y

Ved a bruke ekspnensialfunksjonen pa likheten og det
faktum at eksponensialfunksjonen og logaritmefunksjo-
nen er omvendte funksjoner far vi

y _ eA)LtJrC’ — CAM
A—y

hvor vi for enkelthet skyld har satt C = €. Setter vi
¥(0) = yo far vi

dvs.
y Y0 eA/lt

A—y A—yo
Denne likningen kan vi lgse med hensyn pa y og vi far
(med litt regning)

Ay
(A—yo)e M +yg

y(t) =

Hvis vi lar t — oo, s vil leddet (A — yp)e 4% — 0, og
vi star igjen med

. Ayo
1 1) = =
t1_>r£loy( ) 0+yo

Denne funksjonen er illusterert i figur 11.1. Den vann-
rette aksen er tid. Sa lenge y er liten vil funksjonen



oppfgre seg veldig likt vanlig eksponensiell vekst, siden
A — y-faktoren er tilnermet konstant. Etter hvert som y
gker vil veksten begynne a avta siden leddet A —y gjgr
at vekstraten igjen blir redusert. Stgrst vekst har vi nar
de to faktorene y og A —y er like, dvs. for y = ‘%. Nar y
narmer seg barekraft-grensa A vil veksten flate ut og
etter hvert ga mot 0.

e ——————————— -

Figur 11.1. Grafen til en logistisk vekstfunksjon
Vi kan sammenfatte dette resonnementet i et teorem:

Teorem 11.2.1. La y = y(t) veere en deriverbar funk-
sjon som tilfredsstiller differensiallikningen

dy
E—k y(A-y)

0g hvor A og A er positive konstanter. Anta videre at
¥(0) = yo. Da kan y(t) skrives pd formen

Ayo

1) =
) (A—yo)e 44 +yg

En kjemisk reaksjon sies & vaere autokatalytisk der-
som et av reaksjons-produktene ogsd virker som en
katalysator for den samme eller en koplet reaksjon. Et
eksempel pa en autokatalytisk reaksjon er spalting av
uran i en atombombe-eksplosjon. Under reaksjonen sky-
tes et ngytron inn i en uran-kjerne som sa spaltes og
frigjgr energi og 2 nye ngytroner. I tillegg dannes noen
restprodukter. De 2 ngytronene kan innga i nye kjerne-
reaksjoner, slik at mengden spaltinger gker raskt. Vi
skriver reaksjonslikningen som

U + n — 2n + energi + restprodukter

der U star for den aktuelle uran-isotopen og n et
ngytron.

La y = y(¢) betegne antall spaltede uran-kjerner, og
A det totale antall av uran-isotopen rett fgr kjerne-
reaksjonen starter. Antall spaltbare uran-atomer vil da

vere A —y. La [n] vare antall frie ngytroner. Den
forste antagelsen vi gjgr i modellen er at antall kjerne-
reaksjoner er proporsjonalt med produktet av antall uran-
atomer og antall frie ngytroner. Dette er en rimelig anta-
gelse siden kjerne-reaksjonene er direkte avhengig av at
et ngytron treffer et uran-atom, og frekvensen av slike
treff er proporsjonal bade med antall atom-kjerner og
antall frie ngytroner. Dermed har vi likningen

dy

24—y

D a4yl
Fra reaksjonslikningen vet vi at for hver spaltet kjer-
ne far vi frigjort 2 ngytroner. Pa den annen side vil
veer spalting sluke ett ngytron. Det betyr at antall frie
ngytroner er gitt ved [n] =2y —y =y, og vi far

dy

dar
som svarer helt til den logistiske vekstmodellen. Teore-
met og figuren over gir da en komplett beskrivelse av
forlgpet av atombombe-eksplosjonen.

Alle modellene vi har sett pa i dette kapitlet er ek-
sempler pa separable differensiallikninger. En sepa-
rabel fgrste-ordens differensiallikning er en likning pa
formen

A-(A=y)-y

Y 0)-50)

hvor f og g er to funksjoner, den ene i variabelen y og
den andre i variabelen ¢. Vi kan separere variablene,
dy
fo)

og regne ut en anti-derivert pa begge sider,

dy
70 /g(t)dt

Dermed far vi en relasjon mellom en funksjon i y og
enit. Hvis mulig, sa Igser vi ut denne relasjonen med
hensyn pa y, for & forsgke a uttrykke y som en funksjon
it. Vi skal se pa et eksempel.

=g(t)dt

Eksempel 11.2.1. Et legeme beveger seg med konstant
akselerasjon a i en rettlinjet bevegelse. Ved tidspunktet
t har legemet flyttet seg s(t). Da har vi likningen

ds
y= — =
dt
hvor farten v er uttrykt som den deriverte av strekningen

s med hensyn pd tiden t. Dette er en separable differen-
siallikning med f(y) =1 og g(t) = at. Separering av de

at
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variable og pdfplgende integrasjon gir

/ds:/atdt

eller s = s(t) = at*> + C hvor C = 5(0).

Eksempel 11.2.2. [ en innsjg slippes det kontinuerlig
ut en viss mengde av en miljogft. Samtidig foregar den
en jevn utskifting av vannet i innsjgen gjennom elver og
bekker som dels renner ut i innsjgen, dels renner ut av
innsjgen. Vannvolumet i innsjpen er V, utskiftingen av
vann pr. tidsenhet setter vi til v og mengden av miljpgift
som slippes ut pr. tidsenhet er p. Den totale mengde
av miljgift i innsjpen kaller vi P = P(t). Vi antar at
giften til enhver tid er jevnt fordelt i hele vannvolumet V.
Konsentrasjonen av giften er da gitt ved 5. Det betyr at
mengden gift som dreneres ut pr. tidsenhet er g -v. Sam-
tidig tilfpres ny gift med p pr. tidsenhet. Totalregnskapet
for endring av giftmengde blir da

E—_EV_A'_ —_X )
a vUTPT Ty

Likningen har to variable, P og t, mens V, v og p er
konstanter. Den er separabel og vi kan skrive

dP v
/m:*/v‘”
4

(P-

14

som gir
rv v /
n(P——)=—=+C
( v ) Vv +
Vi bruker eksponensialfunksjonen pd begge sider og far
Vv y
P— PY _ Ce V!
v

hvor vi for enkelthet skyld har satt C = €. Det gir oss
giftmengden i sjgen gitt ved

1% y
p=" +Ce V!

1%

Vi ser at ndrt — oo sa vil det hgyre leddet ga mot 0. Det

betyr at

lim P = v

t—>o0 v
som forteller oss at giftmengden etter hvert stabiliserer
seg pd et bestemt nivd. Dette kunne vi alternativt ha sett
direkte fra differensiallikningen; stabil giftmengde betyr

P _
at o = 0 eller

mao P = %. Denne verdien kaller vi for en likevekts-
tilstand for modellen.
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11.3 Numeriske
lgsninger

og analytiske

I forrige kapittel sa vi hvordan noen enkle vekstmodel-
ler ga opphav til differensiallikninger. Felles for disse
likningen var at vi kunne finne lgsninger, dvs. funksjo-
ner som tilfredsstiller den gitte likningen. Dessverre er
det mange differensiallikninger som ikke lar seg lgse pa
denne maten. Etter hvert skal vi ogsa studere systemer
av differensiallikninger, og da vil det veere enda ferre
tilfeller hvor vi faktisk kan finne en lgsning. Men vi er
fortsatt interessert i a4 bruke likningene til & forsta og
a prediktere utviklingen av de stgrrelsene som inngar
i modellen. Det betyr at vi ma finne andre metoder til
a behandle likningene. En effektiv strategi er det som
kalles Eulers metode.

Vi skal begynne med et eksempel hvor vi kan finne
en lgsning analytisk, for sa a introdusere Eulers metode
og sammenlikne resultatene.

Vi betrakter likningen
dy
e 0)=1
5 =Y 20

Lgsningen av likningen er gitt ved y = €*, og denne kan
vi bruke til & beregne verdien av y for en gitt 7. F.eks. vil
y(1)=e=2,718.

La oss na anta at vi ikke har funnet noen lgsning,
men at vi likevel gnsker a beregne verdien av y forr = 1.
En fgrste tilneerming er a ta utgangspunkt i funksjons-
verdien i ¢ = 0, og at stigningstallet til funksjonen er
% (0) =y(0) = 1 dette punktet. Dersom vi bruker den-
ne verdien for den deriverte i hele intervallet [0, 1] vil
verdienit =1 vare

dy

y(0) + i

0)-1=141-1=2

som jo er en litt darlig tilneerming. En bedre tilneer-
ming far vi dersom vi deler intervallet [0, 1] i to deler
og bruker samme metode pa de to delintervallene. Pa in-
tervallet [0, 3] tar vi utgangspunkt i y(0) = 1 og lar den
deriverte i intervallet vare lik den deriverte i t = 0. Det
gir pd samme mate som over at y(%) A % Sa gjgr vi det
samme pa intervallet [%, 1]. Vi tar utgangspunkt i den
estimerte funksjonsverdien % men na vil stigningstallet
veere y/ (%) y(1) = % Bruker vi dette stigningstallet
gjennom hele delintervallet [1,1] fir vi en ny tilnzr-
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ming for y(1) ved formelen

1 1,1
Y1) =y (0)+/(0) 54V (5) 5 =
1 31 9
I+l o425 =7=225

Fortsatt er vi et stykke unna det eksakte svaret, men vi
kan se hva som skjer dersom vi deler i enda flere deler.
Med 3 deler far vi fglgende oppsett:

y(0)=1 Y (0)=y(0)=1
1 ; I 4
2 1 101 16 12, 16
y(g)NY(g)‘W(g) 3779 y(3)~ 9
Og dermed
2 2.1 4 41 64
1 = o=t o =—=r2,37
Enda mer generelt, deler i n deler
Y(0)=y(0)=1
/D () sy0). L
Y(2)=y()=y(0)+y(0)- - =—
2 2 1 1 (n+1)
NEY —v(2) v = ! g
V) =y () +¥ () >
J J n+1)7
)=y ey 4y (5 = D
Det betyr at for j = n har vi
n, (n+1)" 1
1 = — ) = = 1 —\n
(1) =y =T (14 )

Lar vi n — oo far vi med denne metoden

(1)—11m(1+1) =e

n—so0

som er det korrekte svaret.

11.4 Eulers metode

I dette avsnittet skal vi lage et generelt oppsett for Eulers
metode, bygget opp pa samme mate som vi gjorde i
eksemplet i forrige avsnitt.

La y = y(¢) veere en funksjon som tilfredsstiller diffe-
rensiallikningen

dy

dt

og med initialbetingelsen y(0) = yp. Vi skal finne en
tilnzermet verdi for y(a) for et reelt tall ¢ > 0. Vi deler
intervallet [0, @] i n like store deler og definerer rekursivt

=gt)

S|

a, a a
Vit =y +y(5) =y +80v), )
J J j’ n J J j

Péstanden er nd at y, gir en god tilnerming av y(a).
tillegg vil den bli stadig bedre nar vi gker antall delin-
tervaller n. Vi skal se pa noen eksempler som illustrerer
at metoden gir gode resultater.

Lay = y(t) veere lgsning av den logistiske vekstmo-
dellen

Yy =10-y(1-y)

der y(0) =0,01. Vi er interessert i 4 regne ut y(1). Forst
bruker vi formelen fra forrige kapittel for a finne den
eksakte verdien. Fra teorem 11.2.1 har vi formelen

Ayo
(A—yo)e 4M + yg

Setter viinnA =1, A =

y(t) =

10, y0 =0,01 ogt =1, far vi

0,01

=~ 0,9955
(1—-0,01)e"1940,01 9

y(1)=

Sa skal vi bruke Eulers metode, og vi bruker n = 5
delintervaller. Det gir

yo = y(0) = 0,01

y1 =yo0+10yo(1 —yo) - é ~0,0298
=y1+ 10y (1 —y1)- é~0,0876

y3=y2+10y2(1 —y2)- % ~0,2475

y4 =y3+10y3(1 —y3)- é ~ 0,6200

ys ~ 1,0912

som opplagt er litt for mye, siden likevektstilstanden
for denne modellen er y = 1. I figurene 11.2, 11.3 og
11.4 har vi plottet punktene (Z,y;) (bld kurve) for ulike
antall delintervaller. Den rgde kurven er en stykkvis
linezer kurve der knekkpunktene tilsvarer de korrekte
lgsningspunktene (£, f(4)).

n
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Figur 11.2. Plotavy; og f(%)forO <j<Ss.
1,2000
1,0000
08000
o000
04000
02000

0,0000

Figur 11.3. Plot av y; og f(1) for 0 < j < 10. (Merk
at fargene er byttet om i forhold til figuren over)

For & gke treffsikkerheten gar vi opp til n = 100 del-
intervaller. Det gir

yo =y(0) =0,01

1
— ~0,0110
100~

1

— ~0.0121
100 =0

y1 =Yo+ 10yo(1 —yo)-
y2 =y1+ 10y (1 —y1)-

y3 =y2+ 10y2(1 —y5)- ~0,0133

1
100
Y100 =~ 0,9957

som er adskillig nermere det korrekte svaret. Figur
11.4 gir et plot av de 101 punktene (j,y;) for j =
0,1,...,100. Vi ser at dette likner veldig pa en S-kurve.

1,2000

1,0000

0.80Vertical (Value) Axis
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Figur 11.4. Plotavy; og f(£) for j <0 < 100.

Ideen med Eulers metode er a bruke det som kalles
linezer interpolasjon. Gitt en funksjon y = f(x). Vi har
sett tidligere at Taylor-rekka til funksjonen gir oss en
god tilnzrming til funksjonen. Dersom vi bare tar med
ett ledd vil vi normalt fa en relativt darlig tilneerming,
men jo smalere intervall vi jobber i, jo bedre vil den
lineare tilneermingen vere. Taylors formel med restledd
forn=1 gir at

f"(c)

02
2

Sx4h) = f(x)+h-f(x)+

for en ¢ mellom x og x+ h. Anta at vi vil bruke Eulers
metode med n delintervaller pa et intervall [, b]. Siden
intervallet er lukket vil absoluttverdien av den andre-
deriverte av funksjonen vare begrenset pa intervallet,
|f”(c) < M|. Det betyr at feilen vi gjgr ved & bruke
lineariseringen i stedet for funksjonen er gitt ved

Mh?

//(C)
El= |22 < 22
E] = |52 < =

Med n delintervaller har vi h = % som gir
Mm(l

)2
2

M

El L =—

Summerer vi feilen over alle delintervallene, i alt n
stykker, far vi den samlede feilen gitt ved

MM

E: . frng
n\| n2n2 2n

Dermed fglger det at

lim n|E| = lim i =0
n—yoo n—oo 2n
og vi har vist at Eulers metode faktisk virker.
Eulers metode er enkel a kode, f.eks. i MATLAB. Vi
skal bruke samme eksempel som over.
Vi starter med & definere funksjonen pa hgyre side av
differensiallikningen i et eget skript som vi kaller f.m;
function yp=f(y,t)
yp=10%y*(1-y);
Sa lager vi et nytt skript hvor vi spesifiserer alle
parametrene og kjgrer algoritmen:

t0=0; tf:1; (definerer intervallet)
y0=0.01; (setter startverdien til y)
n=100; (antall delintervaller)
h=(tf-t0)/n; (bredden av hvert delintervall)



t=t0; T=t; (initierer t-kolonnen) Oppgaver

y=y0; Y=y; (initierer y-kolonnen)
for i=1:n (algoritmen begynner) Oppgave 1. Lay = y(t). Bruk framgangsmdten i teks-
k=f(y,t); ten til d finne en lgsning av den separable differensial-
y:y+h*k; likningen
t=t+h; Y=y
T=[T:]; der =
y(0) =1.
Y=[Y3yl;
end (algoritmen slutter) Oppgave 2. Lay = y(t). Bruk framgangsmdten i teks-
[T.Y]; (liste over punktene) ten til a finne en lgsning av den separable differensial-
plot(T,Y) (utskrift) likningen
Y =2y
Utskriften gir oss en illustrasjon av grafen, og den
. S . . . .| dery(0)=1.
siste verdien i Y-kolonnen vil vere tilnermingen til
y(1). Oppgave 3. Lay = y(t). Bruk framgangsmdten i teks-
ten til d finne en lpsning av den separable differensial-
likningen
Y=y
_2
dery(1) = =.

Oppgave 4. Lay = y(t). Bruk framgangsmadten i teks-
ten til d finne en lgsning av den separable differensial-

likningen
Y =2y
dery(0) = 1.

Oppgave 5. La y = y(t). Bruk framgangsmdten i teks-
ten til d finne en lgsning av den separable differensial-
likningen

y ==
y

der y(0) = 2.

Oppgave 6. La y = y(t). Bruk framgangsmdten i teks-
ten til a finne en lgsning av den separable differensial-

likningen
’ t
y ==
y

der y(0) = 2.

Oppgave 7. Lay = y(t). Finn en lgsning av den sepa-
rable differensiallikningen

Y =y(1-y)
der y(0) = 1.

Oppgave 8. Finn en likevektstilstand for modellen gitt
ved likningen
dy 2

e A, N
52y
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Oppgave 9. En matematisk modell er beskrevet av dif-
ferensiallikningen

dy_

” =y(-1)(r-2)

Finn likevektstilstandene til modellen.

Oppgave 10. En matematisk modell er gitt ved diffe-
rensiallikningen

y =y —3y+2

For hvilke verdier av y vil vekstraten ha sin stprste ver-

di?

Oppgave 11. En matematisk modell er gitt ved diffe-

rensiallikningen

w =21

hvor y(0) = 0. Finny = y(r).

Oppgave 12. En hdrlokk som pastds d veere fra Harald
Haérfagres pannelugg blir C'*-datert. Det viser seg at
harlokken inneholder 98% av naturlig mengde av C'*-
isotopen. Er det noen grunn til a stole pa pdastanden?

Oppgave 13. En fiskebestand N = N(t) vokser i hen-
hold til en logistisk vekstmodell

dN
— =BN(B—N

= BN(B-N)
der B er positiv konstant og B er bestandens berekrafts-
grense. Man bestemmer seg for drive en viss fangst
fra fiskebestanden. Nar vi tar hensyn til fangsten vil
fiskebestanden veere modellert av differensiallikningen

dN
— =PBN(B—N)—nh
= BN(B-N)
der h beskriver fangstvolum pr tidsenhet. Hva vil like-
vektstilstanden for bestanden veere med en slik fangst?
2

Vi setter h = ﬁ%. Kan du finne en lpsning av liknin-

gen?

Oppgave 14. Bruk Eulers metode med n =5 delinter-
valler pa differensiallikningen

over intervallet [0, 1]. Hva blir den tilncermede verdien
Sor y(1)? Los ogsa likningen anlytisk og sammenlikn
svarene.

Oppgave 15. Bruk Eulers metode med n =5 delinter-
valler pa differensiallikningen

over intervallet [0,4]. Hva blir den tilncermede verdien
Jor y(4)? Gjor samme analyse, men nd med n = 10 del-
intervaller. Lgs ogsa likningen anlytisk og sammenlikn
svarene.

Oppgave 16. Bruk Eulers metode med n =5 delinter-
valler pa differensiallikningen

y(0)=1

over intervallet [0, 10]. Hva blir den tilnermede verdien
Sfory(10)? Gjpr samme analyse, men nd med n = 10 del-
intervaller. Lgs ogsa likningen anlytisk og sammenlikn
svarene.

Y =0,1y?,

Oppgave 17. Samme som oppgave 3, men bruk funk-
sjonen
Y =2y(5-v),

over intervallet [0, 1].

y(0)=1

Oppgave 18. Bruk MATLAB eller et annet program til
d lage en illustrasjon av lpsningen av differensialliknin-
gen

Y =ty
Velg selv et passende intervall og startverdi, og forsgk
med forskjellig antall delintervaller.

Oppgave 19. Bruk MATLAB eller et annet program til
a lage en illustrasjon av lpsningen av differensialliknin-
gen

, 1
y=y+ 7
Velg selv et passende intervall og startverdi, og forsgk
med forskjellig antall delintervaller.

Oppgave 20. Bruk MATLAB eller et annet program til
d lage en illustrasjon av lgsningen av differensialliknin-

gen
y/ — . /y2 +t2

Velg selv et passende intervall og startverdi, og forsgk
med forskjellig antall delintervaller.

Oppgave 21. Bruk MATLAB eller et annet program til
ad lage en illustrasjon av lpsningen av differensialliknin-
gen

w =y+t
Velg selv et passende intervall og startverdi, og forspk
med forskjellig antall delintervaller.
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Kapittel 12

Systemer av differensiallikninger

I mange fysiske prosesser vil det vaere flere enn en
stgrrelse som inngar. Disse stgrrelsene kan vere av-
hengige av hverandre, slik at en endring av en av dem
pavirker alle de andre. Et eksempel er en matematisk
modell for stgrrelsen pa to dyrepopulasjoner hvor den
ene jakter pa den andre. Ferre byttedyr gir feerre jegere,
mens ferre jegere forer til gkning av byttedyrbestanden,
OSsV.

Et annet eksempel er utslipp av en miljggift i et vass-
drag. Konsentrasjonen av gift i hver enkelt innsjg i vass-
draget vil avhenge av konsentrasjonen i hver ovenforlig-
gende innsj@. Vi fér et koplet system der flere stgrrelser
og deres endring star i gjensidig avhengighetsforhold
til hverandre. For a lage matematiske moeller for denne
type fenomener trenger vi ikke bare en differensiallik-
ning, men et system av differensiallikninger.

Vi tenker oss et lite vassdrag som bestar av to sjger
med en elv i mellom. Vi har tilfgrsel av vann fra om-
givelsene til begge sjgene, og fra den nederste sjgen
renner ogsa vann ut i havet. Vannmengden i de to sjgene
er konstant. Ved den gverste sjgen ligger det en fabrikk
som kontinuerlig slipper ut gift i vannet. Vi kaller meng-
den av gift i dette vannet for x = x(¢). Denne stgrrelsen
oppfyller differensiallikningen

— =c—kix

dt

der c uttrykker den konstante tilfgrselen av gift, mens
k1x reflekterer den mengden av forgiftet vann som ren-
ner ut av sjgen. S& beveger vi oss ned til den neste
sjgen. Mengden av gift i denne sjgen kaller vi y = y(¢).
Endringen av giftmengden her vil veere avhengig av kon-
sentrasjonen av gift i vannet som tilfgres fra den gvre
sjgen, minus den giften som renner ut i havet. Dette
beskrives av likningen

dy
2 —kx—k
o = kix—kay

Dette gir oss et system av differensiallikninger. Vi skal
se hvordan vi kan handtere slike systemer, bade analy-
tisk og numerisk.

12.1 Linezre systemer med kon-
stante koeffisienter

Et lienart system av differensiallikninger er gitt ved

d—); =ax+by
dy

°r d
a cx+dy

Vi gjetter pa en lgsning for dette systemet, pa formen
x(1)=Cie",  y(1) = G
Setter vi denne lgsningen inn i likningssystemet far vi

AC M = aCie + bCre
LCreM = cCreM +dCye

eller ved & dele ut med e’

AC) = aC +bCs
ACy =cCi+dC,

Det betyr at vi ma finne A, C; og C, som passer i det
line@re likningssystemet.

(a—A)Ci+bC, =0
cCi+(d—-A1)C,=0
Vi har en opplagt lgsning, nemlig C; = C; = 0, men

den er vi ikke spesielt interessert i siden den kun gir
oss lgsningen x = y = 0. Vi multipliserer den fgrste
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likningen med ¢, og den andre med (a — A) og trekker
dem fra hverandre. Det gir

(be—(a—A)(d—2))Cy =0

Siden vi ikke er interessert i trivielle lgsninger antar vi
at C # 0. Det betyr at

bc—(a—A)(d—1)=0
som vi omformer til en 2.gradslikning i A;
A?—(a+d)A+ (ad —bc) =0

Ved 4 bruke abc-formelen far vi

_atd+ V/(a+d)? —4(ad — be)

2
_a+dE/(a—d)?+4bc
B 2

A

Vi kaller det som stér under rottegnet for diskriminan-
ten til likningssystemet, og skriver

P = (a—d)* +4bc
Det gir oss to lgsninger

a+d+vVo A a+d—o
= X~ 2= A~

& 2 2

For hver av disse verdiene av A ma vi na lgse liknings-
systemet

(@a—A)Ci+bC, =0
cCi+(d—2)Cr =0

Den fgrste likningen gir

a—2_
Cz—f( b )Cl
mens den andre gir
c
CG=—F7+C
2 d—2) 1

Men siden vi har regnet ut verdien av A fra likningen
bc—(a—A)(d— 1) =0 fglger det at

(a—2) ¢

b (d—A)

og de to likningene gir oss samme svar.

Fgr vi gar videre med Igsningen av differensiallik-
ningssystemet skal vi introdusere det sékalte superpo-
sisjonsprinsippet. I matematisk sprak sier dette at der-
som vi har funnet to Igsninger av et system av linez-
re differensiallikninger, sa vil ogsa summen av de to
Igsningene ogsa vere en lgsning av systemet. Et fysisk
eksempel pa dette prinsippet er at bglger kan passere
uforandret gjennom hverandre. Hvis vi har to separate
kilder som genererer bglger, f.eks. lydbglger, s kom-
mer bglgene uforandret ut pa den andre siden etter at
de har mgttes. Na vi snakker i munnen pa hverandre, sa
blir ikke lydene pavirket av hverandre.

I vart eksempel betyr dette at vi kan finne de to
lgsningene hver for seg, for sa & legge dem sammen
og i praksis finne mange flere lgsninger.

Teorem 12.1.1. Et liencert system av differensialliknin-
ger gitt ved

d
d—f =ax+by
d
PG

og hvor b # 0, har lgsninger gitt ved

x(t) = CeM' 4 D!
A — Ay —
y(t) = 7( lb a>Celll+7( 2b a>De’12’

hvor C og D er vilkdrlige konstanter. Stgrrelsene Ay og
A er gitt ved

a+d+vVo ) a+d—V9
=), D= ——"F7"F

M 2 2

hvor 9 = (a—d)?+4bc er diskriminanten til likningen.

De to konstantene C og D er a betrakte som inte-
grasjonskonstanter og vil alltid bli bestemt av initial-
verdiene til systemet, f.eks. gitt ved verdiene x(0) og
¥(0).

Vi skal se pa noen eksempler.

Eksempel 12.1.1. Betrakt likningssystemet

dx

kg ]

7 X+y
dy

— =-3x-2
dt T

der x(0) =2, y(0) = —5. I dette tilfellet har vi a = 2,
b=1, c=—-30gd= —2. Det gir diskriminanten

P=(2+27+4-1-(-3)=4
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2-2 4
:izl A=

M 2 2 -

som vi setter inn i formelen over og far
x(t) =Cé' +De™"
y(t) = —Cée' —3De™"

Setter vi inn for t = 0 far vi
x(0)=C+D=2
y(0)=-C-3D=-5

som gir C = % og D = % Det gir oss den spesielle
lpsningen

x(t)=1e +3e!

y(t)=—%e =3¢

R AN
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Figur 12.1. Vektorfelt med lpsningskurve for eksempel
12.1.1

MATLAB-koden til illustrasjonen over er som fplger:
[x,y]=meshgrid(0:0.25:7,-7:0.5:-1);
u=2%+4y;

v = -3% - 2%y,

quiver(x,y,u,v);

hold on
t=linspace(-0.25,2.5,100);
x1=(1/2)*exp(t)+(3/2)*exp(-t);
x2=-(1/2) exp(t)-(9/2) *exp(-t);
plot(x1,x2,'r’)

Vi skal se pa et litt mer komplisert eksempel, der
diskriminanten & er negativ, slik at lgsning av 2.grads-
likningen gir komplekse tall.

Eksempel 12.1.2. Betrakt likningssystemet

dx

T x=2
dt T
dy

= 2x—
dt =y

der x(0) = 1, y(0) = 2. I dette tilfellet har vi a = —1,
b= -2, ¢c=20gd=—1. Det gir diskriminant

P =(—14+12+4-(-2)-2=-16

0g
—1—1+/-16

A= + =142
—1-1-+/~16

b= =12

som vi setter inn i formelen over og far

x(t) — Ce(71+2i)t _|_De(7172i)t
y(t) — 7!C€(_1+21)t + I-De(—l—Zi)t
I dette tilfellet ma vi la konstantene C og D veere kom-
plekse tall. Vi setter C = E+iF og D= G+iH, og
bruker samtidig formelen e” = cosx+isinx. I tillegg
har vi at cos (—2t) = cos (2t) og sin (—2¢t) = —sin (2r).
Det gir
x(t) = (E+iF)e " (cos (2t) +isin (2t))
+(G+iH)e " (cos(—2t) +isin(—2t))
=e¢ ' ((E+G)cos(2t)+ (—F +H)sin(2t))
+ie " ((F+H)cos(2t)+ (E — G)sin(2t))
Tilsvarende utregning for y(t) gir
y(t) = —i(E +iF)e™"(cos (2t) +isin(2t))
+i(G+iH)e " (cos (—21) +isin (—21))el 72!
=e¢ ' ((F—H)cos(2t)+ (E+ G)sin(2t))
+ie”" ((—E+G)cos (2t) + (F + H)sin (2t))

Vi er kun interessert i reelle lgsninger og vi krever derfor
at imagineerdelen til lpsningen er 0. Det betyr at

F+H=E-G=0
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Dermed far vi

x(t) =2e " (Ecos(2t) — Fsin (2t))
y(t) =2¢ " (Fcos (2t) + Esin (2t))

Setter vi inn for t = 0 far vi
x(0)=2E=1, y(0)=2F=2

som gir E = % og F = 1. Det gir oss den spesielle
lpsningen

x(t) = e " (cos (2t) —2sin (2t))
y(t) = e " (2cos (2t) +sin (2¢))

or S At 33 S SRS
////f{/{//,,w}a—&k‘\&\\‘\‘\\\\\\\

r S EEPRER LRSS A SN
A P LA S S S
i FU R A T e A BREERER
SAAA /z,,,--——ﬁnaa\\m\ﬁxx‘\}e$\\5333\

T T D CERTA SR LA RN
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A T TR ACE AR LA
s 11\\‘\\\\\1‘\\\\\\\\\\

Figur 12.2. Vektorfelt med to lpsningskurver for eksem-
pel 12.1.2.

MATLAB-koden til illustrasjonen over er som fplger:
[x,y]=meshgrid(-2:0.25:7,-1:0.5:5);
u = -x -2%y;
v = 2%« -y;
quiver(x,y,u,v);
hold on
t=linspace(-0.5,4,100);
x1=exp(-t). ¥(2%cos(2*t)-4*sin(2*t));
x2=exp(-t). ¥(4*cos(2*t)+2%*sin(2*t) ),
plot(x1,x2,’r’)
streamline(x,y,u,v,6,1);

De to eksemplene vi har sett pa skiller seg fra hver-
andre ved fortegnet pa diskriminanten. Nar diskriminan-
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ten er positiv vil vi alltid fa en lgsning pa formen
x(t) = CreM +Cre™!
y(t) = D1eM + Dy

Dersom den stgrste av A; og A, er positiv, og den
tilhgrende koeffisienten er forskjellig fra 0, sa vil denne
stgrrelsen vokse mot o nér ¢ vokser. Dersom A;,A, < 0
vil bade x og y ga mot en fast grense. I alle tilfelle vil
(0,0) vere en likevektstilstand, siden

dx _dy

dt dt
i dette punktet. I det farste tilfellet sier vi at vi har en
ustabil likevektstilstand, siden et lite avvik fra likevekts-
tilstanden vil bringe systemet vekk fra likevektspunktet.
Det andre tilfellet kalles en stabil likevektstilstand, for
der er det motsatte tilfellet. Vi skal komme tilbake til
betraktninger rundt likevektstilstander senere i kapitte-
let.

Nar diskriminanten er negativ far vi et noksa annerle-

des forlgp. Lgsningene av differensiallikningssystemet
vil alltid vaere pa formen

x(t) = ™ (Cy cos (Bt) +Cysin (Bt))
y(t) = e* (D cos (Bt) + D, sin (Bt))

for to reelle tall a = # og B = @. Uttrykkene
bestar av to faktorer, en harmonisk funksjon, og en eks-
ponensialfunksjon. Vi kan betrakte eksponensialfunk-
sjonen som en amplitudefunksjon som bestemmer om
den harmoniske funksjonen gir oss en sprial som gar
utover, innover, eller som faktisk stabiliserer seg pa en
fast bane. Et eksempel pa det siste er det linezre lik-
ningssystemet

dx _ —x+
dt Y
dy

= _9

i X+y

I dette tilfellet har vi 2 = (—1— 1) +4-1-(-2) = —4

og
—1+14+/—4
5 =
Det vil gi oss en lgsning pa formen

A= +i

x(t) = Cy cost 4 Cy sint
y(¢) = D cost + D sint

som beskriver en konstant, elliptisk bane i (x,y)-planet.



Figur 12.3. En periodisk lgsning.

Det er viktig 4 merke seg at Igsningen i forrige ek-
sempel ikke er en likevekt. Alle likevektstilstander er
stabile i den forstand at alle de deriverte med hensyn
pat er 0. Men det motsatte er ikke tilfelle. Vi kan ha
stabile lgsninger som ikke er likevektstilstander, slik
som i eksemplet over.

12.2 Eulers metode i flere variable

I forrige kapittel sa vi hvordan vi kunne bruke Eulers
metode til a illustrere Igsninger av differensiallikninger
uten at vi kjenner noen eksplisitt form pa lgsningene.
Vi kan bruke samme framgangsmate for a illustrere
Igsningene til mer omfattende differensiallikningssyste-
mer. La

dx1
dt :fl(xla)CZa"'vxnlat)
dx,
dt :fZ(-xla-x27"'7xm7t)
dx,
d;n = fin (X1, X2, -+, Xm, 1)

vaere et system av differensiallikninger med initialbe-
tingelse x;(0) = b; fori = 1,2,...,m. Vi betrakter et in-
tervall [0,a] av z-verdier som vi deler opp i 7 like store
deler. Vi setter ¢; = % for j =0,1,2,...,n og definerer

x,-.o:xi(O):bi, i=0,1,2,...,m

og rekursivt

a
Xije1 = %2 (t)

= xij+ fi(xijptj) -

S|
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Dette gir oss stykkvis linezre funksjoner definert av
knekkpunktene (7;,x; ;). Nar vi gker antall delintervaller
n vil disse stykkvis line@re funksjonene gi oss stadig
bedre tilnzrminger til funksjonene x;. Vi skal se pa noen
eksempler som illustrerer at metoden gir gode resultater.

Vi betrakter systemet

dx

= x=2
dt Ty
dy

A
dt o

der x(0) = 1, y(0) = 2 som vi sa pa i eksempel 12.1.2.
Vi skal betrakte intervallet [0, 10] som vi deler i n like
store deler. I dette tilfelle far vi rekursjonen

10
Xjpt =X+ (= = 2y))

10
Vit =Y+ (26 =y5) -

Denne algoritmen kan vi enkelt implentere i f.eks.
MATLAB pa fglgende mate:

t0=0; tf:10; (definerer intervallet)
x0=1,; (setter startverdien til x)
y0=2; (setter startverdien til y)
n=1000; (antall delintervaller)
h=(tf-t0)/n; (bredden av hvert delintervall)
t=t0; T=t; (initierer t-kolonnen)
x=x0; X=x; (initierer x-kolonnen)
y=y0; Y=y; (initierer y-kolonnen)
for i=1:n (algoritmen begynner)
Z=x;

x=x+h*(-x-2*y);
y=y+h*(2*z-y);
t=t+h;
T=[T:t];
X=[Xx];
Y=[Yiyl;

end

plot(X,Y)

(algoritmen slutter)
(utskrift)



Figur 12.4. Utskriften gir oss en illustrasjon av
lpsningen i eksempelet over.

12.3 Dynamiske systemer

Vi bruker fellesbetegnelsen dynamisk system om en
eller flere matematiske (eller fysiske) stgrrelser hvor vi
pa en eller annen méate koder inn en tidsutvikling for
stgrrelsene.

Et bergmt dynamisk system er den sakalte Lotka-
Volterra-likningen. Et fysisk system som beskrives ved
denne modellen kan vare fglgende: Vi betrakter et kob-
let system av to autokatalytiske reaksjoner der konsen-
trasjonen av en av reaktantene A er mye hgyere en like-
vektsverdien. Dermed kan vi neglisjere den reverserte
reaksjonen og bare konsentrere oss om en retning. Det
idealiserte systemet ser ut som

A+X —2X
X+Y —=2Y
Y —>FE

og den matematiske modellen er gitt ved

dlA] _

M

% — ki [A][X] — ko [X][Y]
% = ka[X][¥] ks [Y]

der [A] betyr konsentrasjonen av stoffet A. Produktene
som inngdr i likningene svarer naturlig til at den aktu-
elle stgrrelsen endrer seg nar to molekyler mgtes. Den
hyppigheten er proporsjonal med hver av de stgrrelsene
som inngar.
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Siden konsentrasjonen av A er antatt & veere stor, ser
vi bort fra problemet med at vi bruker opp A. Vi kan se
pa et tall-eksempel: Vilar 0 <z <100, [X]o=[V]o=0.1
og [A]o = 500. Videre setter vi k; = 0.001, k» = 1 og
k3 = 0.2. Bruker vi Eulers metode med n = 10000 far
vi dette bildet av et X, Y -plot:

Figur 12.5. Illustrasjon av Lotka-Volterra-modellen.

Figuren illusterer en oscillerende lgsning. Den er ikke
en stabil lgsning siden “rundene” i figur 12.5 stadig
blir mindre etter hvert som reservoiret A blir mer og
mer oppbrukt. Til slutt vil l@sningen stabilisere seg i et
likevektspunkt som blir en slags grense for den ovale
spiralen vi ser pa illustrasjonen.

Et annet eksempel er en reaksjon med katalysatorer.
Vi studerer reaksjonssystemet

A+X - R+Y

By o S4x }A+B—>R+S

med tilhgrende modell

M A

M i)

% — ki [A][X] + ko [B][Y]
% = ki [A][X] — ka[B][Y]

I et talleksempel setter vi k| = 0.1 og ky = 0.05. Vi-
dere lar vi [Alo =1, [Blo =1, [X]o = 1 og [Y]op = 0. Det
gir fglgende forlgp (der [X] er bl4, [Y] er lysegrgnn, [A]
er grgnn og [B] er rpd)



Figur 12.6. [llustrasjon av den beskrevne reaksjonslik-
ningen.

Vi skal se pa et eksempel pa en annen type mate-
matisk modell, for utviklingen i antall smittede av en
epidemisk sykdom, kalt SIR-modellen. Vi deler befolk-
ningen i tre, S = S(¢) er de smitteutsatte, ] = I(¢) er
de smittede, og R = R(¢) er de fjernede, dvs. de som
enten er dgde eller er blitt friske og derfor hverken kan
smitte noen eller bli smittet. Vi har fglgende modell:

ds

— = —aSI
dt a

dl

— =aSI - bl
dt a4

dR

— =bl

dt

Vi tenker oss at vi har en smitteutsatt befolkning pa Sy =
1000, at antall smittede er Iy = 10, og at antall fjernede
ved starten er Ry = 0. Vi velger & sette a = 0,001 og
b =0,4. Det gir oss fglgende forlgp av antall smittede
nar vi bruker Eulers metode pa intervallet 0 < ¢ < 20
med n = 1000:

1000

a00

00 1

700 |

600 L

500 |

400 |

300 |

2004

100 -

Figur 12.7. Illlustrasjon av smittemodellen. Antall
smitteutsatte er illustrert med den bla grafen, antall
smittede ved den grgnne grafen og antall fjernede ved
den rgde grafen.,

12.4 Likevektstilstander

En likevektstilstand for et dynamisk system er en til-
stand hvor systemet ikke endrer seg over tid. Den ma-
tematiske tolkningen av en slik tilstand beskrives av at
alle tids-deriverte er 0. Vi kan derfor finne likevektstil-
stander ved & erstatte alle deriverte med 0, og sa lgse
likningssystemet vi sitter igjen med.

Eksempel 12.4.1. For et differensiallikningssystem m

dx

— =3x+5 1
7 X+ Oy +
dy

- = 2y+1
r X+2y+

finner vi likevektstilstanden ved d lgse likningssystemet

3x+5y+1=0
x+2y4+1=0

Multipliserer vi den andre likningen med -3 og legger
sammen far vi —y —2 =0, dvs. y = —2. Innsetting i en
av likningene gir x = 3, sd likevektstilstanden for dette
systemet er gitt ved (x,y) = (3,-2).
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Gitt et dynamisk system

d—f =ax+by
d
di)t) =cx+dy

med likevektspunkt (0,0). Diskriminanten til systemet

er gitt ved
2 = (a—d)* +4bc

Anta Z > 0. Da har vi lgsninger av systemet gitt ved
x(t) = CeM' 4+ D!

2,1 —d

(1) ( )

=—C
b

hvor C og D er vilkarlige konstanter. Stgrrelsene A; og

Az er gitt ved

(X2 —a)
b

ellt + De}.zt

A a+d+vVo A a+d—v9
=Ty BT Ty

Dersom A1, A, > 0 vil likevektspunktet vere ustabilt (en
frastgter) siden integralkurvene vil bevege seg vekk
fra likevektspunktet. Dersom startpunktet er gitt ved

(C, ()le;a)c) = &(b,—a+ A1) vil D = 0 og integralkur-
vene vil ha stigningstall @. Tilsvarende far vi for

(D, %29 D). Setter via=6,b=5,c=10gd =2
farvi 2 =36 0g A =4+3,0g (b,—a+ A1) = (5,—4),

mens (b, —a+A2) = (2,2).

P e e B g
P e T e

B

Dersom A1, 4, < 0 vil likevektspunktet vare stabilt
(en attraktor eller tiltrekker) siden integralkurvene na
vil bevege seg inn mot likevektspunktet. Et eksempel
kan vere a = -3, b =2, c =2 og d = —3. Det gir
2 =160g A 3+ 2. Det er to rette linjer inn mot
likevektspunktet, gitt ved (C,C) og (D, —D).

T e s v v v
SRS, T
US\\ N T
N N N
02 NN e
b Thme. - - N R
a2f o o T N
bk, o~ - N N
P O S NN NN
ol - N N \\\
SR

Figur 12.9. Retningsdiagram og noen integralkurver
for et tiltrekker-likevektspunkt.

Til slutt har vi tilfellet der Ao < 0 < A;. Her setter vi
a=0,b=2,c=20gd=0,med P =16 0g A = +2.
Det betyr at vi har en integralkurve som er en rett linje
gitt ved (D, Mz; 9 p) =D(1,—1).1alle andre punkter
vil integralkurvene forsvinne ut fra likevketspunktet. Et
slikt likevektspunkt kalles en bifurkasjon. Vi bruker
bifurkasjon om alle likevektspunkter der sma endringer
i initialverdiene fgrer til vesentlige endringer for de

aktuelle integralkurvene.

e

N s

0s AR PR
NN PR

0k \' \ t t T 1
‘l L on ok J\

J{ / LN \

= /ol " NN
f// /:.\\

al ////{_4‘_“‘\\ .

Figur 12.8. Retningsdiagram og noen integralkurver i

tilfellet over, hvor likevektspunktet er en frastpter.
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Figur 12.10. Et eksempel pa en bifurkasjon, der en
bestemt rett linje forer oss inn i likevektspunktet, alle
amdre sklir utenom.

Vi kan videre se pa tilfellet der 2 < 0. Tidligere har vi
sett at Igsningene er pa formen

x(t) = e (C) cos (Bt) + Cysin (Bt))
y(t) = e (D cos (Bt) + Dy sin (Bt))

for to reelle tall @ = # og = @. Det betyr at vi
har en tiltrekker for & < 0 og integralkurvene vil vere
innover-krummende spiraler. Det motsatte har vi for
a > 0. Da har vi en fratgter hvor alle integralkurver er
utover-krummende spiraler som ender i det uendelig
fjerne.

Vi kan oppsummere det vi har sagt i et samlet teorem:

Teorem 12.4.1. Gitt et dynamisk system

d—: = ax+by
d
di}t) =cx+dy

med likevektspunkt (0,0)og diskriminant

2 = (a—d)*+4bc

La
a+d+v9 a+d—\9o
M=——F——, hh=—7F7—
2 2
o8
o a+t+d
2

Da har vi fplgende klassifikasjon av likevektspunktet

la) For 2 > 0 0g A1, Az > 0 har vi et frastgtende like-
vektspunkt.

1b) For 9 > 0 og A,A, < 0 har vi et tiltrekkende
likevektspunkt.

Ic) For 9 >0 0g A, <0 < A har vi en bifurkasjon
med en tiltrekkende linje og hvor initialpunkter
utenfor linja gir frastpting.

2a) For 2 <0 o0g a <0 har vi et tiltrekkende likevekts-
punkt.
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2b) For 2 <00g a > 0 har vi et frastgtende likevekts-
punkt.

2c) For 2 <0 og o =0 har vi en bifurkasjon hvor ini-
tialpunkter utenfor likevektspunktet gir oss stabile
periodiske lgsninger.

I et tidligere kapittel regnet vi ut integralkurver for et
vektorfelt ved & studere et perpendikulert felt. Vi kan
plukke opp den traden.

Vi betrakter et dynamisk system gitt ved

d
d—); =ax+by
d
di)t) =cx+dy

der a, b, c og d er reelle konstanter. Det tilhgrende
vektorfeltet er gitt ved F(x,y) = (ax+ by,cx+dy). Det
betyr at normalfeltet F (x,y) = (—cx — dy,ax+by). Vi
regner ut sirkulasjonen i dette feltet,

0 0
curl(FJ‘) =% (ax+by) — a—y(—cx —dy)=a+d
For 4 finne en potensialfunksjon for F er vi avhengig
av at feltet er sirkulasjonsfritt, sa i det videre antar vi at
a+d =0eller d = —a. Vi regner ut

fey) = [(mexray)dr= =52 +axy+g0)

som er en kandidat som potensialfunksjon. Partiellderi-
verer vi denne med hensyn pa y far vi

d
a*y(%x2+axy+g(y)) =ax+g¢(y)

som vi sammenlikner med ax + by. Det betyr at vi ma
ha g'(y) = by, eller g(y) = %by2 + K for en konstant K.
Dermed fér vi en potensialfunksjon
c b
floy)=—5¢ +axy+ 2y +K

med nivakurver

¢ 2 b,

42 —_ V=K

X —axy— 5y
Vi har tildligere sett at lgsningene til systemet er gitt
ved

x(t) = CeM' + D™

y(t) (1 —a) ceM + 7(121:0)De’12t



Vi bruker at a +d = 0 og far
V7

A =-N

2

hvor diskriminanten

2 = (a—d)*+4bc = (a+a)* +4bc = 4(a* + be)

Det gir
}4 = \/a2+bc= —Az
For & forenkle notasjonen setter vi A; = A, A, = —A.

Setter vi dette inn i likningen for nivakurven far vi

€2 _axy_ 2y
FX —axy =2y
= %(Ceh +De )2
_a(Celt_FDefM)(_ (a_b/l)celt_ (a_g/l)Deflt)
bR gt h)
_ 2 241 C a(a—l)_é (a=2),
a(a+i) ala=A)  (a—A)(a+A)
+CD(c+ 5 5 b 02 )
2 o€ alatd) b (atd),
+D"e (2+ b 2( b )7)
N4 har vi
c a(ail)_é((ail))z
2 b 2 b
:%b(bc—l—Zaz:FZal—az:tZak—lz):0
og
a(a+A) ala—A)  (a—A)(a+A)
c+ b b b 0
:é(bc—i—az—i—al—i—az—al—az—i—lz):%

som betyr at den generelle lgsningen til systemet passer
inn i likningen
29

—CD
b

Cc

2

b
2 b2
X —axy—zy

Vi har med andre ord bygget en bro mellom to vidt

forskjellige Igsninger av ett og samme problem.
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Likningen

C

2

b
xz—axy—iyzzK

beskriver det som kalles et kjeglesnitt, og man kan
vise at for a® + bc > 0 silgsningene danne en hyperbel,
mens vi for a> + bc < 0 vil fa en ellipse. Dette stemmer
ogsa veldig bra med formen pa integralkurvene til det
opprinnelige dynamiske systemet.



Oppgaver

Oppgave 1. Et dynamisk system er gitt ved

dx
— =x—2y+1
7 X y+
dy
— =x—3y+2
I xX—3y+

Finn likevektspunktet for systemet.

Oppgave 2. Et dynamisk system er gitt ved

dx

— =3x—y-—3
dt =Y
dy

— =x—3y+7
o X y+

Finn likevektspunktet for systemet.

Oppgave 3. Det dynamiske systemet

dx
a7
Q—x —x
ar Y

har tre likevektspunkter. Bestem disse.

Oppgave 4. Gitt et dynamisk system

dx
T —x=2
dt Ty
dy
=~ —y_3
dt S

Bestem likvektspunktets type.

Oppgave 5. Gitt et dynamisk system

Bestem likvektspunktets type.
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Oppgave 6. Gitt et dynamisk system

@—x-&-
a Y
dy

= 92—
dt o

Bestem likvektspunktets type.

Oppgave 7. Gitt et dynamisk system

dx

29

T X+y
dy

— =3x—-2
dt Y

Bestem likvektspunktets type.
Oppgave 8. Finn lpsningen av systemet

dx

= o —

a7
dy

2 =3x-2
dt rT ey

med initialverdier x(0) = y(0) = 1.

Oppgave 9. Still opp en modell for den autokatalytiske
reaksjonslikningen

A+B=2B



Kapittel 13

Fasit til oppgavene

Kapittel 1

Oppgavel. a) 2x+1
b) 12x3 —12x72
c) 1+cosx
d) 2¢*
e) e*cosx—ersinx
Wy
g) Inx+1
h)
Oppgave 2. Vokser overalt

1
(1+x)?

1
cos?x

Oppgave 3. -
Oppgave 4. -

Oppgave 5. x = 7 +k- 7, Max for k jevn, min for k
odde

Oppgave 6. x> — 3x+2 har kritisk punkt i x = % avtar
i (—o0, 3], vokser i [3,0)

(x — 1)?(x+2) har kritiske punkter i x = +1, avtar i
[—1,1], vokser i (—oo,—1] 0g i [1,0)

x+ x% har kritisk punkt i x = ~/2, avtar i (0, v/2], vokser
i (_°°,0) 08 i [\3/§7°°)

Oppgave 7. 2

\/gy
gende pd [—17%], voksende pd [%,2], iii) Lokalt

a) i) x = x=—1, x =2, ii) Avta-

minimum i x = % lokale maksimum i x = —1 og
i x =2, iv) Krummer ned pd [—1,0] og krummer
opp pa [0,2), v) vendepunkt for x = 0 vi) globalt
maksimum i x = —1 og globalt minimum i x =

7
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b) i) x =0. x =2, ii) Avtagende pad [0,2], iii) Lokalt
minimum i x = 2, lokalt maksimum i x = 0, iv)
Krummer ned pa hele [0,2), v) Ingen vendepunkter
vi) Globalt minimum i x = 2, globalt maksimum i
x=0.

c) i) x =0, x =2, ii) Voksende i hele definisjons-
omrddet, iii) Lokalt minimum i x = 0, lokalt maksi-
mum i x = 27, iv) Krummer opp pd [0, 7| og ned
pd [m,27), v) x = 7 vi) globalt maksimum i x = 27

og globalt minimum i x = 0.

d) i) x=0, x==%7 og x = %m, ii) Avtagende pa
[—7%,0] og [5, 7], voksende pd [—m,—7%] 0g [0, 7],
iii) Lokalt minimum i x =0 og i x = £, lo-
kale maksimum i x = i%, iv) Krummer ned pa
[—%n, —%717] og pd [%7177 %717], og krummer opp pd
[—71?,—%717], [—%7‘:, %71?] og [%n],n}, v) vendepunk-
3

ter for x = —%n, x= —%n, x= %7[ 0g X = 3T Vi)
Globalt minimum i x =0 og i x = £, globalt maks
ix==+7%.

Oppgave 8. a) Vokser pd (—eo,al, avtar pa [a,o),

globalt maks for x = a.

b) Krummer opp pd (—ee,a— 1] og pd [a+ 1,00),
krummer ned pa [a — 1,a+ 1], vendepunkt i x =
atl

1

1, 1], minste

Oppgave 9. Vokser pd [1,3], avtar pa |
verdi for x = 1, stgrset verdi for x = 3.

Oppgave 10. Kvadrat med side 25
Oppgave 11. Dimensjon 15m x 30m, med areal 450m?.
Oppgave 12. 11664cm>

Oppgave 13. 6 kroner



Oppgave 14. -

Oppgave 15. a) Kritiske punkter: £2 %, +22

b) Vokser: [—2 %,2\/2], avtar: [—2\@72\/2] 0g
[2\/2, —24/2), lokale maksimum: —2+/2 og 2\/2,
lokale minimum: —2\/2 0g 2V/2

Oppgave 16. -

Kapittel 2
Oppgave 1. a) $x> —cosx+C
b) ye¥+C
¢) 2lnlx|+C
d) —1+cC
e) %sina)x—f—C
f) —%cosxz—l—C
Oppgave 2. a) ix“-ﬁ-C
b) ¥*+x°+C
c) %x2+%x3+%x4+C
d) %e"2+C
e) sinwx+C
f) xInx+C
Oppgave 3. ﬁ
Oppgaved. a) 9 b) 18 c) 16 d 0

Oppgave 5. a) % b) c) %

1.2
jﬂ'

d) 2+

| —

Oppgave 6. a) % b) 2In2 + 13—4 c)
in (2
WEL @) @1 o i@

Oppgave7.a) 3 b) I ¢ I
Oppgave 8. a) %+ln2 c) %

Oppgave 9. a) 8 b) %
V2—1 e

[\S]Ne

Oppgave 10. a) % b) 270—% c)
1(In2)2

B—

27
Oppgave 11. 5

Oppgave 12. a) 1.98 b) 1.52

d) 1.76

188 ¢

Oppgave 13. n = 2: 0.69444 £+ 0.00833, n = 4:
0.69325 £ 0.00052, n = 8: 0.69315 + 0.00003, In2 ~
0.693147

Oppgave 14. a) 1.9 b) 22

Oppgave 15. a) —38, —37.3 b) -37.9

Oppgave 16. n=2:0.5,n=28:0.5
b) 2 ¢ 1 d) &

b) 3 o % d

Oppgave 17. a) 1

Oppgave 18. a) 10
1

2

Oppgave 19. a) Eksisterer b) Eksisterer ikke

Oppgave 20. a) 2 b) 4

Kapittel 3

Oppgave 1. a)
c) Divergerer

Konvergerer b) Konvergerer

Oppgave 2.

Oppgave3. a) 1+3+9+27=40 b) 2+3+
4 + 5_13

3TITNR2

Oppgave 4. @) Yioih b)) Lio(=3)
¢) :::02(%)”

OppgaveS.a) 2 b)) 3

27
Oppgave 6. <

Oppgave 7. Rekka diveregerer og da kan vi ikke regne
pa denne mdten.

Oppgave 8. a)

c¢) Konvergerer

Divergerer
d) Divergerer

b) Divergerer

Oppgave 9. a)

c) Divergerer

Konvergerer b) Konvergerer
d) Konvergerer

Oppgave 10. b) ]

Oppgave 11. Konvergerer
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Kapittel 4

Oppgave 1. 1 —x+x% —x°

2_ 5

Oppgave2. 1—3(x—1)+3(x—1)?—Z(x—1)

Oppgave 3. x> — 1x*
Oppgave 4. a) x>+2x+1

3(x—1)2+(x—1)*

2

>

Oppgave 5. a) x — %x
|Ex(x)] < 32°

[2169]

b) x— %xz + %x3,

E3(x)| =

Oppgave 6. a) 1+ %(x —-1) -
1)3 S5 (x71)4

128
b) 1—x*+x*

Oppgave 7. 1 +x+x>+x>+ - 4+x" E, = : s

l*(,‘)”*z 4

—1<x< % (men rekken konvergerer for |x| < 1)
Oppgave 8. -

Oppgave 9. -

Oppgave 10. -

Oppgave 11. FASIT MANGLER

Kapittel 5
Oppgave 1. (V12,77),

Oppgave 2. (—4v/3,—4),
Oppgave 3. -
y=1/3x,

Oppgave 4. x> +y> =25, X —2x+y*=

0, y=3

Oppgave 5.
Oppgave 6.

Oppgave 7.
Oppgave 8.

Oppgave 9.

b) 4+5x—1)+
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Kapittel 6
Oppgave 1. a) \2e i 2613 o7
b)—2 i 3
Oppgave 2. a)5+6i b)18—i ¢)1+2i
d)5+12i
. . 7 9.
Oppgave3. a)i b)1-2i c)5—73i
d)-L B -5i pE+&i
Oppgave d. a) \V2e 't b)2e'5  ¢)3y/2ei%

i0 S -2
d)me ,cosG—\/ﬁ,smO_\/E

Oppgave 5. a)2+2V3i b)5i ¢)—-3-3i d)4
Oppgave 6. a)3%-2* b)-1
Oppgave7. a) £3i b) —1+i3 ¢) 242
d)L+i33
Oppgave 8. a) ‘5—‘ — %i b) —% + %i c) % + %i

4 5
Oppgave9. a)x=4, y=-6 b)x=3, y=3
Oppgave 10. -
Oppgave 11. a)- b)) w?>—1
Oppgave 12. -
Oppgave 13. -
Oppgave 14. a) Sirkel med radius 1 b) Imagincere
aksen  c) Rett linje gjennom % 0g 2i

Oppgave 15. a)3+iy b) (2++/10)i ¢) —7+5i

Kapittel 7

Oppgave 1.

Oppgave 2.

Oppgave 3.

Oppgave 4.

Oppgave 5. a) 2x, 3y°

2xy? +y, 2x%y +x

b) 1+cosx, 0 c)

Oppgave 6. a)
ye, xe” c)

Oppgave 7. a) y+z x+z y+x b) xax3—
X1X3, X1X3, X1 X2 — %x% c)  2xi, 2xp, ..., 2x,

siny + ycosx, xcosy + sinx b)
X
-z

y oy



Oppgave8. a) 2-6y—0>=12y b) 0.0—12=
—1

¢) 0-(—xsiny) —(cosy)? = —cos’y

Oppgave 9. a) 0 b) 2xysin(xy)cosxy —
cos? (xy)

Oppgave 10. a) (0,0) b) (-1,-1) c)
(0.y)

Oppgave 11. a) (0,0) b) (0,0) og hyperbelen
xy—1=0 c) (—1,1)

Oppgave 12. a) (0,0) og (1,1) b) (0,0) og
(_%7 _%)

c) (0,0) og sirkelen x> +y* =1

Oppgave 13. -

Oppgave 14. -

Oppgave 15. a) 7500 b) 3056 c) 3750
Oppgave 16. 16 (sirkel: 41)

Oppgave 17. —28L #k

Oppgave 18. N(t) =2.323°%71 Tidlig 2014

Oppgave 19. y=0.51x—0.08 5.0

Oppgave 20. a) Max: (%, %) Min: (—4,—%) b) Max:

(1,3) og (—1,-3), Min: (—1,3) og (1,-3

Oppgave 21. (2,3,2)

Oppgave 22. (100,50)

Oppgave 23. Max: %, Min: 9

Oppgave 24. Max: 81, Min: 1

Oppgave 25. Max: 61, Min: -60

Oppgave 26. Minste avstand: 1 i punktene (0,0,=+1)
Oppgave 27. Min: In2+ %, Max: In2+ 1

Kapittel 8

Oppgave 1. a) (2,4) b) (3,2,1) ¢c) (0,1,0,1)
Oppgave 2. a) 3 b)-1 c)-2

Oppgave 3. a) (2a,0) b) (2t,t,1) c)
xyz(1,1,1)
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Oppgaved. a) x+y b)2s—t+u c) —4t
Oppgave5. a) (2x + y’cos(xy),2ysin(xy) +
97 cos (1)

b) (¢*cosy,—e*siny)
¢) (2x°,3x%7)

Oppgave 6. a) (2x + y3cos(xy) + yz,2ysin(xy) +
xy? cos (xy) + xz,xy)

b) (ze®(cosy +
sinw), e cosw)

sinw), —e*siny,xe*(cosy  +

c) (2x1,...,2xp)

Oppgave 7. a) Konservativt, x>y> +x+y b) Ikke
konservativt

¢)Konservativt, sin (xy)

Oppgave 8. a) Konservativt, e¥ b) Ikke konserva-
tivt

Oppgave 9. a) Konservativt, %xz + %yz b) Konser-
vativt, x>y c) Ikke konservativt

Oppgave 10. ax-+ by

Oppgave 11. a) y* —x? b) 2x c)2x—2y
Oppgave 12. a)3x> +3y>  b) (0,0),0

Oppgave 13. )0  b)3x%"  ¢)0

Oppgave 14. a) 0 b) —sinx+cosy, 2

Oppgave 15. -

Oppgave 16. a) 0 b)6  c)(x?+y*)e”
Kapittel 9

Oppgave 1. a) (t,1) b) (t,1> — 2) c)
(cost,sint)

Oppgave 2. a) x—2y=5 b)x*—y>=0 ¢)
x—sin?(y+1)=0

Oppgave 3. (2,2), (5,—1)

Oppgave 4. a) (27 1)’ (_1:2) b) (2t7 3t2))
(—3t2,2t) c) (sin2z,1), (—1,sin2r)

Oppgave 5. a)2V/5  b) Va2 +b?

Oppgave 6. a) V2 b) V2
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Oppgave 7. a) 2w b) 5= Kaplttel 11
Oppgave 8. —% Oppgave 1. y=¢'
_
Oppgave 9. —21 Oppgave 2. y=e¢
Oppgave 3. y=2¢™'
Oppgave 10. 10
PPe Oppgave 4. y = (t+1)?
Oppgave 11. 27 Oppgave 5. y =2t +4
Oppgave 12. Feks. sirkelen x> +y> = 1 Oppgave 6. y = V1> +4
Oppgave 13. Veldig mange muligheter Oppgave7. y =1
Oppgave 8. y=0,y=2
Oppgave 14. a) (2xy+y*, x> +2xy b)48 c)48
Oppgave 9. y=0,y=1,y=2
. — > _3
Oppgave 15. b) —cos (xy) c)0 Oppgave 10. y =3
Oppgave 16. b) xe¥  c¢)2e Oppgave 11. y = +12
Oppgave 17. b) x+y 0 Oppgave 12. Nei (168 dr)
Oppgave 13. 5+, /B2— 4 S+ glc
Kapittel 10 Oppgave 14. 2
Oppgave 15. 3.18, 3.08, 3
Oppgave 1. a) 1(e* —e)(e” —e) P8
b)%+12—5(1n3—1n2) 6)2—% Oppgave 16. 4.11, 6.12, o
. 5 X Oppgave 17. 4.9, 5, 5
Oppgave2. a)7 b))% cle+-—-2
ppe )3 P ety Oppgave 18. -
Oppgave 3. | Oppgave 19. -
Oppgave 4. 3 Oppgave 20. -
Oppgave 5. a)l0 b)) je*—e+3 Oppgave 21. -
2 2 2 2.2 .
Oppgave 6. a) 5 b)a”+a+5 c)3a Kaplttel 12
Oppgave 7. X=0,y = £ Oppgavel. x=1,y=1
Oppgave8. a) 5 b)x=2y=1 Oppgave 2. x=2,y=3
Oppgave 3. (—1,1), (0,0), (1,1
Oppgave 9. 7ab ppgave 3. (—1,1), (0,0), (1,1)
Oppgave 4. Bifurkasjon, en tiltrekkende retning
Oppgave 10. -4 Oppgave 5. Bifurkasjon, en tiltrekkende retning
Oppgave 11. 4 Oppgave 6. Periodisk
Oppgave 12. 471 Oppgave 7. Bifurkasjon, en tiltrekkende retning
Oppgave 8. x=y=¢
Oppgave 13. a) 88 1) 3T () (10 —¢) PPEAVE . x=y=¢
i Oppgave 9. 4 — _,[A)[B] = —4&
A4 e0 pE(2v2-1) ppgave 9. T = —ki[A][B] = —
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