MAT 1100: Obligatorisk oppgave 2, H-06
Lgsningsforslag

a) Derivasjon gir (husk produktregelen):
gt)=1-¢e" +te' —e" =te'

Siden €' alltid er positiv, er ¢'(t) positiv for ¢ > 0 og negativ for ¢ < 0. Dette
betyr at g er voksende pa [0, 00) og avtagende pa (—oo,0]. Den minste verdien
til g blir dermed g(0) =0-¢e® — e’ +1 = 0.

Til slutt har vi

lim g(t) = . lim (te! —ef+1)= lim te’! — lim e+ lim 1=

t——00 t——o0 t——00 t——o0
= lim te! —0+1= lim te!+1
t——o0 t——o0

Siden te! er et oo - 0-uttrykk, gjgr vi det om til et co/oo-uttrykk og bruker
L’Hopitals regel:

t ’
lim te! = lim —— EH fm —— = lim et =0
t——o0 t——o0 et t— —oo —e~t t——o0o
Dermed er
lim g(t) =1
t——o00
b) Vi har

g"(t) =1-¢e" +te' = (t+1)et

Siden €' alltid er positiv, blir g”(t) positiv for ¢ > —1 og negativ for ¢t < —1.
Dermed er g konveks for t > —1 og konkav for ¢ < —1. Du finner grafen til slutt
i lgsningsforslaget.

c) For t # 0 er funksjonen kontinuerlig siden den er en sammensetning av
kontinuerlige funksjoner i et omrade rundt ¢. Vi sjekker kontinuitet i ¢ = 0 ved
a regne ut grenseverdien til f i 0:

t —1 5 t
lim f(¢t) = lim ¢ " i eT

i =1
t—0 t—0 t t—0

Altsa er limy o f(t) = 1 = f(0) som viser at f ogsa er kontinuerlig i 0.

d) Vi bruker definisjonen av deriverbahet:

1

ef—1
-1 et—1—t pp et —1 'y

/ . . t . . . s £ .
F(0) = Jimy —— = i = 50

ot
2 2

Kommentar: En alternativ mate a lgse denne oppgaven pa, er a regne ut f’(t)
for t # 0, og sa ta grenseverdien nar ¢ gar mot null. Denne metoden forutsetter
en setning som sier at dersom lim;_,, f'(t) = b, sa eksisterer f/(a) og er lik b.
Dette er riktig, men ikke helt lett & bevise (se oppgave 6.2.2 i Kalkulus). Noen
far svaret 0 i denne oppgaven fordi de deriverer konstanten 1 i definisjonen av
f. Dette blir ikke riktig — skal vi derivere pa denne maten, ma f veere lik 1 i



et omrade rundt 0 og ikke bare i punktet selv.
e) Fra analysens fundamentalteorem har vi at
% for x #0

1 forz=0

Siden bade e* — 1 og z skifter fortegn fra minus til pluss i x = 0, ser vi at
F'(z) > 0 for alle x. Dette betyr at x er strengt voksende pa hele R.

f) Vi har F”(z) = f'(z). Vi vet allerede at f'(0) = 3. For z # 0, har vi

= 2 = 2 2

€T T T T

e -1\ efzx—(e*—1)-1 e‘z—e*+1 g(x
o= (£21) G o)
der g er funksjonen i punkt a). Siden g(z) og % er positive for alle z # 0, har

vi dermed at F”(z) = f'(x) er positiv for alle x. Altsa er F' konveks pa hele R.

g) Vi skal vise at lim, .o F'(z) = 00 og lim,_, o F(x) = —oco. Nar vi vet dette,
kan vi bruke L’Hopitals regel pa de to uttrykkene:

F(z) et xe® —x l—e®
1 (JL IH im 2L _ — lim = lim =1
r—oo & r—o0 L€ z—o00 ret — e¥ z500 1 — 1

T xr xT

og
Flx , e’—1
@) wm L~ lim (" —1) =1
z——oo In |J]‘ T——00 P r— —00
Det gjenstar a vise at limy_,oo F'(z) = 00 og lim,_,_o F'(z) = —o0. Siden

f(z) er en voksende funksjon med f(0) =1, er f(¢) > 1 for ¢ > 0. Dermed er

F(x)_/ozf(t)dtz/ozldt_x

s& F(x) — oo nar x — oo.

Den andre grensen er verre. La oss innfgre en ny variabel s = —t for a slippe
a resonnere med negative stgrrelser. Da blir ds = —dt, og vi far
Tet—1 e —1 Y1—e®
F(z) = / dt = / (—ds) = —/ ds
o t 0 —s o 8
det y = —z. Det er derfor nok & vise at

yl_ —S
/ ¢ ds — 00
O 8

nar y — oo (husk at y — oo nar z — —o0). Siden e=% < e~! nar s > 1, har vi

Y1 _e 3 Y1_—e s L —1
/ ¢ ds>/ c ds>/ ¢ ds=(1—e Hlny — oo
0 s 1 s 1 s

nar y — oo. Dermed er argumentet fullstendig.



Grafen til g fra punkt b):




