Lgsningsforslag for 2. oblig MAT1100, hgsten 2008

Oppgave
a) Vi har:
f’($)=1_: 2_(1+;r:)—2:1:= 12ﬂ 1 =
z EE 1+2?2 (142z)
(1+2r+2%) - (1+22) 2z
(1+z)(1+2z)2 ~ (1+22)(1+2)?°

Av utrykket for f'(z) ser vi at f'(z) >0forz > 0o0g f'(z) <0narz <0
og x # —1 (fordi f ikke er definert for z = —1).
Derfor avtar f nar z € (—oo, —1), f avtar ogsd nar z € (—1,0] og f vokser nar z € [0, c0).

b) Vi har

lim f(z) = lim (arctanx —
r—0o0 T—00

.
==-1
l+ﬂ 2

T

S4,y= % — 1 er horisontal asymptote ndr = — oo.

P4 samme mate innser vi at
y = —% — 1 er horisontal asymptote ndr = — —oo.

Nar £ — —1%* vil 1+ 2 — 0% og —}5 — oo. Siden lim arctanz =
T——

arctan(—1) = —7 far vi tilsammen lim f(z) = oo. Tilsvarende vil 1+z —
4 z——1+

L. — —oco nar £ — —1~ og vi far fglgelig

0~ ndr & — —17 og derfor — =

lim f(xz) = —oo. Dette viser at
z——1%

f(z) har vertikal asymptote nirxz — —17 og ogsd nirz — —17.

Siden f(z) — oo nér z — —1% og f(z) — —co nér  — —17, kan f hverken
ha globale maksimums eller minimumspunkter. Siden eneste nullpunkt for
f'(z) er z = 0 kan f ikke ha andre lokale ekstrempunkter enn dette. Siden
f avtar pa (—1,0] og vokser pa [0,00) er z =0 et lokalt minimumspunkt.
Siden f(0) = 0 fplger det av dette at f ikke har andre nullpunkter i (—1, 00).
Siden f avtar pa (—oo,—1) og xgmw f(z) = =% —1 < 0 har f heller ikke

nullpunkter i (—oo, —1) s& z = 0 er eneste nullpunkt.
c) Arealet er gitt ved fol f(z)dz. Vi har :

1
/arctan zdx = zarctanz — f 3 fxzdsc = rarctanx — 5 In(1+z%) +C.

(Her har vi brukt delvis integrasjon og skrevet [ arctanzdz = [ v'udz med
v"'=1, 9= og u="arctanx.)



Vi har videre [ {fdz = [(1— z%H)dac =z — In|z 4 1] + C. Dette gir oss

tilsammen at arealet, A er lik:
1
A = [zarctanz — 51n(1 ) —z+ln|l+z[§ =

1 1
arctan1—§1n2—1+ln2=—Z-+-2-1n2—1.

d) Siden liII(I) f(z) = f(0) =0, kan vi bruke L'Hopitals regel. Dette gir:
T—

- e} o 2z 3
him gte) = M = I a2
lim - ='1= g0}

2—0 (1 4+ z2)(1 + z)?
Dette viser at g(z) er kontinuerlig i z = 0.

e) Volumet vi skal finne er gitt ved: V = fol 27z arctan z2dz. Substituerer

vi u = 22, du = 2zdz, ser vi at integralet blir lik V = 7 fol arctan udu. For
4 beregne dette bruker vi regningen i ¢). Vi far da

1 1 I
V= ﬂ'f arctan udu = wfuarctanu — ~In(1 + v?)]} = — — = In2.
. 2 42
)
F(z) = ( 2z i 2(1 4+ 22)(1 + 2)? — 2z(2z(1 + z)? + (1 + 22)2(1 + 2))
(1 +22)(1+x)? (1+22)2(1+ z)*
=2(1+st:2)(1 +z) — z(2z(1 + z) + 2(1 + z2)) =21+x+:7:2+sc3—2m—2:c2—4:c3
(1+22)%(1 + )3 (1+2%)?(1+2)
3842+ —1
T T+ 2221+ 2)¥

Sett h(z) = 32° + 22 + z — 1. Vi har #'(z) = 922 + 2z + 1 = 822 + (z + 1)2.
Av dette utrykket ser vi straks at h'(z) > O for alle z. Dette betyr at
h(z) er strengt voksende. N& er h(0) = —1 < 0 og h(1) = 4 > 0. Fra
skjeeringssetningen fglger at h har et nullpunkt zp mellom 0 og 1, og siden
h er strengt voksende vil h(z) < 0 for z < zg og h(z) > 0 for z > zo.
Siden (1 + 22)2 > 0 for alle z, mens (1 +z)3 > 0 & z > —1, ser vi (idet
vi tar hensyn til faktoren -2) at f”(z) < 0 for z < —1 og for x > zp mens
f’(z) >0 for —1 < z < xp.

f er altsd konkav pd (—oo, —1), konveks pa (—1, zg] og konkav pa [zg, c0).

Eneste vendepunkt (som altsé utifra definisjonen skal vaere et punkt der
f er kontinuerlig og fglgelig ma ligge i definisjonsomradet til f) blir da .
En tegning av grafen til f folger pa neste side.
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