Eksamen i MAT1100 H21: Lgsningsforslag til
korrigert versjon

Oppgave 1 a) Vi ma forst finne gradienten til f:

Vi) = (G, Ghw) = @oa?

I punktet a = (—4,1) er gradienten Vf(—4,1) = (—8,16) = 8(—1,2), og funk-
sjonen vokser dermed raskest i retningen (—1,2) (som er det samme som i ret-

ningen (—8,16)).
b) Siden funksjonen er deriverbar, er

f(a;r) =V f(a) r=(-8,16) - (2,3) = —16 + 48 = 32

Den retningsderiverte vil veere null i retninger som star normalt pa gradienten,

f.eks. s = (2,1):

f(a;s) =V f(a)-s=(-8,16)-(2,1) = -16+16 =0

Oppgave 2 a) I fglge formelen V = 27 f: xf(z) dx for volumet til omdrei-
ningslegemer om y-aksen, er

2
V= 277/ xlnzdx
1
Bruker vi delvis integrasjon med © = Inx og v = z, far vi v’ = % og v = z—;
Dermed er

2 212 2 2
1
V:27r/ xlnxdx:{%rlnm-x} —271'/ f~x—d1:
1 2], 1 2

2 22 2 3
:47r1n277r/ xdx—47rln27r[} =4rln2 — —-7m
1 2 1 2

b) Integralet konvergerer. Dette kan vi se pa to forskjellige mater, enten ved a
regne det ut, eller ved a sammenligne det med et integral vi kjenner oppfarselen
til. Vi ser pa begge metodene.

Metode 1: Vi regner ut integralet ved & bruke substitusjonen u = x2. Dette
gir du = 2z dz og

* ¢
——dr =1 —d
A 1ot 75 o 1+at “

a? 1
= lim 2
a—oo g 1 +u

1
5 du= lim 3 arctan(a?) = %

a— o0

Siden grensen er endelig, konvergerer integralet.



Metode 2: For store z er —%; av samme stgrrelsesorden som -%:
T

1424
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. 117 . z .
lim £ = lim = lim — =
T—00 o3 z—o0 x* 4+ 1 z—oo | 4 s

Siden [~ % dx konvergerer, betyr dette at [ 1157 dx ogsa konvergerer ifglge
grensesammenligningskriteriet. Siden [ T de = f01 i de + [ T da,
og fol T dz apenbart er endelig (integranden er begrenset), konvergerer ogsa

oo
fo iy dr.
c) Vi skal se pa to metoder her ogsa:

Metode 1: Vi bruker delvis integrasjon med v = u(t) og v' = 1. Da er v/(t) =

et og v(t) =t, og vi far:

v Tt e I SA |
/ u(t) dt = {tu(t)] —/ te'” dt = zu(z)—0-u(0)— [et } = xu(m)—ef—&-*
0 o Jo 2 2 2
Metode 2: Vi skal vise at funksjonene f(z) = [ u(t)dt og g(z) = zu(z) —

S+ % er like. Deriverer vi, far vi:

g (x) =1 u(x)+au(z) — % 2 = u(x) + 2" — ze” = u(x).

Siden de deriverte er like, skiller funksjonene seg med hgyst en konstant C, dvs.
2

f(z) = g(z) + C. Siden f(0) = Ooe"‘2 dt =0 og g(0) = 0-u(0) — % +1=0,

ma C = 0, og fglgelig er f(x) = g(z) for alle x.

Oppgave 3 a) Vi er pa jakt etter en vektor v = ( i ) slik at
1.1 1.2 T T
<0.3 0.2><y>_1'4<y>
1llz+12y \ [ l4x
03z+02y )\ 14y )’

llz+ 12y =14z
0.3x + 0.2y =14y

Ganger vi ut, far vi

som gir ligningene

Begge disse ligningene er ekvivalente med = = 4y, sa vi kan la v veere en hvilken
som helst vektor der forstekomponenten er fire ganger annenkomponenten, f.eks.

(1)



b) Legg merke til at ( f/o ) = ( 11888 ) er en egenvektor med egenverdi
0

1.4. Dermed er
T\ gy o) = 5600
v ) yo /  \ 1400

) er en ny egenvektor med egenverdi 1.4, blir

@ a 2 (%o 7840
=14 —14 -
(i) =)= () = (o )

Fortsetter vi pa denne maten, far vi

Tn _ n Zo _ n 4000
( " )_1.4 < 0 )_1.4 ( 1000
Grunnen til dette er at vektorene vi far, hele tiden er egenvektorer til matrisen,

og at det a gange med matrisen derfor er det samme som & gange med 1.4. Dette
betyr at det i ar n er 1.4™ - 4000 unge dyr og 1.4™ - 1000 gamle dyr.

Siden ( 1

1

Oppgave 4 a) Kjerneregelen i kombinasjon med brgkregelen og litt oppryd-
ning gir

22
e (550)

2?4 (& - a)2 La? — 2ax+a? 1022 — 6ax + 9a?

b) Pa figuren nedenfor har jeg lagt inn et nytt punkt E pa skJermen slik
at v = LCOAFE + ABAE Siden tan ACAE = 7; er
/CAE = arcta

)

= arcta

z 5_
v=/CAE + /BAFE = arctan 2 + arctan —32 = fo(x) — f5(x),
x

T

der vi i den siste overgangen har brukt at arctan er en odde funksjon (dvs. at
arctan(—z) = — arctan z for alle ).

skjerm




c¢) Vi deriverer uttrykket for v ved hjelp av formelen i a) og setter deretter
pa felles brgkstrek:

18 45

/ o g — _
@) = L) = S5@) = 5 o 136 1002 300 + 225

(18022 — 540z + 4050) — (4502 — 540z + 1620)
(1022 — 122 + 36)(102% — 30z + 225)

—27022 + 2430
(1022 — 122 + 36)(1022 — 302 + 225)

Dette uttrykket er null nr 22 = % =9, sa vi har et maksimum- eller mini-
mumspunkt for z = 3 (alternativet x = —3 gir ikke mening i det opprinnelige

problemet). En fortegnsdrofting viser at = 3 er et lokalt maksimum.

Vinkelen er altsa stgrst nar vi sitter 3 meter fra skjermen og 1 meter over
bakken, dvs. 1 meter under bunnen pa skjermen. Siden jeg er neersynt og liker
a ligge godt tilbakelent i stolen, passer dette ganske godt for meg, men andre
vil nok foretrekke en plass lengre bak i salen der de kan se rett frem pa skjer-
men. (Legg for gvrig merke til at lgsningen var ikke stemmer med situasjonen
pa figuren siden punkt A ligger lavere enn punkt C, men det er lett a sjekke at
formelen v = fa(z) — f5(x) gjelder i dette tilfellet ogsa.)

Oppgave 5. (Den opprinnelige versjonen av denne oppgaven inneholdt en
feil. Denne versjonen bevarer intensjonen bak den opprinnelige oppgaven.)

a) Bruker vi at (3%/5)’ = (271/3) = —L274/3 ser vi at

3 Jz 3Pz
Siden z'/? gar mot 0, og sin 3%/5 alltid er mindre enn 1 i tallverdi, gar det fgrste

leddet mot 0 nar x gar mot 0, mens det andre leddet fluktuerer uendelig mange

ganger mellom ytterpunktene —% og . Grenseverdien lim, o+ f'(x) eksisterer
derfor ikke.

b) Vi bruker definisjonen av derivert:

4/3 0 1
— £(0 /7 sin 5= —0
f'(z) = lim M = lim — % — limaY?sin—— = 0.
xz—0 z—0 z—0t z—0 z—0 \3/5

og dermed er f er deriverbar i 0 med f’(0) = 0.

c) Metode 1: Bruker vi middelverdisetningen pa intervallet med endepunk-
ter x og a, far vi
g\xr) —gla
@) =9(0) _
T—a



for en ¢ mellom z og a. Nar x gar mot a, gar ¢ ogsa mot a, og dermed er

g (a) = lim 9(x) — 9(a) = lim ¢'(¢) = b.

T—a T —a T—a
Folgelig er g deriverbar i a med ¢'(a) = b.

Metode 2: Vi regner ut 9@)=9(a) yeq hjelp av L’Hopitals regel (siden g er

deriverbar for x # a og kontinuerlig ogsa i a, er alle betingelser oppfylt):

g (a) = lim 9(@) —g(a) ru lim g'(x) _ b.

z—a r—a z—a 1

Folgelig er g deriverbar i @ med ¢'(a) = b.
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