Lgsningsforslag til eksamen i MAT 1100, HO6

DEL 1

% nar f(z,y,z) = zzsin(yz)?

1. (3 poeng) Hva er den partiellderiverte
O ayzcos(zyz?)

O xsin(yz) + zyz cos(yz)

O zycos(yz)

O xsin(yz) + zzcos(yz)

cos(yz) — xyz? sin(yz)

[

Riktig svar b): zsin(yz) + zyz cos(yz)
Begrunnelse: Bruk produktregelen og kjerneregelen:
of

5, =% 1-sin(yz) + xzcos(yz) - y = xsin(yz) + xyz cos(yz)
z

2. (3 poeng) I hvilken retning stiger funksjonen f(z,y) = 3z2%y + y raskest i
punktet (1,—1)7

|

0 (
O (
O (
O (

Riktig svar e): (—3,2)
Begrunnelse: Funksjonen vokser raskest den veien gradienten peker, sa vi finner
forst gradienten:

af af
ax( z,y), 3y

Dette gir Vf(1,—1) = (—6,4) = 2(—3,2). Funksjonen vokser altsa raskest i
retningen (—3,2).

Vf(z,y) = ( == (x,y) = (6zy, 32> + 1)

3. (3 poeng) Hva er den retningsderiverte f’(a;r) til funksjonen f(z,y) = xe*¥
nara = (—2,1) ogr = (—1,1):

3e72

5e2

1

0

3e 2
2

ooogo

Riktig svar b): 5e~2

Begrunnelse: Vi skal bruke formelen f'(a;r) = Vf(a) - r og finner derfor forst

Vf(z,y) = ((1+ xy)e*, 2%e*). Dermed er Vf(a) = (—e2,4e2) og
fllagr) = (—e72,4e7?) - (-1,1

4. (3 poeng) Integralet [ m dx er lik:
| % arctanz + C

) =5e?



O Sarctan(2z + 1) +
O —icot(2z+1)+C
O 1n(1 +(2z + 1)2)
0 Larcsin(2z+1) +
Riktig svar b): § arctan(2z + 1) + C
Begrunnelse: Vi substituerer u = 2z + 1. Da er do = d—“ , og vi far
1 1 1 1 1
/m dl': 5/14—7’1],2 dU;Z §arctanu+C: Qarctan(QI—&—l)—l—C

5. (3 poeng) Nar vi substituerer u = 22 i integralet f02 e dx, far vi

4 o
| fO4 m dU
O J, 2ue® du
O f04e du
| f e“\/u du
O et—1
. 4 ou
Riktig svar a): [, 3%~ du
Begrunnelse: Lgser vi ligningen u = 22 for z, far vi z = /u som gir dz = ﬁ du.
De nye grensene blir u(0) = 0% = 0 og u(2) = 22 = 4. Dermed er
2 4 u
e’ dr = / du
/0 0 2Vu
2 1 -1
6. (3 poeng) Den inverse matrisen til A= 0 3 2 | er
1 1 -1
1 0 -1
B = —-04 0.2 0.8
06 02 -1.2
2 0 1
Den inverse matrisen til 1 3 1 | erda:
-1 2 -1
O B!
O I3
O AT
1 —25 2
] 0 5 5
SR
1 -04 06
| 0 02 02
-1 0.8 —-1.2
1 -04 0.6
Riktig svar e): 0 02 02
-1 0.8 —-1.2
2 0 1
Begrunnelse: Observer at 1 3 1 | =AT Siden (AT)"!=(4AHT =
-1 2 -1



BT har vi dermed

1 T

2 0 1\ 1 0 -1 1 -04 0.6
1 3 1 =| —-04 0.2 0.8 = 0 0.2 0.2
-1 2 -1 06 02 -12 -1 0.8 —-1.2

7. (3 poeng) Omradet under grafen til funksjonen f(z) = /z der x € [0,1]
dreies én gang om y-aksen. Volumet til omdreiningslegemet er:

00000
A S

Riktig svar a): 4%

Begrunnelse: Volumet er gitt ved

1

1 ! 3 2 s 4
V:27r/ xf(a:)da:=27r/ 2 de=2r|-z2| =—
0 0 50,5

(3 poeng) Det uegentlige integralet floo 22 da er lik:
s

8. T
0oq

O 10v2

0 integralet divergerer
O e
O 3r2

Riktig svar ¢): integralet divergerer
Begrunnelse: Vi har

/ =gz = lim gz = lim du =
1 1+a2 b—oo f; 14 22 b—oo f; 14w
b2
= blim In(1+u)| = blim <ln(1 +v%) —1In 2) =00

1

der vi har brukt substitusjonen v = 22.

9. (3 poeng) Integralet [ —*= du er lik:
O ilnrg_1| +C

1y, |z=1

O im|z=d|+c

0 —arctanz + C

O arctan% +C

Riktig svar c): 1 In o

Begrunnelse: Siden 22 — 1 = (z — 1)(z + 1), kan vi bruke delbrgkoppspaltingen

ﬂ‘+c

1 _ A B
2-1 2—-1 z+41




1
2

1 1 : 1 1 1, |z—1
dr= [ —2—do— [ —2— dz=-Inja—1|--ln|z—1+C = -1
/x2—1 v /x—l * /x—i—l v =g hlell=gnfe—lHC = gln 7=

som gir A=< og B = —%. Dermed har vi

RE
der vi har brukt logaritmeregelen Ina — Inb = In ¢ i siste trinn.

10. (3 poeng) Linesravbildningen T : R? — R? avbilder enhver vektor pa sitt
speilbilde om linjen y = —x. Matrisen til T er:

° ()
> (%)
o (1 )
o (1)
° (4 5)
Riktig svar e): ( _(1) _(1)

Begrunnelse: Vi vet at sgylene i matrisen er vektorene T'(e;) og T(ez). Si-

den T'(e1) = < _(1) ) (tegn en figur!) og T(e2) = ( _(1) ), far vi matrisen
0 -1
-1 0

DEL 2

HUSK AT I DENNE DELEN MA SVARENE VARE BEGRUNNET FOR A
GI POENG!

Oppgave 1
a) (10 poeng) Vis at -2 er en rot i polynomet P(z) = 23 — 2z + 4. Finn de andre
(komplekse) rottene.

Lgsning: Vi har P(—2) = (—2)3 —2-(-2) +4= -8+ 4+ 4 = 0. Deler vi P(z)
pa z +2 (polynomdivisjon), far vi P(2) = (z+2)(2? — 2z + 2). De andre rgttene
far vi dermed ved & lgse annengradsligningen 22 — 2z + 2 = 0. Den har rgttene

—(-2)+ /(22 —4-1.2 242
2-1 2
Rgttene til P(z) er derfor —2, 147 og 1 — i.

b) (10 poeng) Finn tall A, B og C slik at

3x2 +8 A . Bz +C
3 —2x4+4 x+4+2 22-20+2




Losning: Ganger vi med fellesnevneren a2 — 2z +4 = (x4 2)(2? — 2z + 2), far vi
32248 = A(2*—22+2)+(Ba+C)(2+2) = Az? —2Ar+2A+Ba? +2Bx+Cax+2C =
= (A+ B)z* + (—2A+ 2B+ Cz) + 2A + 2C
Skal disse uttrykkene veere like for alle z, ma vi ha
A+B=3, —-2A+2B+C=0, 24+4+2C=38

Fra den fgrste og tredje ligningen har vi hhv. B =3— A og C = 4 — A, og setter
vi dette inn i den midterste ligningen, far vi

—2A423-A)+(4-4)=0
som gir A = 2. Dette medfgrer at B=3—- A =10g C =4 — A = 2. Fglgelig er

32 +8 2 N x+2
3 —2x+4 x4+2 x2—2x+2

¢) (10 poeng) Lgs integralet [ #Jf_ﬂ dx
Losning: Den deriverte av nevneren er 2x — 2, og vi starter med a “smugle”
denne inn i telleren

xz+2 1 2¢ +4
S M PR i S
2 — 22 + 2 2) 22 -2x+2
1 2% — 2 1 6
R R . S YR [ S .
2/x2—2x—|—2 I+2/x2—2x+2 *

1 2w-2 3 .
o) 2 _omt2 ™ 2 _2z+4+2 "

Det forste av disse integralene lgser vi ved & sette v = x2 — 2z + 2. Da er
du = (2z — 2) dx, og vi far

1 9z — 2 1 (1 1 1
2/x2—2m+2 v 2/u w=ghful+C=gnl” - 204+2)+C

I det andre integralet ma vi fullfgre kvadratet:

[osrst=[oreri
22 —2x+42 (x—1)2+1

Setter vi v = & — 1, far vi dv = dx og dermed

/(56_13)2_,_1‘“/Ugildv3arCtanv+C’3arctan(xl)+C’

I alt har vi dermed
r+2 1 9
/m dr = 5111(% — 2z +2) + 3arctan(z — 1) + C

Oppgave 2
Et bilutleiefirma har kontor i tre byer A, B og C. Du kan levere tilbake en bil



i hvilken by du vil uavhengig av hvor du har leid den. Undersgkelser viser at
av de bilene som blir leid i A, blir 60% levert tilbake i A, 30% i B og 10% i C.
Av de bilene som blir leid i B, blir 30% levert tilbake i A, 50% i B og 20% i
C'. Av de bilene som blir leid i C, blir 60% levert tilbake i A, 10% i B og 30% i C..

a) (10 poeng) La xq, yo, 2o veere antall biler som var i henholdsvis A, B og C
siste gang de ble leid ut, og la

Zo

o = Yo
20

Finn en matrise M slik at komponentene til vektoren r; = Mry angir hvor
mange av bilene som blir levert inn i henholdsvis A, B og C. Finn r; dersom

70
rg = 30
20
Logsning: Vi far
0.6 0.3 0.6
M= 0.3 0.5 0.1
0.1 0.2 0.3

Dette gir
0.6z + 0.3yo + 0.6z
ZMI'OZ 03.’E0+05y0+012’0

0.1zg + 0.2y¢ + 0.329 )

som stemmer med opplysningene i oppgaven. Med ry = , far vi
0.6-70+4+0.3-30+0.6- 63
ry =Mro=| 03-704+05-30+0.1- 20 = 38
0.1-704+0.2-30+4+0.3-20 19

b) (10 poeng) Firmaet har ialt 120 biler til utleie. Finn en fordeling av bilene
i de tre byene slik at det i hver by leveres tilbake like mange biler som det ble
leid ut. Forklar at du na har funnet en egenvektor for matrisen M. Hva er den
tilhgrende egenverdien?
x
Lgsning: Vi ma finne en vektor r = | y | slik at x +y+ 2z =120 og Mr =r.
z
Skriver vi ut den siste ligningen pa komponentform, far vi

0.6z + 0.3y +0.6z==x

0.3z +05y+0.1z=y
0.1z + 0.2y + 0.3z = 2
Rydder vi opp litt i disse ligningen (samler ledd og ganger med 10), far vi

—4x 4+ 3y+62=0 (1)



3z —5y+z=0 (2)
r+2y—Tz=0 (3)

I tillegg har vi altsa
r+y+2z2=120 (4)

Dette kan se litt skummelt ut — vi har fire ligninger med tre ukjente og kan
bare fromt gnske at det finnes en lgsning! Vi lgser tre av ligningene og héper at
resultatet passer i den fjerde. Siden ligning (4) er den eneste som forteller oss at
det finnes 120 biler totalt, bgr vi i hvert fall ha med den i lgsningsforsgket vart.

Her er én mate a lgse systemet pa (den finnes mange andre). Fra (3) ser vi
at x = —2y + 7z, Setter vi dette inn i (1), far vi

—4(—2y+72)+3y+62=0

som etter litt opprydning gir y = 2z. Setter vi dette inn i uttrykket x = —2y+7z,
far vi @ = —2 - (2z) + 7z = 3z, Vi setter sa = 3z, y = 2z inn i ligning (4), og
far:
3z+ 22+ 2=120

som gir z = 20. Dermed er x = 3-20 = 60 og y = 2 - 20 = 40. Vi ma sjekke
at dette virkelig er en lgsning av ligningssystemet (1)-(4) (spesielt ma vi sjekke
ligning (2) som vi ikke brukte i utledningen), men det viser det seg at det er.
For a fa en“likevektsstilling” der det i hver by returneres like mange biler som

det leies ut, ma vi altsa plassere 60 biler i A, 40 biler i B og 20 biler i C.
60

Setter vir = | 40 |, har vi nettopp vist at
20

Mr=r=1-r
som viser at r er en egenvektor med egenverdi 1.

Oppgave 3 (10 poeng)
Pa overflaten til et vann er strgmhastigheten i punktet (z,y) ved tiden ¢ gitt

UGt = (s )

En partikkel som flyter pa overflaten, befinner seg ved tiden ¢ i punktet

(1)

Siden partikkelen flyter med vannet, er hastigheten r'(¢) = ( Z/, ) ) gitt ved

Vis at akselerasjonen a(t) =r”(t) = < z:;g; > er gitt ved
alt) = 5o ((0).6) Ua(x(0).0) + 5o (0(8), ) Uae(0), &)+ 50 ((0),1)



Uy
ox
Uy
ox

Notasjon: Vi skriver %—g for ( ) og tilsvarende for %—2 og %—?.

Losning: Vi skal finne den deriverte til

Dette er en sammensatt funksjon, og vi ma bruke kjerneregelen enten pa ma-
triseform eller pa komponentform. Matriseform gir minst skriving, sa vi velger

Ui(,y,t) )

den. Den “ytre funksjonen” i sammensetningen er U(z,y,t) = ( Us(z.9.)
2\ Y

som har Jacobi-matrise

%($7y,t) 831:]; (.’E,y,t) %(%,y,t) )

W(xvyat) Ty(xa:%t) %(.’L‘,y,t)

x(t)
Den “indre funksjonen” er G(t) = | y(¢) ) som har Jacobi-matrise
t
2 (1)
= v
1

Kjerneregelen gir na

( W (e(t),t) 2L (r(t),t) 2P(x(t),1) ) x:g;
y =
B(r(t),t) H(x(t),t) %(x(r).0) 1
= %(r(t),w a'(t) + %—I;(r(t),t) Y (t) + aa—{j(r(t),t)

Til slutt bruker vi at 2/(t) = Ui (r(t),t) og v/ (t) = Ua(r(¢),t), og far

a(t) = D2 (e(1), 1) Us (e(0), 1) + S ((0),1) U(e(0), 1) + 22 (x(0),)

Oppgave 4 (10 poeng)
I denne oppgaven er f, g :[0,00) — R to kontinuerlige funksjoner, og vi antar i
tillegg at g(x) > 0 for alle x € [0, 00). Vis at dersom funksjonen

er strengt voksende, sa er ogsa funksjonen

H(a:)*M x>0

oS g(t) dt



strengt voksende.

Hint: Sett F(x) = [ f(t) dt og G(z) = [ g(t) dt, og finn forst H'(x) uttrykt

ved F(x), G(x), f(z) og g(z). Du kan fa bruk for dette resultatet fra Kalkulus:

Cauchys middelverdisetning: Anta at F,G : [a,b] — R er to kontinuerlige
funksjoner som er deriverbare i alle indre punkter z € (a,b). Dersom G(b) #
G(a), finnes det et punkt ¢ € (a,b) slik at

F(b) = F(a) _ F'(c)
GO —Cla)  G'(e)

(Vi kan fa en formel som ogsa gjelder nar G(b) = G(a) ved & bruke den litt
mindre oversiktlige skrivematen (F(b) — F(a))G'(¢) = (G(b) — G(a))F'(c).)

Lgsning: Vi finner forst H'(x). Siden F'(z) = f(z) og G'(z) = g(x) ifplge
analysens fundamentalteorem, gir brgkregelen
Fl(z)G(z) - F(2)G'(x) _ f(2)G(z) — F(z)g(x)

TO="""gwr " aur

For & vise at H er strengt voksende, er det nok a vise at H'(z) > 0 for alle
x > 0. Siden G(x)? > 0, har vi

! — T x @ F(x)
H'(z) > 0 <= f(2)G(2) - F@)g(a) > 0 &= 05 > Zo

(i den siste overgangen har vi brukt antagelsen om at g — og dermed G — er
i > &

strengt positiv). Det er derfor nok a vise at
Ifglge Cauchys middelverdisetning er

for en ¢ € (0,z) (her har vi brukt at F(0) = G(0) = 0). Siden h(z) = % er

strengt voksende, er dermed

og beviset er fullfort.

SLUTT



