Lgsningsforslag til eksamen i
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Oppgave 1: a) Vi har

1 0 1 1 I4(-2)1 1 0 1 1
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b) Dersom —a? + a # 0, s& har ingen rad pivotelement til slutt (i “b-delen”),
og ligningen har derfor minst én lgsning. I tillegg er alle sgyler i “A-delen”
pivotsgyler, s& lgsningen m4 veere entydig. Siden ligningen —a? + a = 0 har
lgsningene a = 0 og a = 1, har vi derfor:

Dersom a # 0 og a # 1, sa har ligningen ngyaktig én lgsning.

Tilfellene @ = 0 og a = 1 ma vi se nermere pa. For a = 0, er den reduserte
matrisen

1 0 11
01 -2 1
0 0 0 0

Siden ingen rader har pivotelement til slutt, har ligningen lgsninger, og siden
den tredje spylen (den siste i A-delen) ikke er en pivotsgyle, ma det finnes uen-
delig mange av dem. Vi har dermed:

Dersom a = 0, har ligningen uendelig mange lgsninger.

For a = 1, er den reduserte matrisen

o O
o = O

11
-2 1
0 1

Her har den nederste raden et pivotelement til slutt. Dermed kan vi konkludere
med:

Dersom a = 1, har ligningen ingen lgsninger.

¢) For a = 0 er den reduserte matrisen

o O =
O = O
|
SN =
R



Vi ser at sgyle 1 og 2 er pivotsgylene til den reduserte matrisen, og de tilsvarende
soylene i C' utgjer da en basis for spylerommet (Lay, theorem 13 i seksjon 2.8).
Altsa er

1 0
2 |, 1
—1 1

en basis for sgylerommet.

Nullrommet bestar av lgsningene til ligningssystemet

z + z4+u = 0
y—2z+u = 0
Her kan z og u velges fritt, og vi har x = —z — u, y = 2z — u. Pa vektorform
kan lgsningene altsa skrives
—Z—Uu —z —u -1 -1
2z—u | _ 2z I EC O [ 2 " -1
N o= 1 “1 o
U 0 U 0 1

Dette viser at nullrommet er generert av vektorene

-1 -1
2 -1
1 |° 0

0 1

og siden disse er linesert uavhengige, danner de en basis. (For & se at vektorene
er linezert uavhengige, observer at hvis

-1 -1 - -y

. 2 -1 | 20—y
0=z o 0o | x
0 1 Y

sa ma x =y =0 for & fa null i de to siste radene.)

Oppgave 2 a) Flaten z = 22 + y? er en rotasjonsparaboloide som vokser opp-
over og har bunnpunkt i (0,0,0). Planet z = 2z + 6y — 6 skjeerer en skalk av
paraboloiden. Skjeeringen mellom de to flatene er gitt ved

2?24y =20 +6y—6
Denne ligningen kan omformes til

2 — 2z +1y% — 6y = —6
og fullfgrer vi kvadratene, far vi

(z—1)2+(y—3)72=4



som er en sirkel i zy—planet med sentrum i (1, 3) og radius 2. Projeksjonen av
omradet R i zy—planet er innsiden av denne sirkelen, altsa

A={(z,y) eR* [ (z-1)*+(y—3)* < 4}

P& grunn av maten paraboloiden krummer pa, ligger planet over paraboloiden i
omradet vi er interessert i (er du usikker, kan du sette x = 1, y = 3 inn i begge
ligningene og se hvilken z-verdi som blir stgrst). Kombinerer vi alt dette, far vi:

2z+6y—6
V—///ldv—//{/ 1dz} dA =
R A z2+y?
z=2x+6y—6
:// [z] dA:// (2x+6y—6—m2—y2) dA
A z=x24y2 A

- [[ -1 - =37 as

der vi i siste trinn har fullfgrt kvadratene (dette er ikke ngdvendig, men gir
enklere regninger i neste punkt).

b) For a regne ut integralet er det lurt & bruke polarkoordinater med sentrum i
(1,3). Dablir z = 147 cosf og y = 3+ rsinf. Siden vi integrerer over en sirkel
med sentrum i (1,3) og radius 2, ma r lgpe fra 0 til 2, og 0 lgpe fra 0 til 27.
Integralet kan dermed skrives (husk Jacobi-determinanten r!):

V= /02 [/0% (4 (rcos)® — (rsin@)z)rdﬁ} dr

Bruker vi at cos? 6 + sin? 6 = 1, gir dette

V:/: [/0%(47«—73) dG}dr

Altsa er

2 47 7=2
szw/(zxr—r?’)dr:m{w—ﬂ —27(8 — 4) = 87
0 r=0

¢) En potensialfunksjon ¢ ma tilfredsstille kravene

0

1. a—: =y’z = ¢lx,y,2) =3’z + Ci(y, 2)
0o 2

2. e 2ryz = ¢(x,y,2) = xy~z + C2(x, 2)
0
Dmw > plwy) = ays t Colry)

Vi ser at ¢(z,y, 2) = xy?2 tilfredsstiller alle kravene, og fglgelig er F en gradient
med ¢ som potensialfunksjon.



Fra a) vet vi at skjeeringskurven ligger over sirkelen (z — 1)% + (y — 3)? = 4.
Denne sirkelen kan vi parametrisere (mot klokken) med z = 1 + 2cost, y =
3+ 2sint, t € [0,27]. For a finne z-komponenten setter vi inn i en av de to
flateformlene. Bruker vi z = 2z + 6y — 6, far vi

z(t) =2(1+2cost) +6(3+2sint) — 6 = 4cost + 12sint + 14
Dermed er parametriseringen
r(t) = (1+2cost)i+ (34 2sint)j+ (4cost+ 12sint + 14)k, ¢ € [0, 27]
Deriverer vi, ser vi at

r'(t) = —2sinti+ 2costj+ (—4sint + 12cost) k

Fgr vi setter inn parametriseringen, observerer vi at

I:%G-dr:%Fwﬁ%—?{zidr
c c c

Siden F er en gradient, ma fc F - dr = 0, og dermed star vi igjen med

I:fzi-dr
C

Na er integrasjonen grei (bruk gjerne formelsamlingen):

2m
I:]{ zi~dr:/ (dcost + 12sint + 14)(—2sint) dt =
c 0

2m
= / (—8costsint — 24sin®t — 28sint) dt =
0

927
t 1

= [4 cos?t — 24 (2 —1 sin(2t)) +28cost| = —24x

40

Oppgave 3: a) Bruker forholdstesten:

(n+ 1)zt
nxm"

= lim
n—oo

lim
n—oo

1
1 —_ =
(1+)a| = [z

som gir konvergens for |x| < 1 og divergens for |z| > 1. Endepunktene méa sjek-
kes for seg:

Endepunktet z = 1: I dette endepunktet blir rekken Y 7 | n som divergerer si-
den leddene ikke gar mot 0.

Endepunktet x = —1: I dette endepunktet blir rekken Y7  (—1)"n som diver-
gerer siden leddene ikke gar mot O.

Dermed blir konvergensintervallet I = (—1,1).



b) Summeformelen for geometrisk rekke gir

Nt 1
Zx”: —  for|z| <1
= 1—x

Deriverer vi begge sider, far vi

st (1—2)?

Ganger vi med x pa begge sider, far vi uttrykket vi gnsker oss:

o0

St =
T 1_ 22

— (1—-x)

¢) Vi har
oo oo p
E:;np"(l—p) = (1_1));”19”: E

ifglge formelen i b). Skal £ > n, ma vi ha ﬁ > n. Lgser ulikheten og far
D2

n
n+1"°

Oppgave 4. En delmengde K av R™ er et underrom dersom fglgende krav er
oppfylt:

a)0e K
b) Hvisu,ve K,saeru+ve K
c¢) Hvisu e K, saer cu € K for alle c € R

Disse kravene er oppfylt for H; og Hs, og vi ma sjekke at de ogsa er oppfylt for
H:

a) Siden 0 € H; og 0 € Hy,saer 0 € H = H; N Ho.

b) Hvis u,v € H, sa er u,v € H;. Siden H; tilfredsstiller b), mad u+ v € Hj.
Helt tilsvarende resonnement med H; erstattet med Hy viser at u + v € Hs.
Dermed er u+ v med i bade Hy og Ha, og folgelig er u+v € H.

¢) Hvisu € H, sa er u € Hy. Siden H; tilfredsstiller ¢), er cu € H;. Tilsvarende
resonnement viser at cu € Hs. Dermed er cu med i bade Hy og Ha, og folgelig
ercu€ H.

Dermed har vi vist at H tilfredsstiller kravene a)-c), og folgelig er H et
underrom.



