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Kapittel 4

Lineare ligningssystemer

Allerede i ungdomsskolen lerte du a lgse enkle, linesere ligningssystemer
med to ukjente slik som

2c —y =3
r+3y=4

Senere har du truffet slike ligningssystemer i mange sammenhenger, ofte med
flere ligninger og flere ukjente. Et typisk eksempel er delbrgkoppspalting der
vi bruker ligningssystemer til a finne konstantene i oppspaltingen.

I dette kapitlet skal vi se nsermere pa teorien for slike linesere lignings-
systemer (dvs. ligningssystemer der de ukjente bare opptrer i forste po-
tens og ikke inni mer kompliserte funksjoner). Kanskje kan dette virke litt
ungdvendig siden vi vet hvordan vi skal lgse slike ligningssystemer i praksis,
men det viser seg at det er mye a tjene pa et mer systematisk studium.
Dette gjelder blant annet mer teoretiske spgrsmal som nar et ligningssystem
har lgsninger, hvor mange lgsninger det kan ha, og hvordan vi kan finne en
lgsning som er “best mulig” i en eller annen forstand. Det viser seg ogsa
at denne teorien hjelper oss med andre spgrsmal som vi hittil ikke har hatt
gode svar pa, f.eks. hvordan vi avgjor om en matrise er inverterbar (og fin-
ner den inverse dersom den finnes) og hvordan vi finner egenverdiene og
egenvektorene til en matrise.

Enda viktigere enn disse teoretiske problemstillingene er de praktiske
grunnene til & studere linesere ligningssystemer — det viser seg at sveert
mange sentrale problemstillinger i matematikk, fysikk, informatikk, stati-
stikk, gkonomi og andre fag kan lgses (i hvert fall tilnsermet) ved hjelp av
linezere ligningssystemer. Disse ligningssystemene bestar ofte av mange tu-
sen ligninger og ukjente, og de kan bare lgses ved hjelp av datamaskiner. Nar
man skal programmere en datamaskin til & lgse slike problemer, kan man
ikke stole pa snarveier og smarte triks — man ma ha systematiske metoder
som alltid fungerer. Vi skal se pa en metode som kalles Gauss-eliminasjon
eller Gauss-Jordan-eliminasjon.
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4.1 Noen eksempler pa Gauss-eliminasjon

La oss introdusere metoden gjennom et enkelt eksempel. Vi skal lgse lig-
ningssystemet

204+ 2z=-1
3r + 5y +2z =2 (4.1.1)
r+2y+z=1

ved a omforme det til stadig enklere ligningssystemer som har ngyaktig de
samme lgsningene (som vi skal se senere, kan et linezert ligningssystem ha
én, ingen eller uendelig mange lgsninger). Til slutt sitter vi igjen med et
ligningssystem som er sa enkelt at vi kan lgse det med hoderegning. Ideen
bak metoden er a eliminere (fjerne) ukjente fra sa mange ligninger som mulig
— fgrst eliminerer vi den fgrste variablen x fra alle ligninger unntatt den
gverste, deretter eliminerer vi den andre variablen y fra alle ligninger unntatt
de to gverste osv. Det ligningssystemet vi sitter igjen med til slutt, kan lgses
nedenfra — fgrst finner vi verdien til den siste variablen fra den nederste
ligningen, deretter bruker vi denne verdien til & finne verdien til variablen
foran osv. Dette kan hgres komplisert ut, men nar vi bruker metoden pa
ligningssystemet ovenfor, vil du fort se hvordan den virker.

Siden vi skal eliminere x fra alle ligningene unntatt den gverste, passer
det darlig at den gverste ligningen mangler z-ledd. Vi begynner derfor med
a bytte om den fgrste og siste ligningen:

r+2y+z=1
3x + 5y +2z =2 (4.1.2)
2+ z=-1

Det nye ligningssystemet har selvfglgelig akkurat de samme lgsningene som
det gamle; rekkefglgen av ligningene spiller ingen rolle. Neste skritt i meto-
den er & bruke z-leddet i den gverste ligningen til & eliminere z-leddet i de
andre. Ganger vi den fgrste ligningen med -3, far vi —3z — 6y — 3z = —3,
og legger vi denne ligningen til ligning nummer to i (4.1.2), far vi dette
ligningssystemet:

r+2y+z=1
—y—2z=-1 (4.1.3)
20+ 2=-1

Dette ligningssystemet ma ha ngyaktig de samme lgsningene som det fore-
gaende (vaer sikker pa at du skjgnner hvorfor!). Normalt ville vi na fortsette
med & eliminere xz-en i den nederste linjen, men siden den allerede er borte,
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kan vi konsentrere oss om y-ene isteden. Vi skal bruke y-leddet i den nest
gverste ligningen til & eliminere y-leddet i den nederste ligningen. Multipli-
serer vi den nest gverste ligningen med 2, far vi —2y — 4z = —2, og legger
vi dette til den nederste ligningen, far vi

r+2y+z=1
—y—2z=-1 (4.1.4)
—3z=-3

Igjen ser vi at dette ligningssystemet har akkurat de samme lgsningene som
det foregaende. Na er vi nesten ferdige, men vi kan forenkle ligningene yt-
terligere ved & gange den midterste med -1 og den nederste med —1:

3
r+2y+z=1
y+2z=1 (4.1.5)
z=1

Dette ligningssystemet er enkelt a lgse; fra den nederste ligningen ser vi at
z = 1, setter vi dette inn i den midterste, far vi at y = —1, og setter vi
disse verdiene for y og z inn i den gverste ligningen, ser vi at = 2. Siden
alle ligningssystemene vare har de samme lgsningene, betyr dette at x = 2,
y = —1, z = 1 ogsa er (den eneste) lgsningen til det opprinnelige lignings-
systemet (4.1.1).

Bemerkning: Det finnes raskere mater a lgse ligningssystemet (4.1.1) pa.
Sammenligner vi den fgrste og den siste ligningen, ser vi med en gang at
x = 2, og deretter er det ikke vanskelig & finne y og z. Slike snarveier er
viktige nar vi lgser ligningssystemer for hand, men det er ikke det som er
poenget for oss na — vi er pa jakt etter systematiske metoder som fungerer
for alle linesere ligningssystemer.

Av apenbare grunner sier vi at ligningssystemet (4.1.5) er pa trappeform,
og malet for metoden vi er iferd med & beskrive, er & fgre et hvilket som helst
linezert ligningssystem over pa trappeform. Legg merke til at vi i prosessen
ovenfor har brukt tre operasjonstyper:

(i) Bytte om to ligninger i ligningssystemet
(ii) Gange en ligning i systemet med et tall forskjellig fra 0

(ili) Ta én av ligningene i systemet og legg til et multiplum av en av de
andre ligningene
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Det viser seg at alle linezere ligningssystemer kan fgres over pa trappeform
ved & bruke disse tre operasjonene.

Nar vi bruker operasjonene ovenfor, endrer vi ikke lgsningene til lignings-
systemet — vi mister ikke Igsninger og padrar oss heller ikke nye, “falske”
lgsninger. Det betyr at lgsningene til det enkle trappeformede systemet vi
ender opp med, er de samme som lgsningene til det mer kompliserte syste-
met vi startet med. Det er lettere a forsta hvorfor dette er viktig dersom vi
ser pa et ligningssystem med uendelig mange lgsninger.

Vi skal se pa ligningssystemet

z4+2y+z—u = 3
—x—y—4z4+2u = -1
20 +5y—2 = 9
r+72—-5 = =3

Vi bruker fgrst z-leddet i den gverste ligningen til a kvitte oss med z-leddene
i de andre ligningene. Legger vi den gverste linjen til den andre, far vi

r+2y+z—u = 3
y—3z+u = 2
20 4+5y—2 =9
r+T7z—5 = -3

For & bli kvitt z-leddet i ligning nummer tre, ganger vi fgrst den gverste
ligningen med -2 og far —2x — 4y — 2z 4+ 2u = —6. Legger vi dette til den
tredje ligningen, far vi
rT+2y+z—u =
y—3z+u =
y—3z+2u =
T+ T7z—5u = -3
For a kvitte oss med z-leddet i den nederste linjen, ganger vi den gverste
linjen med —1 og far —z — 2y — z + u = —3. Legger vi dette til den nederste
linjen, far vi
rT+2y+tz—u =
y—3z+u =
Yy — 3z + 2u
—2y+6z—4u = —6
N& har vi kvittet oss med alle de z-leddene vi gnsket & fjerne. Neste trinn

pa programmet er & bruke y-leddet i ligning nummer to til & eliminere y-
leddet i alle ligningene nedenfor. Ganger vi linje nummer to med -1, far vi
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—y + 3z —u = —2, og legger vi dette til linje nummer tre, far vi
T+22y+z—u =
y—3z+u =
u =
—2y+6z2—4u = —6

For & bli kvitt y-leddet i den nederste ligningen, ganger vi forst ligning
nummer to med 2 og far 2y — 6z + 2u = 4. Legger vi dette til den nederste
linjen, far vi

z+2y+z—u = 3
y—3z+u = 2
u = 1

—2u = =2

Ifplge systemet vart skulle vi na ha brukt z-leddet i den tredje ligningen til
a kvitte oss med z-leddet i den fjerde, men det er ikke noe z-ledd i tredje
ligning, og vi kan heller ikke skaffe oss noe ved & bytte om pa ligning 3 og
4. Vi gar derfor videre til den neste variabelen u, og bruker u-leddet i den
tredje ligningen til & eliminere u-leddet i fjerde. Ganger vi ligning 3 med 2,
far vi 2u = 2, og legger vi dette til ligning 4, far vi

r+2y+z—u = 3

y—3z+u = 2

u = 1

0 0
Vi har na fatt ligningssystemet over pa trappeform, men trappen er litt
mindre regelmessig enn i stad siden ikke alle trappetrinnene er like lange.
Dette er helt greit og ikke til & unnga i mange tilfeller.

La oss na prove a lgse ligningssystemet ovenfor. Den siste ligningen er
alltid oppfylt og kan bare glemmes. Den nest nederste ligningen forteller oss
at u = 1. Ligningen over gir oss ikke noe krav pa z, men forteller oss at vi
kan regne ut y nar vi kjenner z. Dette betyr at vi kan velge z helt fritt, men
nar valget er gjort, ma vilay =2+ 3z —u = 1 + 3z (husk at u = 1). Den
gverste ligningen lar oss pa tilsvarende mate regne ut x nar z er valgt — vi
fara =3 -2y —24+u=3-2(143z) — 2+ 1 = 2 — 7z. Dette betyr at
ligningen har uendelig mange lgsninger, nemlig

r = 2-Tz
= 1+32
z = z
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der z er et fritt valgt tall. Det er instruktivt & sette disse uttrykkene inn i
det opprinnelige ligningssystemet og se at de passer.

Nar man arbeider med ligningssystemer med uendelig mange lgsninger,
er det lett a forsta fordelene ved bare & bruke operasjoner som ikke endrer
lgsningsmengden til ligningssystemet — i systemet ovenfor hadde det ikke
veert enkelt & holde styr pa hvilke falske Igsninger vi hadde padratt oss og
hvilke ekte vi hadde mistet.

Vi tar med enda et eksempel som viser hva som skjer nar ligningssystemet
tkke har lgsninger. Vi starter med ligningssystemet

r—y+z—u =

Il
R N

20 — 2y —z+u
—x+2y+u
20 —y+u =

og bruker pa vanlig mate x-leddet i den fgrste ligningen til & eliminere x-
leddene i de andre ligningene. Ganger vi den gverste ligningen med -2 og
legger resultatet til den nest gverste far vi

r—y+z—u =1
-3z + 3u
—z+2y+u =
20 —y+u =

I
|
\

Legger vi den gverste linjen til den tredje, far vi

r—y+z—u = 1
—3z+4+3u = -2
Y+ z =

20—y  +u =

Til slutt ganger vi den gverste linjen med -2 og legger resultatet til den
nederste:

r—y+z—u = 1
—3z4+3u = -2
y+z = 3
Yy—2z2+3u =

Neste post pa programmet er vanligvis at vi bruker y-leddet i den andre
ligningen til & kvitte oss med y-leddene nedenfor, men i dette tilfellet er det
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ikke noe y-ledd i den andre ligningen. Vi bytter derfor om pa ligning 2 og 3:

r—y+z—u =
y+z = 3
—3z4+3u = -2

y—224+3u = 0

Ganger vi den andre linjen med -1 og legger resultatet til den nederste linjen,
far vi

r—y+z—u =
Y+ z = 3
—3z+3u = -2
—3z+3u = -3

Det gjenstar & bruke z-leddet i tredje linje til a eliminere z-leddet i den
nederste linjen. Ganger vi den tredje linjen med -1 og legger resultatet til
den nederste, far vi

r—y+z—u =
Y+ z = 3
—3z+3u = -2
0 = -1

Dermed har vi fatt ligningssystemet pa trappeform. Siden den nederste lin-
jen er umulig & oppfylle (ingen valg av x, y, z,u kan fa 0 til a bli lik —1), har
systemet ingen lgsning. Det betyr at det opprinnelige systemet heller ikke
har noen lgsning.

Det viser seg at vi na har sett alle de mulighetene som finnes — et linesert
ligningssystem kan ha enten én, uendelig mange eller ingen lgsninger. Dette
kan virke underlig, men det er ikke vanskelig & fa et geometrisk innblikk
i det som foregar. La oss se pa et ligningssystem med tre ligninger og tre
ukjente:

anx +apy+azz = b
a1 + agy + a3z = b
a31T + azoy + aszz = b

Hver av disse ligningene beskriver et plan — la oss kalle dem I, I og II1.
En lgsning til ligningssystemet vil veere (koordinatene til) et punkt som lig-
ger i alle tre planene. “Normalt” vil plan I og I[ skjaeere hverandre langs en
rett linje m (unntakene er hvis I og II er parallelle eller sammenfallende).
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Denne linjen m vil normalt skjeere det tredje planet i ett eneste punkt, og
koordinatene til dette punktet gir oss da den eneste lgsningen til lignings-
systemet. Det finnes imidlertid unntak; dersom skjseringslinjen m ligger i
planet I11, vil alle punktene pa denne linjen gi oss en lgsning — i dette til-
fellet har vi altsa uendelig mange lgsninger. En tredje mulighet er at linjen
m ikke skjeerer planet 111 i det hele tatt — i sa fall har ligningssystemet
ingen lgsning.

I den neste seksjonen skal vi se grundigere pa metoden ovenfor, men fgr
vi begynner, kan det veere lurt & gjore en enkel observasjon. I alle regnin-
gene vare har variablene z,¥, z, u spilt en underordnet rolle — de har bare
veaert med som en slags “plassholdere” som har fortalt oss hvilke koeffisienter
som hgrer sammen. Vi kan spare skrivearbeid og tjene oversikt ved & fjer-
ne variablene og isteden organisere koeffisientene i en matrise. Vart forste
ligningssystem

29+2 = -1
3x+5y+z2z = 2
r+2y+z =

kan f.eks. ertattes med matrisen

Legg merke til hvordan B er laget: Elementene i den fgrste sgylen er koeffisi-
enten til x i ligningssystemet, elementene i den andre sgylen er koeffisientene
til y, elementene i den tredje sgylen er koeffisientene til z, mens den fjerde
sogylen bestar av konstantene pa hgyresiden av ligningssystemet. Vi kaller
B den utvidede matrisen til ligningssystemet (4.1.1) (utvidet fordi vi ikke
bare har med koeffisientene, men ogsa konstantene pa hgyresiden). Vi kan
na utfere akkurat de samme operasjonene pa denne matrisen som vi i stad
utfgrte pa ligningssystemet. Vi far da denne sekvensen

0 21 -1 1 21 1 1 2 1 1
3 21 2]=1351 2 |=(0-1 -2 —-1]=
1 21 1 0 21 -1 0o 2 1 -1

O = DN
—_ N =
[ S —Y
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Nar vi na har fatt matrisen pa trappeform, kan vi ga tilbake til ligningssys-

temet ved & sette inn variablene igjen:
T+2y+z
Y+ 2z

z

Siden matrisenotasjonen er mer oversiktlig enn ligningsnotasjonen, skal vi

stort sett holde oss til den i fortsettelsen.

Oppgaver til seksjon 4.1
1. Finn alle Igsningene til ligningssystemet
T+2y—z
2x 4+ 3y — 3z
—r+2y+ 3z
2. Finn alle lgsningene til ligningssystemet
r—1y+ 2z
2z — 2y
—3r+2y+=z
3. Finn alle lgsningene til ligningssystemet
20 — 4y + 62
—3x+2y—=z
r—6y+ 11z
4. Finn alle Igsningene til ligningssystemet
T —2y+ 3z
—r+y—2z
-3z + by — 8%

S =W

1
0
2

5. Figuren viser et nettverk av ledninger. Temperaturen i hvert av punktene X, Y
og Z er lik gjennomsnittet av temperaturen i nabopunktene (dvs. punktene som de
er forbundet til ved hjelp av en ledning). Anta at temperaturen i hjgrnepunktene
A, B og C er henholdsvis a, b og c¢. Finn temperaturene x, y og z i punktene X, Y

og Z.
C
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6. I et game i tennis ma du vinne med minst to poeng. Nar man kommer til stillingen
40-40, vil spilleren som vinner den neste ballvekslingen fa “fordel”. Vinner hun ogsa
den neste ballvekslingen, vinner hun gamet, hvis ikke gar stillingen tilbake til “like”.
Spilleren som vinner den neste ballvekslingen vil sa fa fordel, osv. I denne delen av
spillet er det altsa tre mulige stillinger: “like”, “fordel spiller A” og “fordel spiller
B”. 1 tennis lgnner det seg a serve, og vi antar at i det gamet vi ser pa, er det spiller
A som har serven og dermed har 60% sjanse for a vinne en ballveksling.

Vi lar x veere spiller As sannsynlighet for & vinne gamet dersom stillingen er
like, ¥y hennes sannsynlighet for & vinne gamet dersom hun har fordel og z hennes
sannsynlighet for a vinne gamet dersom motstanderen har fordel.

a) Forklar at

zr = 0.6y+04z
= 04x+0.6
= 0.6z

b) Finn z, y og 2.

4.2 Trappeform

Vi skal na ta en nsermere kikk pa prosedyren vi introduserte i forrige sek-
sjon. For oversiktens skyld skal vi stort sett arbeide med matriser og ikke
ligningssystemer, s& vi antar at vi starter med en matrise

a11 a2 T Q1n

a21 a2 o a2n
A=

aml Am2 - Amp

Med en radoperasjon pa A mener vi én av folgende operasjoner:
(i) Bytte om to rader i A
(ii) Gange en av radene i A med et tall forskjellig fra 0
(iii) Ta en av radene i A og legge til et multiplum av en av de andre radene

Legg merke til at dette er ngyaktig de samme operasjonene som vi brukte
pa ligningssystemene i forrige seksjon.

Definisjon 4.2.1 Vi sier at to m x n-matriser A, B er radekvivalente der-
som det finnes en sekvens av radoperasjoner som forvandler A til B. Vi
skriver A ~ B nar A og B er radekvivalente.

Eksempel 1: Matrisene
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og
1 2 -1
B=|101 0
0 0 1

er radekvivalente siden A kan forvandles til B gjennom denne sekvensen av
radoperasjoner (radene i matrisen kalles I, I1 og III, og symbolene over
~-tegnene antyder hvilke operasjoner vi bruker):

2 4 -2\ ., S 12 -1
A= 12 o0 |% 12 0 o o0 1 |
13 1 13 1 1 3 1
1 2 — 12 —1\,, /12 -1
HF oo 1|7 os ofl~lo1 ol|=n8
05 0 00 1 00 1

&

Det er lett a se at dersom vi kan forvandle A til B ved hjelp av radope-
rasjoner, sa kan vi ogsa bruke radoperasjoner til a forvandle B til A. Alt vi
behgver & gjore, er & “reversere” de operasjonene som forvandlet A til B —
der vi tidligere ganget en rad med 3, ganger vi den na med %; der vi tidligere
la til 7 ganger en rad, legger vi na til -7 ganger den samme raden, og der vi
tidligere byttet om to rader, bytter vi dem néa tilbake igjen. I tillegg ma vi
passe pa a begynne bakfra; vi begynner med a reversere den siste operasjo-
nen som var med pa a forvandle A til B. Det neste eksemplet viser hvordan
dette foregar i praksis.

Eksempel 2: I forrige eksempel forvandlet vi matrisen

2 4 -2 12 -1
A= 12 0 til B=|o0o1 o[,
-1 3 1 00 1

og vi skal na vise hvordan vi kan reversere denne prosedyren slik at B blir
forvandlet til A. Siden den siste operasjonen vi brukte da vi forvandlet A
til B, var a gange rad 2 med %, gjor vi na det omvendte — vi ganger rad 2
med 5:

1 2 -1 1 2 —1
B=(o0o1 ol o5 o
00 1 00 1

Den nest siste operasjonen vi brukte, var a bytte om rad 2 og 3, sa na bytter
vi tilbake igjen:

1 2 — 1 2 -1
05 o™ o000 1
00 1 05 0
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Operasjonen for dette var a legge rad 1 til rad 3, sa na trekker vi isteden
rad 1 fra rad 3 (for a holde oss i var offisielle sprakbruk, burde vi heller si
at vi ganger rad I med —1 og legger resultatet til rad 3):

L2 -1\ 12
00 1 T 00 1
05 0 13 1

Den neste operasjonen vi ma reversere, er a legge —1 ganger rad 1 til rad 2.
Vi legger derfor rad 1 til rad 2:

12 — 1 2 —1
oo 1 |&! 12 0
13 1 -1 3 1

Det gjenstar na bare & reverse en operasjon. Den var 4 gange rad 1 med %,
sa na ganger vi rad 1 med 2:

1z - ITT4(-1)1 2 4 =2
1 2 ~ 12 0]=A
-1 3 1 -1 3 1
Dermed har vi reversert hele prosedyren og gjort B om til A. &

Som antydet i forrige seksjon, er hensikten med radoperasjoner a for-
vandle en vilkarlig matrise til en matrise pa trappeform. Aller forst ma vi
definere hva dette betyr:

Definisjon 4.2.2 En matrise er pa trappeform dersom:

(i) Enhver rad bestar enten bare av nuller, eller sa er det forste ikke-null
elementet et ett-tall.

(ii) Enhver rad som ikke bare bestar av nuller, begynner med minst én null
mer enn raden over.

En matrise pa trappeform blir ogsa kalt en trappematrise.

Legg merke til at dersom en trappematrise har rader som bare bestar av
nuller, ma disse vaere samlet nederst i matrisen (det fglger fra punkt (ii)
ovenfor).

Eksempel 3: Fglgende matriser er pa trappeform:

1 2 0 -1 01 2 -1 2
001 4 001 3 4 (1)?8(;2
000 0| 000 1 2] 000 1 2
000 O 000 01



4.2. TRAPPEFORM 15

Disse matrisene er ikke pa trappeform (forklar hvorfor):

2 2 0 -1 81?_:1’)121 0000 2
001 4|, 000 19| 0107 4
000 0 000 01 00012

&

For & kunne beskrive matriser pa trappeform trenger vi litt terminologi.
Det forste ikke-null elementet i en rad (det er ngdvendigvis et ett-tall) kalles
et pivotelement, og spylen det star i, kalles en pivotsgyle (se illustrasjonen
nedenfor). Pivotelementer og pivotsgyler kommer til & spille en sentral rolle
i teorien i dette kapitlet.

pivotelementer
@®2\0 -1
0 0 4
(T) 0 (f 0
pivotsgyler

Vi har allerede nevnt flere ganger at poenget med radoperasjoner er a
forvandle en gitt matrise til en matrise pa trappeform. Det neste resultatet
forteller oss at dette alltid er mulig.

Setning 4.2.3 Enhver matrise er radekvivalent med en matrise pa trappe-
form.

Beuvis: Dette beviset er bare en systematisering av den metoden vi har brukt
i eksemplene. Forst ser vi pa sgylene i matrisen og plukker ut den forste som
ikke bare bestar av nuller. Ved eventuelt a bytte om to rader kan vi sgrge
for at det gverste elementet i denne sgylen ikke er null, og ved & gange
den gverste raden med et passende tall, kan vi gjore om dette elementet
til et ett-tall. Ved hjelp av dette ett-tallet kan vi na eliminere alle ikke-null
elementer i sgylen under — vi bare ganger den gverste linjen med et passe
tall og adderer resultatet til den raden vi arbeider med. Nar dette arbeidet er
ferdig, star ett-tallet alene igjen i sgylen og er blitt vart forste pivotelement.
Vi “glemmer” na den gverste raden i matrisen og arbeider bare med resten
(sa nar vi na sier “restmatrisen” mener vi det som star igjen etter at vi har
fjernet forste rad).

Vi begynner na prosedyren pa nytt med a lete oss frem til den fgrste
sgylen i “restmatrisen” som ikke bare bestar av nuller. Ved eventuelt a bytte
om rader sikrer vi oss at det gverste elementet ikke er 0, og ved & gange raden
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med et passende tall, forvandler vi elementet til et ett-tall. Pa vanlig mate
bruker vi dette ett-tallet til & eliminere elementene i sgylen nedenfor. Na
har vi funnet vart andre pivotelement, sa vi “glemmer” raden det star i, og
gjentar prosedyren pa radene nedenfor.

Denne prosedyren fortsetter inntil én av to ting skjer. Enten er det ikke
flere rader igjen (og da er vi ferdige fordi det star et pivotelement i hver
eneste rad), eller sa bestar alle sgylene i den “restmatrisen” vi ser pa, av
bare nuller (og da er vi ferdige fordi vi har pivotelementer i alle de radene
som ikke bare bestar av nuller). |

Bemerkning: Nar vi bruker radoperasjoner til & bringe en matrise A over
pa trappeform, sier vi at vi radreduserer A. Det er greit a veere klar over
at matriser kan radreduseres pa forskjellige vis — nar du bruker metoden,
har du ofte et valg mellom flere muligheter (f.eks. hvilke rader du vil bytte
om pa), og det endelige resultatet vil ofte avhenge av hvilke valg du gjor
underveis. Det kan derfor godt hende at fasitsvaret pa en oppgave er for-
skjellig fra ditt svar, selv om ditt ogsa er riktig. Det viser seg imidlertid at
alle trappeformene til en matrise har de samme pivotsgylene (og dermed de
samme pivotelementene), og dette kan du bruke som en sjekk pa at svaret
ditt er rimelig.

Ligningssystemer pa trappeform

Vi skal na vende tilbake til linesere ligningssystemer og se dem i lys av det
vi nettopp har laert. Vi starter med et generelt, linesert ligningssystem

a11x1 + ajpre + -+ apxT, = by
a91x1 + agoTo + -+ + AT, = bo
Am121 + AmaX2 + -+ AppTn = bm

Legg merke til at vi ikke insisterer pa at det skal veere like mange ligninger
som ukjente — det finnes en del problemstillinger der det er aktuelt bade a
se pa “for fa” og “for mange” ligninger.

Vi tar na den utvidede matrisen

all aly ... A1n b1

as1 a2 ... a2, bo
B =

Amli @m2  --- Gmn bm

og bringer den pa trappeform ved hjelp av radoperasjoner. Den matrisen
C vi da far, tilhgrer et ligningssystem med de samme lgsningene som det
opprinnelige systemet. I dette systemet vil noen variable (“ukjente”) korre-
spondere til pivotsgyler, og disse kaller vi basisvariable, mens de andre kalles
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frie variable. La oss se pa et eksempel:

Eksempel 4: Vi starter med ligningssystemet

r+2y+z =
—xr+y—z =
T+dy+z =
Den utvidede matrisen er
1 2 1 1
B = -1 1 -1 0
1 5 1 2
Radreduserer vi B, far vi:
1 2 11 1 21 1 1 211
B=|-11 -1 0™ (03 0 V0 3 0 1
1 5 1 2 1 51 0 3 01
1 211 17 1 21 1
00 0O 000 O

I denne trappematrisen C' er sgyle 1 og 2 pivotsgyler. Sgyle 1 og 2 tilsvarer
variablene x og y, sa disse er basisvariable, mens z (som tilsvarer sgyle 3) er
en fri variabel. Vi ser at C er den utvidede matrisen til systemet

r+2y+z =

y:
0:

Swlr =

Den nederste ligningen er alltid oppfylt og kan neglisjeres. De to andre lig-
ningene legger ingen fgringer pa den frie variabelen z som kan velges fritt,
og nar den er valgt, kan vi regne ut verdiene til basisvariablene z og y. Vi

fary = % ogr=1-2y—z= %—z (at y er uavhengig av z er en tilfeldighet).

La oss na forandre eksemplet litt. Dersom vi endrer konstantleddet i den
tredje ligningen i det opprinnelige problemet fra 2 til 1, far vi ligningssyste-
met

T+2y+z =
—Tr+y—=z
T+dy+z =

Il
= O
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med utvidet matrise
12 11
B'=|-11-10
15 11
Radreduserer vi denne matrisen, ender vi opp med trappematrisen

C' =

O O =
S =N
S O =
= Wl =

Na& har vi fatt et pivotelement i siste sgyle, og det har dramatiske konse-
kvenser. Det korresponderende ligningssystemet er nemlig

z+2y+z =

— ool = —

0 =

og her ser vi at den siste ligningen aldri kan oppfylles. Ligningssystemet har
derfor ingen lgsninger. &

Mgnsteret du ser i eksemplet ovenfor er helt generelt:

Setning 4.2.4 Anta at den utvidede matrisen til et lineert ligningssystem
kan radreduseres til trappematrisen C. Da gjelder:

(i) Dersom den siste spylen i C' er en pivotspyle, har ligningssystemet
mgen lgsninger.

Dersom den siste sgylen ikke er en pivotsgyle, har vi videre:

(ii) Dersom alle de andre spylene i C er pivotspyler, har ligningssystemet
noyaktig én lgsning.

(iii) Dersom minst én av de andre soylene ikke er en pivotsoyle, har lig-
ningssystemet uendelig mange lgsninger.

Bevis: Siden det opprinnelige ligningssystemet og det som hgrer til C, har
ngyaktig de samme lgsningene, kan vi konsentrere oss om ligningssystemet
til C. Anta fgrst at den siste sgylen i C' er en pivotsgyle. Da inneholder
ligningssystemet en ligning av formen 0 = 1, og har derfor ingen lgsninger.

Anta sa at den siste sgylen i C ikke er en pivotsgyle. Dersom det finnes
andre sgyler som ikke er pivotsgyler, har systemet frie variable. Gi disse
hvilke som helst verdier du gnsker. Du kan na regne ut verdien til de andre
variablene ved a begynne nedenfra med den nederste (ikke-trivielle) lignin-
gen. Denne ligningen gir deg verdien til den siste av basisvariablene. Ga na
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videre til ligningen over og regn ut den tilhgrende basisvariablen. Fortsett
oppover i ligningssystemet til du har regnet ut alle basisvariablene. Det-
te viser at for hvert valg av frie variable, har ligningssystemet ngyaktig én
lgsning. Finnes det frie variable, har derfor ligningssettet uendelig mange
lgsninger. Finnes det ikke frie variable (dvs. at alle sgyler unntatt den siste
er pivotsgyler), ma ligningssettet ha ngyaktig én lgsning. O

Det er ofte viktig a vite nar et ligningssystem har ngyaktig én lgsning (vi
kaller dette en entydig lgsning), og vi tar derfor med dette som et separat
resultat:

Korollar 4.2.5 Anta at den utvidede matrisen til et lineeert ligningssystem
kan radreduseres til trappematrisen C. Da har ligningssystemet en entydig
lgsning hvis og bare hvis alle sgyler i C' unntatt den siste, er pivotsgyler.

Bevis: Dette er bare en omskrivning av punkt (ii) i setningen ovenfor. O

Matrisen nedenfor viser en typisk trappematrise som tilsvarer et lignings-
system med entydig lgsning:

1 -23 0 4 2
o 11 3 -2 6
o 01 -2 3 =«
c=(0 00 1 3 3
0o 00 0 1 -1
o 00 O 0 O
o 00 O 0 O

Vi ser at pivotelementene begynner gverst i venstre hjgrne og fortsetter
nedover diagonalen inntil de nar den nest siste sgylen. Under dette nivéet
kan det godt veere noen rader med bare nuller.

Ligningssystemer med samme venstreside

Bade i teori og praksis hender det ofte at vi har behov for a lgse “det samme”
ligningssystemet gang pa gang med forskjellig hgyreside. Mer presist betyr
dette at vi gnsker a lgse systemet

a1121 + a19x2 + - -+ apT, = b1
211 + a92x2 + - -+ + agpTy, = by
Am1T1 + amax2 + -+ amnTyn, = by

mange ganger for de samme koeflisientene a;;, men for forskjellige b;. Et
spgrsmal som da dukker opp, er nar det er mulig & lgse ligningssystemet for
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alle valg av by, bs, ..., by,. For a lgse dette problemet ser vi pa matrisen
a1 a2 - Qip
a1 a2 - QG2p
A=
aml am2 " Omn

til ligningssystemet (ikke bland denne sammen med den utvidede matrisen

an a2 ... aip b

a1 asy ... aon b2
B =

Aml Gm2 .- Gmn bm

der b-ene er med!) Vi radreduserer sa A til en trappematrise D. Det viser seg
at ligningssystemet vart har en lgsning for alle valg av by, ba, . . ., by, dersom
alle radene i D inneholder et pivotelement.

Setning 4.2.6 Anta at

ail ai2 e A1n

a1 a2 o a2n
A=

aml am2 " Omn

kan radreduseres til trappematrisen D. Da har ligningssystemet

a11®1 + ajpre + -+ apTy, = b
a1®1 + agers + -+ agpTn = by
Am1T1 + Qa2 + -+ ATy = by
en lgsning for alle valg av by,bs, ..., by hvis og bare hvis alle radene i D

inneholder pivotelementer.

Bevis: Anta fgrst at D har pivotelementer i alle rader, og velg by, ba, ..., by,.
La B vere den utvidede matrisen

all aly ... A1n b1

a1 asy ... a2, b2
B p—

Aml @m2  --- Gmn bm
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Vi vet at A lar seg forvandle til D gjennom en sekvens av radoperasjoner,
og vi lar na C veere den matrisen vi far nar vi lar B gjennomga den samme
sekvensen av operasjoner. Da er

diy  diz ... dipn 1:71

o dgl. d22' dgrf bg.

T N
der d;; er elementene i D og 51, l~)2, e b er resultatet av & bruke disse rad-
operasjonene pa by, ba, ..., by. Siden D har et pivotelement i hver rad, kan

ikke den siste sgylen i C' vaere en pivotsgyle, og folgelig har ligningssystemet
minst en lgsning.

Anta nd omvendt at D mangler pivotelement i noen av radene, og la rad
nummer j veere den fgrste av disse. Hvis vi kan finne by, bo, . .., by, slik at Bj
er lik 1, vil C fa et pivotelement i siste sgyle, og ligningssystemet vil da ikke
ha en lgsning. Siden radoperasjonene er reverserbare, er det ikke vanskelig
a finne et slikt sett med b-er. Vi velger oss rett og slett et sett l~71, 52, e ,Bm
med den egenskapen vi gnsker oss ved & la Bj =1, mens b; = 0 for alle andre
indekser i. Sa danner vi matrisen

din di2 ... dip él
d d ... doy b
oo e
dml dm2 cee dmn Bm

Legg merke til at C' er pa trappeform og at l;j er et pivotelement i siste rad.
Na bruker vi de omvendte av de operasjonene som fgrte A til B til & fore C
tilbake til en matrise pa formen

aill aly ... A1n b1

a1 a2 asp  bo
B = )

Amli G@m2 .. Gmn bm

(husk reverseringsprosedyren i eksempel 2). Ligningssystemet til B kan ikke
ha en lgsning siden vi kan bruke de opprinnelige radoperasjonene til a for-
vandle B til C, og C har et pivotelement i siste rad. O

Legg merke til at dersom m > n (dvs. at matrisen A har flere rader
enn sgyler), sa er det ikke plass til et pivotelement i hver rad (husk at
pivotelementene ma flytte seg minst ett skritt mot hgyre for hver rad), og
ligningssystemet kan derfor ikke ha lgsninger for alle b1, bo, ..., by,.

La oss ogsa se pa betingelsen for at ligningssystemet har en entydig
lgsning for alle valg at by, bo, ..., by:
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Korollar 4.2.7 Anta at

ail ai2 e A1n

a1 a2 e a2n
A=

aml Am2 " Omn

kan radreduseres til trappematrisen D. Da har ligningssystemet

aT1 + a2 + -+ apr, = by
a1T1 + G222 + - -+ + agpy, = bo
121 + ama®2 + -+ QpnTn = by
en entydig lgsning for alle valg av by, bo, ..., b, hvis og bare hvis alle rade-

ne og alle spylene v D inneholder pivotelementer. Dette betyr at D er en
kvadratisk matrise med pivotelementer pa diagonalen.

Bewis: Vi vet fra setningen ovenfor at det ma veere pivotelementer i alle ra-
der dersom vi skal ha lgsninger for alle valg av by, bs, ..., b,. Vi vet ogsa at
for a fa entydige lgsninger, ma vi ha pivotelementer i alle sgyler. Skal vi fa
plass til pivotelementer i alle rader og alle sgyler, ma D veere en kvadratisk
matrise med pivotelementer pa diagonalen (prgv deg frem, sa vil du se). O

Bemerkning: Ifglge resultatet ovenfor er det bare mulig & ha entydige
lgsninger for alle by,bs,...,b,, dersom D — og dermed A — er en kvad-
ratisk matrise, dvs. at vi har like mange ligninger som ukjente. Dette er
en viktig observasjon som vi skal mgte igjen i ulike forkledninger senere i
kapitlet.

Det er pa tide med et eksempel:

Eksempel 5: Vi skal undersgke om ligningssystemet

3r+y—2z = b
—x+2y—z = by
r+z = b3

har en lgsning for alle valg av by, ba, b3. Matrisen til systemet er

3 1 -2
-1 2 -1
10 1
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Bruker vi radoperasjoner pa denne matrisen, far vi (vi tillater oss a ta flere
operasjoner i slengen slik at ikke utledningen skal bli for lang):

31 -2 —1 2 <1\ s [ —1 2 —1
—12 -1 | o3 2 | PR 007 s
10 1 10 1 02 0
-1 2 -1 -1 2 -1\ ¢ /1 -2 1
ol R G -3 SRl
02 0 00 ¥ 0 0 1

Siden den siste matrisen har et pivotelement i hver rad, har ligningssystemet
en lgsning for alle valg av by, by, b3. Siden det ogsa er et pivotelement i hver
soyle, er denne lgsningen entydig. &

Oppgaver til seksjon 4.2

1. Avgjgr om matrisene er pa trappeform:

1 -2 3 01 2 10 2
A=(o0 1 -1 |,B=l0o o0 1]|,c=(0 20
0 0 1 000 00 1

1 -2 0 -1 (1):15:2 1 -2 0 -1
D=0 01 1 |.E=| 2, | [F={0 12 1
0 00 1 00 0 0 1 4 -3

2. Reduser matrisen til trappeform:

1 2 1
a) A= -1 -3 2
2 1 2
01 2
by B=| 1 1 2
-2 1 3
11 -2 3
ogCc= 21 30
-1 0 -5 2
1 2 11
D= -1 3 -1 2
1 12 17

3. Lgs ligningssystemet ved a radredusere den utvidede matrisen.

r—y+2z = 1
204+ y+z
—2z—-y+z = 0

|
—_
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4. Lgs ligningssystemet ved a radredusere den utvidede matrisen.

3r—4dy+z = 2
r—2y = 1
—2r4+2y—2z = -1

5. Lgs ligningssystemet ved a radredusere den utvidede matrisen.

r+2y+z = 2
2r —4y+3z = 1
3r—2y+4z = 6

6. Logs ligningssystemet ved & radredusere den utvidede matrisen.

r+3y—z+3u = 4
r+2y—22+3u = 0
20 +2y —5z2+4+5u = 1

7. Avgjor om ligningssystemet har en lgsning for alle valg av by, bo, b3:

2044y —4z = by
20 —y+3z = be
r—y+2z = b

8. Avgjor om ligningssystemet har en lgsning for alle valg av by, bo, b3:

r4+2y—3z = b
—2x—4y+z = bs
r+2y+z = bs

9. (Eksamen i MAT 1110, 14/6 2004, litt tilpasset).

a) Reduser matrisen til trappeform:

A=

_ o o =
=
)
W = = N
~N O W Ut

b) Lgs ligningssystemet

T+2y+2u =
ytz+u =
—2y+z4+u =
r+2y+z+3u =

~N O W ot

10. Et bilutleiefirma har kontor i tre byer A, B og C. Av de bilene som leies i A,
blir 60% returnert i A, 30% i B og 10% i C. Av de bilene som leies i B, blir 30%
returnert i A, 50% i B og 20% i C. Av de bilene som leies i C, blir 60% returnert
i A, 10% i B og 30% i C. Bilfirmaet har totalt 120 biler. Hvordan skal det fordele
disse bilene i A, B og C slik at det i hver by returneres like mange biler som det
leies ut?
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4.3 Redusert trappeform

Nar vi omformer en matrise til trappeform, sgrger vi for at elementene un-
der pivotelementene alltid er null, men vi bryr oss ikke om elementene over
pivotelementene. For noen formal lgnner det seg & sgrge for at disse elemen-
tene ogsa er null. Vi sier da at matrisen er pa redusert trappeform. Her er
den presise definisjonen:

Definisjon 4.3.1 Vi sier at en matrise er pa redusert trappeform dersom
den er pa trappeform og alle elementene i pivotspylene, unntatt pivotelemen-
tene, er 0.

Eksempel 1: Disse matrisene er pa redusert trappeform:

100 1 =30
010 ]|, 0 1],
00 1 0 0

o O

o O O =
O O O N
SO O W
S O = O
O = OO
S W = Ot

Disse matrisene er pa trappeform, men ikke pa redusert trappeform:

1 3 2
01 4|,
001

S O =
O = W
o O O =
OO O N
OO O W
OO~ W
|
O = NN W
O W~ Wt

[ )

Alle matriser kan omformes til redusert trappeform ved hjelp av rad-
operasjoner. Vi radreduserer dem fgrst til vanlig trappeform, og bruker der-
etter pivotelementene til & skaffe oss de resterende nullene i pivotsgylene.
Det er lurest & begynne bakfra med de pivotelementene som star lengst til
hgyre. Her er et eksempel:

Eksempel 2: Vi starter med en matrise som er pa vanlig trappeform

1 2 -3 2
A=10 0 1 3
00 O 1

O N =

Deretter tar vi utgangspunkt i pivotelementet nederst til hgyre, og bruker
det til & skaffe oss nuller i posisjonene over:
-3

TT+(=3)IT1T 12
~ 00
00

S = W
O N
= O N

1 2
0 0
00

SN

2
3
1

S =
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1 -3
0

0

I+(=2)I11 40
~5 2 0
01

S O N

1
0
Dermed har vi ordnet opp i den bakerste sgylen, og vi gar nd mot venst-

re pa jakt etter neste pivotsgyle. Det er sgyle nummer 3, og vi bruker na
pivotelementet her til & skaffe flere nuller:

1 2 -3 40 1 2 0 10 0
oo 120|001 20
0 0 0 0 1 000 01
Dermed er matrisen brakt pa redusert trappeform. &

Poenget med & starte prosessen bakfra er at vi slipper unna mye regne-
arbeid fordi de fleste tallene vi adderer er 0.

Setning 4.3.2 Enhver matrise er radekvivalent med en matrise pa redusert
trappeform.

Bewis: Vi vet allerede at matrisen er radekvivalent med en matrise pa vanlig
trappeform, sa alt vi trenger, er a vise er at enhver matrise pa vanlig trappe-
form er ekvivalent med en matrise pa reduset trappeform. Dette fglger fra
prosedyren vi har beskrevet ovenfor. Det eneste som kunne gatt galt med
denne prosedyren, var hvis noen av de operasjonene vi gjorde underveis,
gdela nuller vi allerede hadde skaffet oss pa et tidligere tidspunkt, men det
er lett & sjekke at det ikke skjer. O

Bemerkning: Det viser seg at den reduserte trappeformen til en matrise er
entydig bestemt — uansett hvilken sekvens av radoperasjoner du bruker for
a bringe en matrise pa redusert trappeform, blir sluttresultatet det samme.
Vi skal derfor av og til snakke om “den reduserte trappeformen” i bestemt
form.

Det neste resultatet skal vi ofte fa bruk for. Husk at korollar 4.2.7 forteller
oss at ligningssystemet

anz + apxe + -+ apry, = b
a1 + apry + -+ axr, = b
121 + amax2 + -+ QpnTn = by
bare kan ha en entydig lgsning for alle valg av by, bo, ..., b, dersom m = n,

dvs. dersom vi har like mange ligninger som ukjente.
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Setning 4.3.3 Ligningssystemet

aixi +aipxe + -+ appz, = b
ag1T1 + a22T2 + -+ agpTn = b
11 + A2 + -+ AppTn = by
har en entydig lgsning for alle valg av by,be,...,b, hvis og bare hvis den

tilhgrende matrisen

ai; aig - Aln

az;p a2 - a2n
A=

anl Aap2 -+  Qpp

er radekvivalent med identitetsmatrisen

1 0 ... 0

01 ... 0
In: .

00 1

Bewvis: Dersom A er radekvivalent med identitetsmatrisen, fglger det umid-
delbart fra korollar 4.2.7 at ligningssystemet alltid har en entydig lgsning.
P& den annen side: Dersom ligningssystemet alltid har en entydig lgsning,
vet vi fra korollar 4.2.7 at A er radekvivalent med en trappematrise der alle
pivotelementene ligger pa diagonalen. Den reduserte trappeformen til en slik
matrise er identitetsmatrisen (hvorfor?), og folgelig er A radekvivalent med
identitetsmatrisen. O

Redusert trappeform i MATLAB

Det er ganske kjedelig a fgre store matriser over pa trappeform for hand,
men heldigvis finnes det hjelpemidler. Dersom du har tastet inn en matrise
A i MATLAB, vil kommandoen >> rref (A) fa MATLAB til & regne ut den
reduserte trappeformen til A. Her er et eksempel pa en kjgring:

>> A=[2 -1 4 5 6
6 -1321
-2 310 5];
>> B=rref(4)

B:
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1.0000 0 0 -0.4286 -0.7500
0 1.0000 0 -0.7143 0.5000
0 0 1.0000 1.2857 2.000

Kommandonavnet rref kan virke litt mystisk, men det skyldes rett og
slett at redusert trappeform heter reduced row echelon form pa engelsk.
Vanlig trappeform heter row echelon form.

La oss se hvordan vi kan bruke kommandoen rref til a lgse et lignings-
System.

Eksempel 3: Vi skal lgse ligningssystemet
20 —y+3z+u+tv =

3r+y—z+2u—v
—r—2y+4z4+u+2v =

Den utvidede matrisen er

2 -1 3 1 2
B = 3 1 -1 2 3
-1 -2 41 2 4

og putter vi denne inn i MATLAB og bruker rref, far vi
> B=[2-13112

31-12-13

-1 -24 12 4];

>> C=rref (B)

C =
1.0000 0 0.4000 0 0 -0.5000
0 1.0000 -2.2000 0 -1.0000 -0.5000
0 0 0 1.0000 0 2.5000

Den reduserte trappeformen er altsa

10 04 0 0 —-05
c=101 -22 0 -1 -05
00 01 0 25
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Vi ser at pivotsgylene er sgyle 1, 2 og 4, og at de frie variablene er z (som
korresponderer til sgyle 3) og v (som korresponderer til sgyle 5). Vi kan
derfor velge z og v fritt og lgse for de andre variablene. Det er lettest a gjore
dette hvis vi forst skriver opp ligningssystemet til C":

r+04z = —-0.5
y—22z—v = —-05
u = 2.5

Vi ser at lgsningene er gitt ved
x=-0.5—-04z

y=—-054+22z+v

2=z
u=2.5
V="
der z og v kan velges fritt. )

Oppgaver til seksjon 4.3

1. Avgjor om matrisene er pa redusert trappeform:

010 110 100
A=|lo0o o0 1],B=({0o01|,c=(00 0
00 0 00 0 010
100
1 2 -100 01 0 1 2 -100
p=|loo0o o17|,E=|l0oo01|,F=[{01 017
00 000 00 0 00 100
00 0

oa-(32)
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3. Bruk MATLAB til & omforme disse matrisene til redusert trappeform:

1 3 -2 2 3
0 2 -3 4 6
a) A=| -2 3 1 -4 5
0 -2 -1 -2 8
2 3 1 0 -1

025 05 15 0.75
b) B = 1 0.55 0.7 0.25
-025 3 075 —0.1

1 2 05 3 -1 2

2 05 -1 -1 2 3

1 1 1 2 3 4

2 -1 2 3 -2 0

4. Avgjer om ligningssystemet har en entydig lgsning for alle valg av by, bo, bs. Bruk
gjerne MATLAB som hjelpemiddel.

r4+2y+z = b
20 +4y+ 3z = b
—x+3y+2z = bs

5. Avgjor om ligningssystemet har en entydig lgsning for alle valg av by, by, bs. Bruk
gjerne MATLAB som hjelpemiddel.

2r—y+2z = b
—x+3y+2z = b
3r—4y—z = bs

6. Finn alle Igsningene til ligningssystemet. Bruk fgrst MATLAB til & skrive den
utvidede matrisen pa redusert trappeform.

2t —y+2+4+3u = —4
—x4+2y+42+3u = 2
—2z4+y+3z—4u = -1

7. Finn alle Igsningene til ligningssystemet. Bruk fgrst MATLAB til & skrive den
utvidede matrisen pa redusert trappeform.

c+y—z+2u—v = 1
—2r—-2y+z—u+v = 2
3x+3y—2u+2v = 1
4.4 Matriseligninger
Dersom vi starter med en m X n-matrise
aip a2 - Qip
a1 G2 - G2p

A:

Uml m2 " Omn
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og en sgylevektor

kan vi regne ut en sgylevektor

ved a ta produktet
Ax=Db

Vi kan ogsa snu problemstillingen pa hodet: Dersom vi starter med A og b,
gnsker vi & finne en vektor x slik at

Ax =b (4.4.1)

Vi kaller dette en matriseligning. Dersom vi skriver ut ligning (4.4.1) pa
komponentform, far vi

a11r1 + a2 + - + A1pTn by

a1y + agrs + - - - + agp Ty bo
= (4.4.2)

Am121 + Am2X2 + - + GmnTn bm

Det a lgse matriseligningen (4.4.1) er altsa det samme som a lgse lignings-
systemet

a1 + a2 + - + a1pxn, = by
a21x1] + a22xs + -+ + asptny, = ba
am1%1 + amaTo + -+ QmnTn = by

Mye av den kunnskapen vi har skaffet oss om linezere ligningssystemer, kan
vi na overfgre til matriseligninger. Fgrst litt notasjon — vi skal skrive

B = (A,b)
for den utvidede matrisen
ail ai19 . A1n b1
asy asy ... a9y, b2
B p—
Aml G@m2 .- Gmn bm

La oss forst oversette setning 4.2.4 til matrisesprak.
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Setning 4.4.1 La B = (A, b) vere den utvidede matrisen til matriselignin-
gen

Ax=Db
og anta at B kan radreduseres til trappematrisen C'. Da gjelder:

(i) Dersom den siste spylen i C' er en pivotsoyle, har ligningssystemet
imgen lgsninger.

Dersom den siste spylen ikke er en pivotsgyle, har vi videre:

(ii) Dersom alle de andre spylene i C er pivotspyler, har ligningssystemet
noyaktig én lgsning.

(iii) Dersom minst én av de andre spylene ikke er en pivotsoyle, har lig-
ningssystemet uendelig mange lgsninger.

Bewis: Dette er bare en omformulering av setning 4.2.4. O

Eksempel 1: Finn alle lgsninger til matriseligningen Ax = b nar

2 -1 3 3 4 1
A= 3.0 2 1 -1 og b= 4
-1 2 -4 =5 0 1

Vi bruker forst radoperasjoner pa den utvidede matrisen

2 -1 3 3 4 1
B = 3 0 2 1 -1 4
—1 2 —4 -5 01
Dersom vi velger & bruke MATLAB, far vi
B=[2 -1 3341
3021-114
-12 -4 -50 1];
>> C=rref (B)
C —3
1.0000 0 0.6667 0.3333 0 1.2963
0 1.0000 -1.6667 -2.3333 0 1.1481

0 0 0 0 1.0000 -0.1111
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B er altsa radekvivalent med matrisen

1 0 0.6667 03333 0  1.2963
C=0 1 —-1.6667 —2.3333 0 1.1481
0 0 0 0 1 -0.1111

Vi ser at den siste sgylen ikke er en pivotsgyle, sa ligningen har lgsninger. Vi
ser ogsa at sgyle 3 og 4 ikke er pivotsgyler, sa ligningen har uendelig mange
lgsninger. Variablene x3 og x4 er frie, og velger vi verdier for disse, kan vi
regne ut de andre variablene:

r1 = 1.2963 — 0.6667x3 — 0.333324

ro = 1.1481 + 1.6667x3 + 2.333324
rs = —0.1111

Skriver vi lgsningen pa vektorform, har vi dermed

1.2963 — 0.6667z3 — 0.3333x4
1.1481 4 1.6667z3 + 2.3333x4

X = T3 =
T4
—0.1111
1.2963 —0.6667 —0.3333
1.1481 1.6667 2.3333
= 0 + x3 1 + x4 0
0 0 1
—0.1111 0 0
Denne skrivematen gir en god oversikt over lgsningene. &

MATLAB-kommentar: De mange desimalene gjor at svarene ovenfor ser
litt “bustete ut”. Du far mer oversiktlige svar dersom du taster inn kom-
mandoen

>> format rat

fgr du regner ut den reduserte trappeformen. Denne kommandoen tvinger
MATLAB til & oppgi svarene som rasjonale tall, og du far dette resultatet:

>> format rat
>> C=rref (B)

Columns 1 through 4
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1 0 2/3 1/3
1 -5/3 -7/3
0 0 0 0

Columns 5 through 6

0 35/27
31/27
1 -1/9

Veor imidlertid klar over at sa lenge du er i format rat, vil alle tall bli re-
presentert ved rasjonale tilnszerminger. Skriver du f.eks. >> pi, far du svaret
355/113! For a komme tilbake til “vanlig” format, skriver du >> format
short.

La oss na undersgke nar matriseligningen Ax = b har en lgsning for alle
vektorer b. Svaret ligger i setning 4.2.6 og korollar 4.2.7:

Setning 4.4.2 Anta at matrisen A er radekvivalent med trappematrisen D.
Da har ligningen

Ax=Db

losning for alle vektorer b € R™ hvis og bare hvis alle radene i D inneholder
et pivotelement. Losningen er entydig dersom ogsa alle sgylene i D inne-
holder et pivotelement — dette betyr at A er en kvadratisk matrise som er
radekvivalent med identitetsmatrisen.

Bevis: Som allerede nevnt er dette bare en omskrivning av setning 4.2.6 og
korollar 4.2.7 til matrisesprak. O

Simultane lgsninger av matriseligninger

Anta at vi gnsker & lgse matriseligningen Ax = b for flere verdier av b, la
oss si for b = by, b = by, ..., b = bg. Vi gnsker med andre ord a lgse
ligningene

Axlzbl,AXQZbg,...,AXk:bk

Som nevnt tidligere er dette en problemstilling som ofte dukker opp i praksis.
Den er mest aktuell nar ligningssystemene har entydig lgsning, sa vi antar
at A er en kvadratisk matrise som er radekvivalent med identitetsmatrisen
I,. For & lgse ligningene, er det naturlige a begynne med a radredusere den
utvidede matrisen (4, by) til den forste matriseligningen. Hvis vi gjor dette
helt til vi kommer til redusert trappeform, sitter vi igjen med en matrise pa
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formen
10 0 bu
Cr = 0! 0 b21.
00 ! bn1
der 511,521, .. .,l~)n1 er de tallene vi far nar vi bruker radoperasjonene pa

komponentene til by. Setter vi inn variablene, far vi ligningene

1 = bn
T2 = bo
Tn = bm

Den siste sgylen i C gir oss altsa lgsningen av den fgrste matriseligningen.
Hvis vi gjgr det samme med den andre matriseligningen, far vi pa tilsvarende
mate en matrise

10 0 b
Cy = 0 0 b22.
00 1 b2
der l~)21, 1322, e i)n2 er lgsningen av den andre matriseligningen. Vi ser at vi

har gjort nesten ngyaktig de samme operasjonene to ganger; i begge tilfeller
har vi radredusert A til idententitsmatrisen I,,, den eneste forskjellen er at vi
har hatt forskjellige sistesgyler a arbeide med. Vi kan effektivisere arbeidet
ved a putte inn alle hgyresidene by, bs, ..., bg pa en gang. Vi starter altsa
med matrisen

ail alp ... A1n b11 b12 . blk
as1 G2 ... a2, bar by ... Dby
anl Aap2 Ann bnl bn2 bnk
der
b1 b12 b1k
ba1 bao boy,
bl - 7b2 = ) 7bk -



36 KAPITTEL 4. LINEARE LIGNINGSSYSTEMER

Omformer vi denne matrisen til redusert trappeform, sitter vi igjen med

1 0 ... 0 by big ... b
C, = 0 1 0 1)21' bgz' bgk.
00 ... 1 by bno ... buk

Lgsningene av ligningssystemene er altsa sgylevektorene som star etter iden-
titetsmatrisen.
La oss se pa et enkelt eksempel:

Eksempel 2: Vi skal lgse ligningene

AXlzbl,AXQZbQ,AX3:b3
2 1
=05 )
1 3 2
=) = () 0= (1)

Vi starter med den utvidede matrisen
2 1 1 3 2
3 -1 2 11

og omdanner denne til redusert trappeform

der

0g

<2 1132);3(1 ;531)
3 -12 11 3 -1 2 11
11+£J3)1<1 i3 3 1>—iﬂ<1% ;31)
0 -3 } - -2 01 -1 1t
I+(—;)H<1 o 2 2 g)
01 -3 ¢4

Dette betyr at Igsningene til de tre matriseligningene er henholdsvis

() ()= (1)

Sjekk svarene ved a sette inn i ligningene! &

= ol
[SHEN RSN
(SN[

For store ligningssystemer (som er det man ofte stgter pa i praksis) lgnner
det seg & bruke MATLAB til & foreta radreduksjonen.
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Oppgaver til seksjon 4.4

1. Finn alle Igsningene av matriseligning Ax = b nar:

sa-( Do)
1

11 2
b) A= -1 2 -1 |,b=| 2
2 -2 1 0
2 1 -1 2 3
) A= 11 -1 2|, b=| -1
-1 1 21 —2
1 -2 3 1
) A=|2 -1 3 |,b=[ o0
1 01 —2

2. Lgs ligningene Ax; = by og Axs = by nar A = < —i) % ), b; = < _; ),

(1)

-2 1 3
3. Logs ligningene Ax; = by og Axs = by nar A = 1 2 -1 1], b =
0 2 1
1 2
0 |,byo=1] 2
-1 1

4. (Eksamen i MAT 1110, 13/6 2005, litt tilpasset)

a) Bring matrisen pa trappeform:

0 1 2 0
1 0 -1 1
A= 6 0 -6 7
2 1 0 0
b) La
0
1
b=1
0

Avgjor for hvilke verdier av h ligningen Ax = b har lgsninger, og finn
Igsningene nar de finnes.

5. (Eksamen i MAT 1110, 14/6 2006, litt tilpasset) I denne oppgaven er C' matrisen

1 0 1 1
C= 2 1 a>—a 3
-1 1 -3 a

der a er et reelt tall.
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a) Reduser C til trappeform.

1 0 1 1
b) Vilar A = 2 1 a®>—a | ogb= | 3 |.For hvilke verdier av a har
-1 1 -3 a

ligningssystemet Ax = b henholdsvis én, ingen og uendelig mange lgsninger?
6. (Proveeksamen i MAT 1110, varen 2006) I denne oppgaven er C' matrisen
1 1 -1 0
C= 2 -1 ) 3
-1 2 a’+4+3a —3a

der a er et reelt tall.

a) Reduser C til trappeform.

1 1 -1 0
b) Vilar A = 2 -1 -5 og b = 3 . For hvilke verdier
-1 2 a®>+3a —3a
av a har ligningssystemet Ax = b henholdsvis én, ingen og uendelig mange

lgsninger?

4.5 Inverse matriser

Vi skal na bruke teorien vi nettopp har utviklet til a finne en effektiv metode
for & regne ut inverse matriser. Husk at hvis A er en n X n-matrise, sa er
A~! den inverse matrisen til A dersom

AAT =1, og A'A=1I, (4.5.1)

I seksjon 1.7 viste vi at en kvadratisk matrise kan ha hgyst én invers matrise,
og at det finnes mange matriser som ikke har en invers matrise.

Det forste vi skal vise er at en ensidig invers ogsa er en tosidig invers
— det vil si at hvis en matrise tilfredsstiller én av betingelsene i (4.5.1), sa
tilfredsstiller den automatisk den andre. Vi begynner med to hjelpesetninger.

Lemma 4.5.1 Anta at B og C er to m x n-matriser slik at Bx = Cx for
alle x € R™. Da er B=C.

Bevis: Det er nok a vise at dersom B # C, sa finnes det en vektor x slik at
Bx # Cx. Det er ikke sa vanskelig: Siden B # C, finnes det minst et par av
indekser 4, j slik at b;; # c;j. Velger vi x = ej, ser vi at Bx # Cx siden de
i-te komponentene til de to vektorene er henholdsvis b;; og c;;. O

I den neste hjelpesetningen far vi bruk for vére resultater fra forrige
seksjon.
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Lemma 4.5.2 La A vere en n X n-matrise og anta at det finnes en n X n-
matrise B slik at AB = I, (B er altsa en hpyreinvers til A). Da har matrise-
ligningen Ax = ¢ en entydig lgsning for alle c € R™. Soylene by, ba, ..., by,
til B er lgsningene til ligningene AX = e1, AX = e3,...,Ax = e,.

Bewvis: La bj veere den j-te sgylen i B. Da er Ab; = e; (dette skyldes at nar
du regner ut Ab; = e; gjor du akkurat det samme som nar du regner ut
den j-te sgylen i AB, og den j-te sgylen i AB er e; siden AB = I,,) . Dette
betyr at b; er en lgsning av ligningen Ax = e;.

For & vise at ligningen Ax = ¢ har en lgsning for alle ¢ € R"™, observerer

vi forst at enhver ¢ kan skrives som en linezerkombinasjon av eq, e, ..., e,.
Vi har:
C1 1 0 0
c2 0 1 0
C = . =C X +02 . ++Cn . —
c 0 0 1

S

=cie; ez + - +cpey
Hvis vi na lar x = ¢1b;+coba+- - -+¢, by, (der by, ba,. .. b, er som ovenfor),
far vi

Ax = A(Clbl + by 4+ -+ Cnbn) = c1Ab1 + c3Abgy + - - - + ¢, Ab,, =

cie; +cez +---+cpep =C

Dette viser at ligningen Ax = c¢ har en lgsning for alle ¢, og det gjenstar &
vise at denne lgsningen er entydig.

Her kobler vi inn teorien fra forrige seksjon. Vi tenker oss fgrst at vi bru-
ker radoperasjoner til & redusere A til en trappematrise D. Siden ligningen
Ax = c¢ har en lgsning for alle ¢, forteller setning 4.4.2 oss at D har et pivot-
element i hver rad. Siden D er kvadratisk, ma D da ogsa ha et pivotelement
i hver sgyle (ellers er det ikke plass til et pivotelement i hver rad), og ifglge
setning 4.4.2 er da lgsningen av Ax = ¢ entydig. O

Vi kan na vise at en ensidig invers er en tosidig invers.
Setning 4.5.3 Anta at A og B er to n X n-matriser. Dersom
AB = 1,,
sd er A og B inverterbare, og A~' = B, BTl = A

Beuwis: Det nok & vise at BA = I, siden vi da har bade AB = I, og BA = 1,,.
Ifplge lemma 4.5.1 holder det & vise at

(BA)x=I,x=x
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for alle x € R™. Lar viy = (BA)x, er det altsa nok a vise at y = x. Bruker vi
den assosiative lov for matrisemultiplikasjon (setning 1.6.2(i)) flere ganger,
ser vi at

Ay = A((BA)x) = A(B(Ax)) = (AB)(Ax) = I,(Ax) = Ax
Setter vi b = Ax, har vi dermed bade
Ax=Db og Ay =Db

Siden ligningen Ax = b ifglge lemma 4.5.2 har en entydig lgsning, betyr
dette at x =y, og dermed er setningen bevist. O

Det neste resultatet gir oss en nyttig beskrivelse av ngyaktig nar en
matrise er inverterbar:

Setning 4.5.4 En n Xn-matrise A er inverterbar hvis og bare hvis matrise-
ligningen Ax = ¢ har en entydig lgsning for alle vektorer ¢ € R", det vil si
hvis og bare hvis A er radekvivalent med identitetsmatrisen I, .

Bevis: Vi vet fra setning 4.4.2 at ligningen Ax = ¢ har en entydig Ilgsning
for alle ¢ hvis og bare hvis A er radekvivalent med identitetsmatrisen. Det
er derfor nok & vise at A er inverterbar hvis og bare hvis Ax = ¢ har entydig
lgsning for alle c.

Fra setningen 4.5.2 vet vi at dersom A er inverterbar, sa har ligningen
Ax = c entydig lgsning for alle c. Dersom Ax = c har en entydig lgsning for
alle c, lar vi b; vaere lgsningen av ligningen Ax = e;. Hvis B er matrisen
som har b; som j-te sgyle, har vi dermed AB = I,,, og fglgelig er A inver-
terbar ifglge setning 4.5.3. O

Legg merke til at dersom A er inverterbar, sa er lgsningen til ligningen

Ax = c¢ gitt ved
x=A"'c

(gang ligningen Ax = c fra venstre med A1),

Eksempel 1: Vi skal undersgke om matrisen

A= -

O =
w o W
W == DN

er inverterbar. Radreduserer vi A, far vi:

TTT+(=1)IT

~

13 2 1
A= -1 0 1 | ™= ( o
03 3 0

W W w
W W N
S O =
S W W
S W N
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sy 10302
~ 1011
00 0

Denne trappematrisen har ikke pivotelementer i siste rad og siste sgyle, og
ligningen Ax = b har derfor ikke en entydig lgsning for alle b. Dermed vet
vi at A ikke er inverterbar. &

En metode for a finne inverse matriser

Vi vet na at en matrise er inverterbar hvis og bare hvis den er radekvivalent
med identitetsmatrisen. Vi vet ogsa at for & finne den inverse matrisen til
A, er det nok & finne en matrise B slik at

AB=1,
I tillegg vet vi at vi kan finne sgylene by, bo,...b, i B ved a lgse ligningene
Ab1 = el,Abz = €ea,... ,Abn =€,

Fra forrige seksjon vet vi hvordan vi lgser slike ligningssett — vi starter med
matrisen

aj; aip ... Qain 1 0 ... 0
asr a2 ... Qo2p 0 1 0
an1 Qp2 ... Qpn 0O 0 ... 1
der vi har utvidet A med hgyresidene i ligningene eq, eo, . .., e,, 0g omformer
den til redusert trappeform:
1 0 ... 0 b11 b12 e bln
0 1 ... 0 byy by ... bop
0 0 ... 1 bup1 bpo ... bpn

Lgsningene av matriseligningene er da sgylene til hgyre for identitetsmatri-
sen:

b1 b12 bin

b1 bao bay,
b1 = >b2 = . 5 abl =

bnl an bnn

og den inverse matrisen blir

bir b1z -+ by

Al_p_ bar b2 -+ bop

bnl bn2 bnn
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Vi kan oppsummere metoden slik: Dersom vi omformer matrisen (A, I,,)
til redusert trappeform, far vi matrisen (I, A~!). La oss demonstrere me-
toden pa et eksempel:

Eksempel 2: Vi skal bruke metoden til & invertere matrisen

1 -1 1
A= 2 =25
—2 10

Det forste vi gjor er “a skjote pa” A en identitetsmatrise slik at vi far
matrisen

1 -1 1100
(A, I3) = 2 -2 5010
2 1000 1

Vi skriver na denne matrisen pa redusert trappeform:

-1 1 100N 1 -1 1 100
AL)= 2 -2 5010 X 0 03 -2 1 0
~2 10001 2 10 001
Lo-1 11 1 -1 1 100
migar s 9 1 o0 1T 0 21 2 2 0 1
0 -1 2 2 01 0 03 -2 10
(;})IIII b=t L0 0\ ey [ -1 0 % _% 0
30 1 -2 -2 0 -1 200 (g _1?? % .
2 1 3 3
00 1 -535 0 0 01 -2 1 o
100 -3 & -1
Iﬂl 0 ]. 0 —% % _1 :(Ing)
0 01 —% % 0

Den fgrste halvparten av denne matrisen er identitetsmatrisen, og den andre
halvparten er B = A~!. Vi har altsa

5 1 _
~3 3 1
-1 10 2
2 1
-3 3 0

Du bgr sjekke at dette er riktig ved & utfgre multiplikasjonen

5 1

1 -1 1 -5 1 1

2 -2 5 -0z (X
2 1

-2 10 -2 1 0
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Metoden fungerer ogsa i det tilfellet der A ikke er inverterbar. Da vil
den reduserte trappeformen til (A, I,,) ikke begynne med identitetsmatrisen
I, og dette forteller oss at A ikke er inverterbar.

Inverse matriser i MATLAB

Dersom du har lastet inn en inverterbar matrise A i MATLAB, vil komman-
doen

>> B=inv(4)

fa MATLAB til 4 regne ut den inverse matrisen og legge den inn i variabelen
B. Dersom du gnsker & lgse matriseligningen

Ax=Db
kan du na gjgre det ved a skrive
>> x=Bb

(dette forutsetter selvfglgelig at du allerede har lastet inn b). Det er imid-
lertid mer effektivt & bruke kommandoen

>> x=A\b

Legg merke til at “brgkstreken” \ gar “gal vei” — det skyldes at man her
“deler fra venstre” (det vil si at man gjgr noe som tilsvarer a gange med
A~! fra venstre). Kommandoen

>> x=b/A

med “normal” brgkstrek, produserer lgsningen til ligningen xA = b (i dette
tilfellet ma x og b veere radvektorer for at dimensjonene skal passe) fordi
vi her kan lgse ligningssystemet ved & gange med A~! fra hgyre — dvs. vi
deler fra hgyre.

Ver oppmerksom pa at kommandoene ovenfor bare fungerer etter be-
skrivelsen nar A er en inverterbar, kvadratisk matrise; vil du lgse andre typer
ligningssystemer, ma du bruke teknikkene vi har sett pa tidligere i dette ka-
pitlet. (Advarsel: Det kan hende at du far svar pa kommandoen >> x=A\Db
selv om matrisen A ikke er kvadratisk, men lgsningen kan da ha en annen
tolkning — prgv >> help mldivide for mer informasjon).
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Oppgaver til seksjon 4.5

1. Finn den inverse matrisen dersom den finnes:

wa=(5 3 )me=(7 70 )ee=(4 )

2. Finn den inverse matrisen dersom den finnes:

1 1 2 1 -2 3 0 2 3
a) A= -1 1 1 byB=1{ 2 4 0 c) C = -1 1 1
2 3 3 4 16 -6 2 0 3
-2 3 1
d) D= 0 2 1
1 -1 2
3. Bruk MATLAB til a finne den inverse matrisen dersom den finnes:
1 -2 3 -1 0.1 2.5 1.3 1.1
a) A= 2 3 -1 3 b) B= 0.2 3.3 1.1 0.3

0 -1 2 =2 1.2 —-1.2 24 =32
-2 2 -1 3 -22 0,2 -11 0.2

1.1 —-23 43 -0.05 1
3.4 0.7 -1 3.2 4.1
c) C = 3 —-12 42 =33 0.2

-2 2.3 3.1 1.3 2.2
-2.3 3 28 1.2 -1.1

4. Bruk MATLAB-kommandoen >> x=A\D til & lgse matriseligningen Ax = b nar:

2 -1 3 -1
a)A=| 0 -1 2 |,b=| 2
—4 3 1 3
3 2 -1 3 4
1 -1 -1 -1 -3
b) A= 2 -1 2 =3 b= 0
2 =2 1 0 1
5. Bruk MATLAB-kommandoen >> x=b/A til a lgse matriseligningen xA = b nar:
2 -1 3
a)A=| 0 -1 2 |, b=(-1,2,3)
—4 3 1
3 2 -1 3
1 -1 -1 -1 . .
b) A = 9 _1 5 _3 | b = (4,-3,0,1) Sammenlign med svarene pa opp-
2 =2 1 0
gave 4.

6. (Eksamen i MAT1110, 14/6 2004, litt tilpasset)

a) Finn den inverse matrisen til
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b) Bruk resultatet i a) til & lgse ligningssystemet

r+2y = 5
y+z = 3
—2y+2z = 3

¢) For hvilke verdier av a og b har ligningssystemet

r+2y = 5
y+z = 3
—2y+(a+1)z = b*—10

henholdsvis én, ingen og uendelig mange lgsninger?

7. Anta at A er en inverterbar n x n-matrise, og at b er en radvektor med n kom-
ponenter. Vis at x = bA™! er den entydige lgsningen til ligningen xA = b.

8. Anta at A er en inverterbar n X n-matrise og at B er en inverterbar m X m-
matrise. Lag en (n+m) x (n+m)—matrise C ved 4 sette inn A i gvre venstre hjgrne,
B i nedre hgyre hjgrne og sa fylle ut med nuller. Symbolsk skriver vi:

A 0
(5 3)
Vis at C er inverterbar og at

A7t 0
-1 _
(Y )

9. Figuren nedenfor viser et elektrisk nettverk. Man kan regulere spenningen i de
ytre punktene A, B og C, men spenningen i de indre punktene X, Y og Z er alltid
gjennomsnittet av spenningen i nabopunktene.

C
Z
A X Y B
a) Laa, b, ¢, z, y, z veere spenningen i henholdsvis A, B, C, X, Y og Z. Vis at
dersom
a X
b= b og X = Y
c z
sa er Ax = b der
3 -1 -1
A= -1 3 —1
-1 -1 3

b) Finn AL
¢) Finn z, yog znara=1,b=2 og ¢ = 3.

d) Hvordan skal du velge de ytre spenningene a, b og ¢ for a fa x = 1, y = 2,
z =237
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4.6 Linezerkombinasjoner og basiser

Anta at vi har n vektorer aj,as,...,a, i R™. En vektor b € R™ kalles en
lineerkombinasjon av ay, as, ..., a, dersom det finnes tall x1,x2,...,2, € R
slik at

ria1 +x0a9 +---+xpa, =b (4.6.1)

Vi kan tenke pa dette som en ligning der aj,as,...,a, og b er gitt, og der
vi gnsker & finne x1, 9, ..., Ty.

I linezer algebra er det sveert viktig a vite nar en vektor b kan skrives
som en linezerkombinasjon av en utgangsmengde ai,as, ..., a,, og pa hvor
mange mater dette kan gjores. Det viser seg at dette bare er en ny vri pa de
spgrsmalene vi allerede har studert i dette kapitlet. For & se dette skriver vi
vektorene pa komponentform pa fglgende mate:

a1l a2 QA1n
a1 a2 Q2n
a] = . ,ag = . yoe ey Qp =
am1 Am2 Amn
og
b1
by
b = )
bm
Ligning (4.6.1) kan na skrives
aii a12 Q1n b1
asy an? aop bo
1 + x2 +-- 4z, =
am1 Am2 Amn bm

og trekker vi sammen venstresiden, far vi

a1121 + a2z + - - + a1y b1
a21T1 + a22x2 + - - + ATy bo
Am1T1 + amax2 + - + AmnTn bm

Det a finne en linezerkombinasjon av typen (4.6.1) er altsa det samme som
a lgse ligningssystemet

a1171 + a12x2 + -+ apT, = by

9171 + agexo + -+ + agpTy = bo

121 + a2 + -+ GnTn = by
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Eksempel 1: Skriv

1
b= 3
0
som en lineserkombinasjon av
3 7
a; = -1 og as = 1
2 4
Vi ma altsa finne tall 21, xo (hvis mulig!) slik at
3 7 1
1 -1 + 29 1 = 3
2 4 0
Det tilsvarende ligningssystemet er
3r1+ 720 = 1
—r1+x9 = 3
201 +4x0 = 0
med utvidet matrise
3 71
-1 1 3
2 40
Vi radreduserer pa vanlig mate
3 71 -1 1 3 11431 -1 1 3
—1or 3 | o3 R 0 10 10
2 40 2 40 0 6 ©6
w1103 11 3 1 -1 -3
S0 1 1 |TEEYT L g 1 1 DT 0 1
0 1 1 0 0 O 0 0 O
Vi gar tilbake til ligningene
T —T9 = —3
ro =
0 =0
som gir x2 =1 og 1 = —3 + 292 = —2. O

Vi legger merke til at vi hadde litt “flaks” i eksemplet ovenfor i og med
at vi fikk 0 = 0 i den siste ligningen. Det gjenspeiler at en vektor i R3
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vanligvis ikke kan skrives som en linezerkombinasjon av to gitte vektorer —
vi trenger faktisk litt flaks for a fa det til! Vi skal na se nsermere pa nar en
vektor kan skrives som linezerkombinasjoner av andre vektorer — med eller
uten “flaks”.

Setning 4.6.1 Anta at

an a2 a1n b1
a1 a22 a2p bo

al = . b a2 = . 9 a'I’L = . 9 b -
am1 Am?2 Amn bm

er vektorer i R™. For a underspgke om b kan skrives som en lineerkombi-

nasjon av ai,as,...,a,, radreduserer vi matrisen
ail alg ... A1n b1
asy as ... Qa92n, b2
Aml Am2 . Qmn  bm

til en trappematrise C'. Da gjelder

(i) Dersom den siste spylen i C' er en pivotsoyle, er b ikke en lineerkom-
binasjon av aj,as,...,a,.

Dersom den siste spylen i C' ikke er en pivotsgyle, har vi videre:

(ii) Dersom alle de andre spylene i C er pivotsgyler, kan b skrives som en
lineeerkombinasjon av ai,ag, ..., a, pa ngyaktig én mate.

(iii) Dersom minst én av de andre spylene i C ikke er en pivotspyle, kan b

skrives som en lineerkombinasjon av a1, as, ..., a, pa uendelig mange
mater.
Bewis: Dette er bare en omformulering av setning 4.2.4. O

Et viktig spgrsmal er nar alle vektorer b i R™ kan skrives som en li-
nexrkombinasjon av en gitt samling vektorer aj,as,...,a,,. Dette er bare
en omformulering av setning 4.2.6.

Setning 4.6.2 Anta at

ail a12 A1n

a21 a2 aon
ay = . ,ag = . yeeeyAn =

am1 am2 Amn
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er vektorer i R™, og at matrisen

ail a2 ... Aln
a1 as ... a92n,
Aml1 Qm2 ... Amn

kan radreduseres til trappematrisen C. Da kan enhver vektor b i R™ skrives
som en lineerkombinasjon av ay,as,...,a, hvis og bare hvis alle radene 1
C inneholder et pivotelement.

Bevis: Som allerede nevnt er dette bare en omskrivning av setning 4.2.6. O

Anta at vi har en samling vektorer aj, as,...,a, i R™. Med spennet

Sp(ai,az,...,ap)

til ay, as,...,a, mener vi mengden av alle vektorer b € R™ som kan skri-
ves som en linezerkombinasjon av ap,as,...,a,. Setning 4.6.1 forteller oss
hvordan vi kan sjekke om en spesiell vektor b hgrer til Sp(aj,as,...,a,),
mens setning 4.6.2 forteller oss hvordan vi kan sjekke om alle vektorer i R
hgrer til Sp(aj, ag,...,ay). I det siste tilfellet er Sp(aj,ag,...,a,) = R™ og
vi sier at aj,ao,...,a, utspenner hele R™. Setningen ovenfor har en viktig
konsekvens:

Korollar 4.6.3 Dersom aj,as,...,a, utspenner hele R™, er n > m.

Beuvis: La A veere matrisen med aj, ao, ..., a, som sgyler, og radreduser A
til trappematrisen C. Dersom vektorene aj,as,...,a, utspenner hele R™,
ma C ha et pivotelement i hver rad, og det er det bare plass tilomn >m. O

Det er ikke sa vanskelig & fa en viss geometrisk forstaelse av korollaret i
R3: Har du to vektorer a;,as € R3, vil alle lineserkombinasjoner av a; og as
ligge i planet som gar gjennom punktene 0, a; og az. Du trenger en tredje
vektor, som ikke ligger i dette planet, for & kunne skrive enhver vektor i R3
som en lineserkombinasjon.

Linezer uavhengighet

Vi skal veere spesielt interessert i situasjoner der elementene i

Sp(ar,ag,...,ay,)

kan skrives som lineserkombinasjoner av ap, as, ..., a, pa en entydig mate,
dvs. at det for hver b € Sp(aj,ag,...,a,) finnes ngyaktig ett sett av tall
T1,To,...,T, slik at b = z1a; + x0a9 + - - + Tpa,.
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Definisjon 4.6.4 Vi sier at vektorene aj,as,...,a, € R™ er linesert uav-
hengige dersom hver b € Sp(ay,ag, ..., a,) kan skrives som en lineerkombi-
nasjon av ai,as,...,a, pa en entydig mate. Huis vektorene aj,aq,...,a, €
R™ ikke er lineert uavhengige, sier vi at de er linesert avhengige.

Det er ofte nyttig a formulere lineser uavhengighet pa en annen mate:

Setning 4.6.5 Vektorene aj,as,...,a, € R™ er lineert uavhengig hvis og
bare hvis folgende betingelse er oppfylt:

En lineerkombinasjon xia; + xoag + -+ + x,a, av ai,as,...,a, er
bare lik O dersom alle koeffisientene x1,x2, ...,y er lik 0.
Bevis: Anta fgrst at a1, ao, ..., a, er linzert uavhengige. Vi kan opplagt skrive

0 som linezerkombinasjonen
0 =0a; +0as + --- + Oa,

Siden linezerkombinasjoner av linezert uavhengige vektorer er entydige, betyr
dette at hvis

0=z1a1 +t 2000+ ...+ za,
saerxy =0,20=0,...,2, =0.

Anta sa at aj, ag,...,a, ikke er linsert uavhengige. Da ma det finnes en
vektor b som kan skrives som en lineserkombinasjon pa to forskjellige mater:
b =yia; +ypas + - + yna,

b = z1a; + zas + - + zpa,
Trekker vi disse to ligningene fra hverandre, far vi
0= (y1 —z1)a1 + (y2 — z2)as + -+ + (Yo — 2n)an
Velger vi 1 = y1 — 21,X2 = Y2 — 29, ..., Ty = Yn — Zn, Ma minst én av disse
x;-ene veere forskjellig fra 0 (siden de to lineserkombinasjonene ovenfor er
forskjellige), og vi ser dermed at
0=z1a1 + 20020+ ... + zpa,

er oppfylt uten at alle x1,xo,...,x, er lik null . O

Vare gamle resultater kan na brukes til a sjekke om vektorer er linesert
uavhengige:
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Setning 4.6.6 Anta at

ail ai2 ain

a1 a2 a2n
a) = ,a2 = ) yan =

am1 am?2 Gmn

er vektorer i« R™, og at matrisen

aijl a2 ... A1n
a1 as ... a9,
aml Gm2 .- Gmn
kan radreduseres til trappematrisen C. Da er ay,ao, ..., a, lineert uavhen-

gige hvis og bare hvis alle soylene 1 C er pivotsgyler.

Bevis: Fra forrige setning vet vi at aj,as, ..., a, er linesert uavhengige hvis
og bare hvis ligningen

r1a1 + 2080 + - +xa, =0 (4.6.2)
har en entydig lgsning 1 = 2 = ... = x, = 0. Den utvidede matrisen til
denne ligningen er

ailr] aiz2 ... Qin 0
a1 a2 ... Qa2p 0
aAnl Gp2 ... Qpp O

Radreduserer vi denne matrisen til trappeform, vil den siste sgylen fortsatt
besta av nuller, mens resten av matrisen vil veere lik C. Vi ser dermed at
(4.6.2) har en entydig lgsning hvis og bare hvis alle sgylene i C' er pivotsgyler.

O

Eksempel 2: Vi skal undersgke om vektorene

1 2 -3
3 3 3
4 —4 —1

er linesert uavhengige. Fgrst organiserer vi vektorene som en matrise

1 2 -3
3 3 3
A= -1 0 =2

4 -4 -1
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Putter vi denne inn i MATLAB og kjgrer rref, ser vi at den reduserte
trappeformen til A er

1 00
010
0 01
0 00

Siden denne matrisen bare har pivotsgyler, er vektorene vare linesert uav-
hengige. &

Fgr vi gar videre, tar vi med en viktig konsekvens av setningen ovenfor.

Korollar 4.6.7 En lineert uavhengig mengde 1 R™ har m eller ferre ele-
menter.

Bevis: Anta at aj,as,...,a, er vektorer i R™, og la A veere matrisen med
disse vektorene som sgyler. Reduser A til en trappematrise C'. Skal vektore-
ne ai,as,...,a, vere lineert uavhengige, ma C ha et pivotelement i hver
sgyle, og det er det bare plass til hvis n < m. O

Anta na at vi har en samling vektorer ai,as,...,a, som utspenner
Sp(ai,ag,...,ay,). Vektorene aj,ag,...,a, vil vanligvis ikke vaere linesert
uavhengige, og for noen formal er det en stor ulempe. Det neste resultatet
viser at det alltid er mulig a plukke ut noen av vektorene aj,as, ..., a, slik
at vi far en linesert uavhengig mengde som utspenner hele Sp(ap, ag, ..., a,).

Setning 4.6.8 Anta at aj,as,...,a, er en samling ikke-null vektorer i R™.
Da er det mulig a finne en lineert uavhengig delmengde a;,, a;,,...,a; av
ai,as,...,a, skk at

Sp<ai17ai27 cee 7aik) = Sp(a17a27 e 7an>

Beuwis: Vi organiserer forst de opprinnelige vektorene som en matrise

ai a2 - A1n

a1 a2 - a2,
A=

aml Am2 - Omp

og radreduserer denne til vi far en matrise C péa trappeform. Vi fjerner sa de
soylene i C' som ikke er pivotsgyler, og star da igjen med en matrise C’ der
alle sgylene er pivotsgyler. Vi gar tilbake til A og fjerner de samme sgylene
der som vi fjernet i C. Dette gir oss en matrise A’ som inneholder noen av
sgylene i A. Vi ser at vi kan radredusere A’ til C’ ved & bruke de samme
radoperasjonene som reduserte A til C. Dette betyr at A’ er radekvivalent
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med en trappematrise med bare pivotsgyler, og folgelig er spylene i A’ linezert
uavhengige.

For & fullfgre beviset ma vi vise at enhver vektor b som er en lineser-
kombinasjon av sgylene i A, ogsa er en lineserkombinasjon av sgylene i A’.
Hvis vi radreduserer den utvidede matrisen (A4,b) ved & bruke de samme
operasjonene som ovenfor, vet vi fra setning 4.6.1 at den siste sgylen ikke er
en pivotsgyle. Dersom vi isteden radreduserer (A’,b) ved a bruke de sam-
me operasjonene, vil heller ikke na den siste sgylen vaere en pivotsgyle (det
skyldes at vi ikke “mister” noen pivotelementer nar vi bytter ut A med A’).
Ifglge setning 4.6.1 er da b en linezerkombinasjon av sgylene i A’. O

Legg merke til at beviset ovenfor inneholder en metode for hvordan man
finner de linezert uavhengige elementene a; , a;,, ..., a;,; man organiserer de
opprinnelige vektorene som en matrise A, radreduserer denne til trappeform,
og plukker ut de sgylene i A som korresponderer til pivotsgyler i trappefor-
men.

Eksempel 3: La

1 -2 3 4

2 0 2 -1

a] = —1 ,ag = 2 ,a3 = -3 a4 = 0
-1 1 —2 2

0 3 -3 2

Vi skal finne en linesert uavhengig delmengde som utspenner Sp(ay, ag, a3, ay).
Bruker vi MATLAB, far vi

A=[1 -2 3 4
202 -1

-12-30
-11-22
03 -3 2];

>>C=rref (B)

C =
1 0 1 0
0 1 -1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
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Vi ser at den forste, andre og fjerde sgylen er pivotsgyler. Mengden vi er pa
jakt etter er da de tilsvarende sgylene i A, nemlig

1 —2 4

2 0 -1

a; = -1 |,a = 2 |,a4 = 0
-1 1 2

0 3 2

Basiser

Basis er kanskje det viktigste begrepet i lineser algebra. Basiser brukes til
sa mangt, men i dette kapitlet skal vi hovedsakelig benytte dem til & studere
egenverdier og egenvektorer. Fgr vi kommer sa langt, trenger vi en kort
innfgring i noen grunnleggende egenskaper. Vi begynner med definisjonen:

Definisjon 4.6.9 FEn basis for R™ er en lineert uavhengig mengde vektorer
aj,ag,...,a, som utspenner hele R™, dvs. at Sp(ay, ag,...,a,) = R™.

Det er lett & se at enhver basis for R™ ma ha ngyaktig m elementer
korollar 4.6.3 forteller oss nemlig at en mengde som utspenner hele R™ ma
ha minst m elementer, mens korollar 4.6.7 forteller oss at ingen linesert
uavhengig mengde i R™ kan ha flere enn m elementer.

Den enkleste basisen er den som bestar av enhetsvektorene

1 0 0

0 1 0
€] = , €2 = . ) ,€m =

0 0 1

Dette kalles ofte standardbasisen i R™. Det neste resultatet gjor det lett a
finne andre basiser.

Setning 4.6.10 Enhver lineert uavhengig mengde ¢ R™ med m elementer
er en basis.

Bevis: Anta at ag, ag, ..., a,, er linezert uavhengige, la A vaere matrisen med
disse vektorene som sgyler, og la C' veere en trappematrise som fremkommer
nar vi radreduserer A. Siden ap, as, ..., a, er linesert uavhengige, har C et
pivotelement i hver sgyle. Siden C' er kvadratisk, er det bare plass til dette
dersom C har et pivotelement i hver rad, og dermed ma aq, as,...,a,, ut-
spenne hele R™. O

Det neste resultatet gjor det enda lettere a finne basiser — det forteller
oss at enhver linesert uavhengig mengde kan utvides til en basis:
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Setning 4.6.11 Anta at ai,as,...,a, er en lineert uavhengig mengde av
vektorer ©« R™. Da finnes det vektorer apy1, ant2 ,..., am slik at ap, ag,

.., An, Antl, ..., &y er en basis for R™.

Bewvis: La A veere matrisen med aj, ao, ..., a, som sgyler, og radreduser A
til en trappematrise C'. Siden vektorene aj, ao, ..., a, er linezert uavhengige,
er alle sgyler i C pivotsgyler. Det betyr at pivotelementene starter gverst i
venstre hjgrne av matrisen og fortsetter nedover diagonalen inntil de treffer
hgyre kant av matrisen. Utvid C til en kvadratisk matrise C’ ved a skjgte pa
flere sgyler med pivotelementer pa diagonalen. Reverser de radoperasjonene
som forvandlet A til C, og bruk dem til a forvandle C’ til en matrise A’. Da
er A’ en utvidelse av A (det er kommet til nye spyler bakerst), og sgylene i
A’ er linesert uavhengige siden A’ er radekvivalent med en matrise C’ som
bare har pivotsgyler. |

Beviset ovenfor blir lettere a forsta hvis vi gjennomfgrer prosedyren pa
et eksempel:

Eksempel 4: Vi skal utvide mengden

-1 2

-3 1

a]p = 9 ,a2 = 9
1 3

til en basis for R%. Vi begynner med & radredusere matrisen som har a; og
ao som sgyler:

-1 2 -1 2 -1 2

A -3 1 II+(N—3)I 0 =5 111421 0 -5 IV+I
2 =2 2 =2 0 2
1 3 1 3 1 3
-1 2 -1 2 -1 2

V41 0 -5 Hlir%H 0 =5 | 1v4ir 0 -5 | c
0 2 0 0 0 0
0 5 0 5 0 0

Vi har na fatt matrisen pa sa god trappeform som vi trenger (for a fa
skikkelig trappeform bgr vi gjgre om “pivotelementene” —1 og —5 til 1’ere,
men det fgrer bare til dobbeltarbeid i dette tilfellet). Nest skritt er a skjote
pa C slik at vi far en diagonalmatrise med pivotelementer pa diagonalen:

-1 20 0
, | 0 =5 00
=1 0 o010

0 00 1
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Til slutt bruker vi radoperasjonene ovenfor baklengs:

-1 2 00 -1 2 00
' — 0 -5 0 0 vV—II 0 -5 0 O
0 010 0 010
0 0 0 1 0 5 0 1
-1 2 00 -1 2 00
I11-211 0 -5 0 0 V-1 0 -5 0 0
0 2 1 0 0 2 1 0
0 5 0 1 1 3 0 1
-1 2 00 -1 2 00
I1-21 0 =5 0 0 [mgar| =3 1 00 | _ A
2 -2 1 0 2 -2 1 0 o
1 3 0 1 1 3 0 1
Dette viser at
-1 2 0 0
_ -3 _ 1 _ 0 0
a] = ,a2 = -9 a3 = 1 a4 = 0
1 3 0 1
er en basis. &

Bemerkning: Det kan virke pa eksemplet ovenfor som om den siste delen
av prosessen (nemlig a ga tilbake fra C’ til A’) er ungdvendig siden de siste
to sgylene ikke endrer seg. Dette skyldes at vi ikke har noe radombytte blant
operasjonene vare — med en gang et slikt ombytte dukker opp, risikerer vi
a matte gjore endringer i de siste to sgylene. La oss legge til at det er mange
andre metoder man kan bruke for & utvide en linesert uavhengig mengde til
en basis, og at metoden ovenfor slett ikke er den raskeste.

Basiser og linezeravbildninger

Det er ikke sa lett & se pa dette stadiet hvorfor basiser er sa viktige, men
vi skal prgve a antyde det. Den aller viktigste grunnen er at basiser spiller
en sentral rolle nar man skal studere linezeravbildninger. Husk (fra seksjon
2.8) at en linezravbildning fra R™ til R™ er en funksjon T : R" — R™ som
tilfredsstiller kravene:

(i) T(ex) = cT(x) for alle ¢ € R og alle x € R”

(ii) T(x+y)=T(x) + T(y) for alle x,y € R"
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Ifplge setning 2.8.2 medfgrer disse kravene at
T(e1x1 + coxo + -+ + opxg) = a1 T(x1) + 2T (x2) + -+ + T (xx)

for alle c1,ca,...,c; € R og alle x1,x2,...,x; € R,

Anta na at vi,va,...,v, er en basis for R”, og at T : R® — R™ er
en linexravbildning. Anta ogsa at vi kjenner hvordan T virker pa basis-
vektorene vi, vy, ..., vy, la oss si at T(vy) = wy, T(ve) = wa,..., T(v,) =
Wy, Siden vy, vo, ..., Vv, er en basis, kan en hvilket som helst vektor x skrives
som en lineserkombinasjon

X =c1V]+CaVy+ -+ vy
av vi,Va,...,Vy. Bruker vi T pa dette uttrykket, far vi
T(x) = T(c1vi +cava+ -+ cpvp) =

c1T(vy) + 2T (ve) + -+ + ¢, T(vy) = 1wy + caWa + -+ - + ¢, Wy,

Dette betyr at dersom vi vet hvordan T virker pa elementene i en basis, s&
vet vi ogsa hvordan den virker pa alle andre vektorer.

Vi kan snu problemstillingen ovenfor pa hodet. Anta at vi ikke har en
lineseravbildning T, men at vi gnsker a definere er lineszeravbildning T slik
at T(vy) = wy, T(va) = wa,..., T(v,) = w, (dette er en meget vanlig
problemstilling i lineser algebra). Den neste setningen forteller oss at dette
alltid er mulig;:

Setning 4.6.12 Anta at vi,va,...,v, er en basis for R"™, og at w1, wWa
,o .., Wy er vektorer i R™. Da finnes det noyaktig én lineeravbildning T :
R™ — R™ slik at T(vy) = wi, T(va2) = wa,..., T(vy) = wy,.

Bewvis: Argumentet ovenfor viser at det kan veere hgyst én slik lineseravbild-
ning. For a vise at det virkelig finnes en, bruker vi at siden vi,vs,..., v, er
en basis, kan enhver vektor x € R" skrives som en lineserkombinasjon

X =21V] +ZoVy + -+ TV
pa ngyaktig én mate. Vi kan derfor definere en funksjon T : R® — R™ ved
T(x) = z1W1 + z2Wa + - - + 2, Wy,
Siden vi apenbart har T(vy) = wi, T(v2) = wa,..., T(v,) = wy, er det
nok a vise at T er en lineseravbildning, dvs. at den tilfredsstiller betingelsene
(i) og (ii) ovenfor.

For a vise (i), observerer vi at hvis

X =21Vl +Zava + - +2TpVy
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sa, er
CX = cx1V] + cravey + - 4+ cxp vy

Dermed er
T(cx) = cx1wi + cxaWy + - - - + T, Wy,

Pa den annen side er
cT(x) = c(x1wy + xoWa + -+ + T, Wy,) =

= CTIW] + CTx2W2 + - -+ + CTr Wy
Dette viser at T(cx) = ¢T(x), sa betingelse (i) er oppfylt.
For a vise at betingelse (ii) er oppfylt, begynner vi med to vektorer

X =x1V1 +ZTo2Vy + -+ T,V

Y =¥y1Vi +¥y2va+ -+ YpVp

Da er
X+y= ($1V1+132V2—|—-'-+$nvn)—|— (y1V1 +y2v2+"‘+ynvn) =

= (1 +y)vi+ (2 +y2)vo+ ...+ (T + yn)Va
og folgelig

T(x+y)=(z1+y1)w1+ (x2 +y2)Wa+ ... + (Tn, + Yn) Wy,
Pa den annen side er
T(x) = 21W1 + 2oWa + - - - + 2, Wy,

og
T(y) = y1w1 + yaWa + - + YWy,

Det betyr at T(x+y) = T(x)+T(y), og folgelig er betingelse (ii) oppfylt. O

Man kan lure pa hvorfor det er bruk for andre basiser i R™ enn stan-
dardbasisen eq, eo, ..., e,. Svaret er ganske enkelt at i mange eksempler gir
andre basiser enklere regninger og mer informative svar — spesielt gjelder
dette basiser som bestar av egenvektorer for den linezeravbildningen vi stu-
derer. Husk at en egenvektor for en lineseravbildning T er en vektor v # 0
slik at T'(v) = Av for et eller annet tall A (A kalles egenverdien til v). Egen-
vektorer er spesielt nyttige nar vi skal studere gjentatt bruk av avbildningen
T siden T™(v) = A"v.

Anta na at vi har en basis vi,vs,...,v, av egenvektorer for T med
egenverdier A1, A2, ..., A,. Enhver vektor x kan skrives som en lineserkom-
binasjon

X =1C1V1+CVy,...,ChVp
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Bruker vi T" pa dette uttrykket, far vi
T"(x) = A\[V1 + A Agvi + ...+ e vy,

Dersom en av egenverdiene (la oss si A1) er stgrre enn de andre i tallverdi,
vil leddet den tilhgrer dominere over de andre nar n blir stor. Det betyr at
storrelsesordenen til T"(x) vokser som A}, og at fordelingen mellom kom-
ponentene i vektoren T"(x) blir mer og mer som fordelingen mellom kom-
ponentene i vi. Som vi skal se senere, er informasjon av denne typen uhyre
viktige nar man skal studere systemer som utvikler seg med tiden.

Det viser seg at de fleste (men ikke alle!) lineseravbildninger har en basis
av egenvektorer. Senere i dette kapitlet skal vi laere mer om hvordan vi kan
finne egenverdier og egenvektorer.

Oppgaver til seksjon 4.6

. . .. . 1 —4
1. Skriv b som en linezerkombinasjon av a; og as nar a; = ( B ), as = ( 9 )

o (1)

1
2. Skriv b som en lineserkombinasjon av a;, as og az nar a; = 0 |, ay =
-1
1 3 -2
2 |,az=1| —1 og b= 5
1 2 1

3. Avgjor om alle vektorer i R™ (for relevant n) kan skrives som en lineserkombina-
sjon av vektorene:

a) a; = -1 as = 3
1 — 2 y A2 — 4
1 1 1
b) a; = 2 , Ay = 0 , Az = 4
3 -1 7
2 1 —6
c)a;=| -1 |J,aa=| 1 |,a3= 0
3 1 7
7 1 2 5
4. Skri 4 ‘ I Kombinas 1 -7
. Skriv _3 som en linezerkombinasjon av L 3 | 'k
1 2 —4 3
2
_(1) . Bruk gjerne MATLAB som hjelpemiddel.

3
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1 0.75
- . .25 . o 0.3
5. Bruk MATLAB til & skrive 0 som en lineserkombinasjon av 1|
3 2
4 -1
0.1 3 -1
-2 |’ —4 |’ 3
0.25 0.2 2
6. Bruk MATLAB til & sjekke om enhver vektor i R* kan skrives som en lineer-
1 0 2 -1 0
kombinasjon av -2 -3 -7 3 2
3| 4 1 0 1’| -1 )’ 1
2 1 5 2 0

7. Avgjor om vektorene er linesert uavhengige:

2 (1)(1)
v (1) ()
(;

1
c) -2
3
-1
d) , 2
1 -1
—4 2
3 -3
2

e)

)

= O N

8. Finn en linesert uavhengig delmengde:

() (5)6)

1 0 2 2
b) s .2 ). (s | (3
-1 1 0 1

4 ) 3 1

1 3 1 2

C) _3 b 4 ) 2 ) _5

2 0 0 2

9. Avgjer om mengden er en basis for det relevante rommet R™ (i noen av tilfellene
lgnner det seg & tenke for man regner!)

D (1) (5)(1)
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2 4
by | 1], 1
3 2

(1))

~1 2 ~1
d) 31,1 0], 3
) 1 2

10. Utvid mengden av vektorer til en basis for det relevante rommet R™:

1 2
a) 2 |,
-1

1
-1
O )
0

11. I denne oppgaven er v = ( } ), Vo = ( _i >

a) Vis at vi og vy danner en basis for R2.

b)

O~ =N LW

= O = O

b) Skriv e; = ( (1) ) og ey = ( (1) ) som lineserkombinasjoner av vy og vs.

c) Forklar hvorfor det finnes ngyaktig én lineseravbildning T : R? — R? slik at
T(v1) = 2vy og T(va) = —va.

d) Finn matrisen A til lineseravbildningen T (dvs. 2 x 2-matrisen A slik at
T(x) = Ax for alle x € R?)

12. Anta at vi,vs,..., Vv, er en mengde av ikke-null vektorer som star normalt pa
hverandre. Vis at v, va, ..., vk er linesert uavhengige. (Hint: Anta at c;vy +cava+
-+ 4 cpvE = 0 og ta skalarproduktet med v; pa begge sider.)

4.7 Underrom

I denne seksjonen skal vi utvide, generalisere og systematisere teorien fra
forrige seksjon. Resultatene vi skal komme frem til, er sveert viktige i vi-
deregaende lineser algebra, men ved forste mgte kan de virke vanskelige og
uvante. Det kan derfor veere en trgst a vite at med unntak av seksjon 4.12
(som hovedsakelig er for spesielt interesserte), har vi ikke bruk for disse
resultatene i resten av kapitlet.

Det sentrale begrepet i denne seksjonen er “underrom”. Litt kjapt og
upresist kan vi si at underrom er delmengder av R"” som oppfarer seg som
R™ for en m < n. Et enkelt eksempel er mengden av alle vektorer med
formen (x1,x2,...,2Zm,0,...,0) i R™ — denne mengden er apenbart en kopi
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av R™ inni R™. Vi skal se at det faktisk er mange slike kopier av R inni
R™.

Den grunnleggende definisjonen kan virke ganske abstrakt, men som vi
snart skal se, er disse objektene ikke sa merkelige som de kan se ut til ved
forste gyekast.

Definisjon 4.7.1 FEn ikke-tom mengde H av vektorer i R™ kalles et under-
rom av R™ dersom folgende betingelser er oppfylt.

a) Dersomu € H, sa er cua € H for alle tall c € R.

b) Dersomu,v € H, si eru+v € H.

Bemerkning: Visier at H er lukket under addisjon (betingelse b)) og mul-
tiplikasjon med skalar (betingelse a)).

Det minste underrommet til R” er H = {0} (mengden som bare bestar
av nullvektoren 0) og det storste er H = R™. De viktigste eksemplene er de
som ligger mellom disse ytterpunktene. Her er en klasse underrom vi kjenner
fra for:

Eksempel 1: Husk (fra forrige seksjon) at dersom aj, ag,. .., a,, er vektorer
i R™, sa bestar spennet Sp(aj,as,...,a,) av alle lineserkombinasjoner

ciay + coag + - - + cpam,

Vi skal vise at H = Sp(aj,ag,...,a,) er et underrom av R".
For a sjekke at betingelse a) er oppfylt, ma vi vise at dersom u € H og
c€eR,saercu€ H. Siden u € H, er u en lineserkombinasjon

u=cia; +caz+---+cpan

Dermed er
cu = cciay + ccpas + - - - + cepan,

som er en linezerkombinasjon av aj, as,. .., a,, og folgelig er cu € H.
For a sjekke at betingelse b) er oppfylt, ma vi vise at dersom u,v € H,
saer u+v € H. Siden u € H, er u en linezerkombinasjon

u=ca; +cax+---+cpan,
og siden v € H, er v en lineserkombinasjon

v=dja; +dsas +---+dnan
Dermed er

u+v=_(c+di)a;+(coa+da)ag+ -+ (¢ + dn)an
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en lineserkombinasjon av aj, ag,. .., a,,, og folgeliger u+v € H. )

Vi skal snart se at alle underrom av H (unntatt det trivielle underrom-
met {0}) er pa formen Sp(aj, ag,...,a,,) for et passende valg av a, ag,.. .,
a,,. I utgangspunktet kan de imidlertid se ganske annerledes ut:

Eksempel 2: La a € R™. Vi skal vise at
H={xeR"|x-a=0}

er et underrom av R™. H bestar altsa av alle vektorene som star ortogonalt
(normalt) pa a. Dersom a # 0, kalles H det ortogonale komplementet til a
(dersom a =0, er H =R").

For & vise at H er et underrom av R™, ma vi sjekke at betingelse a) og
b) i definisjon 4.12.6 er oppfylt. For a vise at a) er oppfylt antar vi at u € H
og at ¢ € R, og ma vise at cu € H. Siden u € H, er u-a = 0. Dermed er
(cu)-a=c(u-a)=c-0=0, og folgelig er cu € H.

For a vise at b) er oppfylt, antar vi at u,v € H, og ma vise at u+v € H.
Sidenu,v € H,eru-a=0o0gv-a=_0. Dermed er (u+v)-a=u-at+v-a=
04 0=0, og folgeliger u+v e H. &

Vi trenger en liten hjelpesetning fgr vi gar videre:

Lemma 4.7.2 Anta at H er et underrom av R™ og at aj,as,...,a,, € H.
Da er
clar +cas + -+ epay, € H

for alle ci,¢a,...,cm €R

Beuvis: Ifglge punkt a) i definisjon 4.7.1 er ¢1ay, coag, ..., cha, € H. Ifglge
punkt b) er dermed cja; + ceag € H. Bruker vi punkt b) en gang til, ser vi
at cia; + coag + czaz = (c1a; + coaz) + czaz € H. Fortsetter vi pa denne
maten, far vi til slutt at c;a; +coas+- - -+ cpan, € H (bruk gjerne induksjon
til & fore et formelt bevis!) O

Her kommer resultatet vi annonserte tidligere:

Setning 4.7.3 Anta at H # {0} er et underrom av R™. Da finnes det
en lineert uavhengig mengde vektorer ai,as,...,a, € R" slik at H =

Sp(ai,ag,...,an).

Bevis: La m veere det storste antall linesert uavhengige vektorer man kan
finne i H, og la aj,as,...,a, € H vere en maksimal mengde av linesert
uavhengige elementer (vi vet at m < n siden det ikke er mulig & finne mer
enn n linegert uavhengige elementer i hele R™). Fra lemmaet ovenfor vet vi at
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Sp(ai,ag,...,a,) C H, sa alt vi behgver a vise er at enhver b € H faktisk
ligger i Sp(a,ag,...,a,), dvs. at b kan skrives som en lineszerkombinasjon
av aj,ag,...,am.

Dette er ikke sa vanskelig: Siden aj,as,...,a,, er en maksimal linesert
uavhengig mengde, vet vi at aj, ag, ..., an, b er linezert avhengige, og folgelig
finnes det tall c1,co, ..., cy,d som ikke alle er 0, slik at

01a1+62a2+---+cmam+db:0

Vi ser at d ikke kan vaere 0 for da hadde vi hatt en lineser avhengighet
mellom aq,as,...,a,;,,. Men dermed kan vi dele pa d og fa

b= (—d 'c)a; + (=d tex)ag + - + (—d ) anm,

Dette viser at b er en linezerkombinasjon av aj,as, ..., am. O

Vi kan na generalisere basisbegrepet til underrom:

Definisjon 4.7.4 Anta at H er et underrom av R™. En lineert uavhengig
mengde aj,as, ..., ay, slik at H = Sp(aj,as,...,a,) kalles en basis for H.

Setningen ovenfor viser at et underrom alltid har en basis. Den neste
setningen forteller oss at alle basiser for H har like mange elementer.

Setning 4.7.5 Anta H er et underrom av R™. Da har alle basiser for H
like mange elementer.

Bevis: Anta for motsigelse at det finnes to basiser aj, as , ..., a,, og by,
by ,..., by for H med et ulikt antall elementer, la oss si k& > m. Siden
bi,ba,...,bg liggeri H = Sp(ay, ag, ..., a,), kan by, by, ..., by skrives som
lineserkombinasjoner av aj, as, ..., a,,. Det finnes altsa tall ¢;; slik at
b; = cna; +cppas+ -+ cman
by = cg1a1 +c0ar + -+ caman
b = c¢rnal +cgag + -+ ckman
Vektorene
C11 €21 Ck1
€12 €22 C2
C1 = . ,C2 = . yer s Ck =
Clm Cam Ckm
ma veere linesert avhengige siden £ > m. Det finnes altsa tall 1, xo, ...,z

som ikke alle er 0, slik at

x1€1 + xoCa + -+ x)c, =0
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Skriver vi ut dette uttrykket, ser vi at

x1c11 + waco1 + - -+ TpCr1 0
T1C12 + Toco2 + - - + TiCra 0
T1Clm + T2Com + -+ + TpCrm 0

Men dermed er

x1b1 + $2b2 + -+ :L‘kbk =
= zi(cniar + cieag + - - - + cimam)

+xo(co1ar + c22a2 + -+ - + Comam)

+ag(cpiar + cgaas + -+ - + Chmam) =
= (w1011 + maco1 + -+ - + xpCR1)AT +

+(z1c12 + 2022 + - - - + TCR2)A2 +

+(z1C1m + T2Com + -+ F ThChm)Am =
= 0Oa;+0ay+---+0a,, =0

Dette er en selvmotsigelse siden by, bo, ..., b er linezert uavhengige. Eneste
mulige konklusjon er at alle basiser for H har like mange elementer. 0O

Vi vet fra fgr at alle basiser for det n-dimensjonale rommet R™ har
ngyaktig n elementer. Det er derfor naturlig & utvide dimensjonsbegrepet til
underrom pa denne maten:

Definisjon 4.7.6 La H # {0} vere et underrom av R™. Med dimensjonen
til H mener vi antall elementer i en basis for H. Dimensjonen til H betegnes
med dim(H).

Rangen til en matrise

Det er to typer underrom som dukker opp naturlig nar vi studerer en m x n-
matrise A. Sgylerommet til A er underrommet av R utspent av sgylene i
A, men radrommet til A er underrommet av R™ utspent av radene i A. Vi
skal né studere dimensjonen til disse rommene. Det viser seg at vi allerede
har full kontroll over sgylerommet.

Setning 4.7.7 Anta at A er en m X n-matrise. Da er dimensjonen til
soylerommet til A lik antall pivotsgyler i trappeformen til A.
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Bevis: Dette folger fra beviset for setning 4.6.8 (se ogsa teksten rett etter
slutten av beviset). O

For a bestemme dimensjonen til radrommet trenger vi en liten observa-
sjon.

Lemma 4.7.8 Anta at A’ fremkommer nar vi gjor en radoperasjon pa A.
Da har A og A" samme radrom.

Bevis: Det er lett a se at dersom vi bytter om to rader eller ganger en rad
med et tall s # 0, sa endrer ikke radrommest seg. Vi ser derfor pa tilfellet
der A" fremkommer fra A ved at vi bytter ut den i-te raden a; med a; + sa;
der a; er den j-te raden. Anta fgrst at b er i radrommet til A. Da finnes det
tall c1,...,¢i,...,¢j, ..., cp slik at

b:clal+...+ciai+...+cjaj+...—|—cmam
Men da er
b=ca+...+c¢a;+sa;)+...+(¢j—cs)aj+... +cnan

som viser at b er i radrommet til A’. Anta sa omvendt at b ligger i radrommet
til A’, dvs. at

b:d1a1+...+di(ai+saj)+...+djaj+...+dmam
for passende tall dy,...,d,,. Da er
b:d1a1—l—...—l—diai—I—...+(dj+d¢s)aj+...+dmam

som viser at b er i radrommet til A. O

Vi kan na bevise et nyttig teorem — det sier at i en matrise kan vi alltid
finne like mange linesert uavhengige rader som vi kan finne linesert uavhen-
gige sgyler. Vi skal fa bruk for dette resultatet nar vi studerer Lagrange
multiplikatorer i neste kapittel.

Teorem 4.7.9 (Rangteoremet) Dimensjonen til spylerommet til en ma-
trise er lik dimensjonen til radrommet.

Bewis: Vi har allerede sett at dimensjonen til sgylerommet er lik antall pi-
votsgyler (la oss si dette er k), sa vi ma vise at radrommet ogsa har dimensjon
k. La A’ vere den reduserte trappeformen til A. Siden A’ fremkommer fra
A ved en sekvens av radoperasjoner, vet vi fra lemmaet ovenfor at A og A’
har samme radrom, sa alt vi trenger a vise er at radrommet til A’ har di-
mensjon k. Siden det et er k pivotelementer, har A’ bare k ikke-null rader, sa
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det holder a vise at disse er linezert uavhengige. Dette er enkelt.: Siden A’ er
pa redusert trappeform, er pivotelementene de eneste ikke-null elementene
i sin s@yle. Dette betyr at hvis en lineserkombinasjon av “pivotradene” skal
vaere null, ma hver koeffisient vaere null. |

Med rangen til en matrise mener vi dimensjonen til sgylerommet (eller,
om man vil, dimensjonen til radrommet). For a finne rangen, skriver vi
matrisen pa trappeform og teller opp antall pivotelementer. Er matrisen
stor, er dette mye arbeid, og det kan vere lurt 4 fa MATLAB til & gjore
jobben for oss. Har du lastet inn en matrise A, vil kommandoen

>> rank(A)

gi deg rangen til matrisen.

Ortonormale basiser

Standardbasisen eq,es,...,e, i R" er ikke bare en basis, den er ogsa en
ortonormal mengde, dvs. at elementene e; har lengde én og star normalt
pa hverandre. Ortonormale basiser har mange fordeler, og vi skal na vise
at alle underrom har slike basiser. Metoden vi skal bruke til a skaffe oss en
ortonormal basis, kalles Gram-Schmidt-ortogonalisering og er nyttig i mange
sammenhenger.

Setning 4.7.10 Ethvert underrom H # {0} av R™ har en ortonormal basis,
dvs. en basis Wi, Wa, ..., Wy, slik at

0 hvisi#j
WZ'-W]':
1 hvisi=j

Bewvis: La vy, va, ..., vy, veere en basis for H. Vi skal omdanne denne basisen
til en ortonormal basis w1, wa, ..., W,,. Vi gjgr dette trinnvis, og sgrger hele
tiden for at wi,ws,...,wy er en ortonormal mengde som utspenner det
samme underrommet som vi, Vs, ..., Vi.

Prosedyren starter med at vi setter w; = ﬁ Vi normaliserer altsa vy
slik at den far lengde 1. Det er klart at vi; og wy utspenner det samme
underrommet.

Nest skritt i prosedyren er a finne wo. Vi definerer forst en vektor w)
ved

wh = vo — (W1 - Vo)W
Tar vi skalarproduktet med wy pa begge sider, ser vi at

Wi WhH=wi vy — (Wi -va)(wy-wi) =0
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siden wy - wy = |w1\2 = 1. Dette viser at W/Q og w1 er ortogonale. Siden w’2
kan uttrykkes ved hjelp av vo og w1 (og vo kan uttrykkes ved hjelp av w)
og w1), er det lett & se at w; og w), utspenner samme underrom som vi og

vo. Vi avslutter dette trinnet med a sette wy = % for a fa en vektor med
2

lengde én (dette pdelegger ikke de egenskapene vi allerede har sjekket).

Vi beskriver na det generelle skrittet i prosedyren. Anta at vi har greid a
finne en ortonormal mengde w1, wa, . .., Wi som utspenner samme underrom
som Vvi,Vo,...,vg. Vi definerer forst vektoren W;€+1 ved:

WZH = Vi1 — (W1 Vig1)W1 — (W2 - Vi1 )W — - - - — (Wg - Vi1 )Wy, (4.7.1)
Tar vi skalarproduktet med w; (der ¢ < k) pa begge sider, far vi
Wi Wiy = Wi Vil — (Wi Vi) - (Wi - wy) =0

der vi har brukt at wi,wa,..., Wy er ortonormale. Dette betyr at wgy
star normalt pa w1, wo ,..., Wy som allerede star normalt pa hverandre.
Ved hjelp av ligning (4.7.1) er det lett a se at wy, ..., wg, Wy | utspenner
samme mengde som Wi, ..., Wg, Vi1, SO igjen utspenner samme mengde

k+1

. . w o o
som Vi, ..., Vi, V1. Til slutt setter vi wyiq = W] for a fa en vektor
k+1

med lengde 1 (hvordan vet du at [wy_,| ikke er lik 07). Dermed har vi fatt
en ortonormal mengde wi,ws,..., W1 som utspenner samme underrom
SOmM Vi,Vo,...,Vii1.

Fortsetter vi denne prosedyren helt til det ikke er flere v’er igjen, far vi
en ortonormal basis wi,wao, ..., w,, for H. O

Legg merke til at beviset ovenfor inneholder en oppskrift vi kan fglge for
a finne en ortonormal basis. Det er imidlertid ikke morsomt & bruke denne
oppskriften for hand, og heldigvis har MATLAB en kommando som gjgr
arbeidet for oss. Har du lastet inn en matrise A, sa vil kommandoen

>> orth(A)

returnere en ortonormal basis for sgylerommet til A.

En av grunnene til at ortonormale basiser er sa populere, er at det
er sveert enkelt & finne ut hvordan man skriver en vektor som en lineser
kombinasjon av en slik basis.

Setning 4.7.11 Anta at wi, Wo, ..., W, er en ortonormal basis for et under-
rom H av R™. Hvisv € H, sa er

V=cCV]+cave+ -+ CnVm

derc, =v-v
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Bewvis: Siden vi,va,...,v,, er en basis for H, vet vi at det finnes tall

c1,C2,...,Cnm slik at
V=cV]+cova+ -+ CnVvm
Tar vi skalarproduktet med v; pa begge sider og bruker at

{0 hvisi#j
V"Vﬂ_{ 1 hvis i = j

)

farviv-v; =g¢;

Oppgaver til seksjon 4.7

1. Finn en basis for underrommet H nar

a) H = Sp(al7a27a3) der a; = (17 725 1)7 as = (23 7173)7 az = (717 713 72)

b) H:{x€R3|X'j=0} (husk at j = (0,0,1)).
c) H={xeR3|x-a=0}dera=(1,-2,1).

3 -1
d) H er sgylerommet til matrisen A= | 2 0
1 2
3 -1
e) H er radrommet til matrisen A= 2 0
1 2

2. Finn rangen til A nar

3. Bruk MATLAB til a finne rangen til matrisene

11 -2 3 =2 éff:;
A=(3 1 -2 3 1|, B=

2 3 4 -1 1 62 -5

2 3 -1

4. Bruk MATLAB til a finne en ortonormal basis for rommet H utspent av

1

4
3
1
4

3
1
6
2
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5. Vis at v = (?, ?), Vo = (%, —?) er en ortonormal basis for R2. Skriv

v = (3,—1) som en linezerkombinasjon av vy og va.

6. I denne oppgaven er vi i R3.

a) Anta at H er en rett linje gjennom origo. Forklar at H er et underrom av
R3. Hva er dimensjonen til H?

b) Anta at H er et plan gjennom origo. Forklar at H er et underrom av R3. Hva
er dimensjonen til H?

7. Anta at A er en ikke-tom mengde vektorer i R™. Vis at
H={xeR"|x-a=0foralleac A}
er et underrom av R™. H kalles det ortogonale komplementet til A.

8. Anta at Hy og Hs er underrom av R™.

a) Vis at H = Hy N Hy ogsa er et underrom av R™. (Husk at snittet Hy N Hy
bestar av de vektorene som er med i bade H; og Hs.)

b) Vis ved et eksempel at H = H; U Hs ikke alltid er et underrom av R™.
(Husk at unionen Hy U Hs bestar av de vektorene som er med i minst én av
mengdene H; og Hs.)

9. Anta at H er et underrom av R".

a) Vis at dersom vy,vsa,...,V,, er lineert uavhengige vektorer i H, sa kan
V1,Va,..., Vs, utvides til en basis for H (det kan tenkes at denne utvidelsen
er lik vi,vo,...,vp).

b) Anta at K er et annet underrom av R™ slik at K C H. Vis dim(K) <
dim(H).

10. I denne oppgaven er A en m X n-matrise.

a) Vis at
H={xeR"| Ax =0}

er et underrom av R™. H kalles nullrommet eller kjernen til A.

b) Vis at dimensjonen til H er n — k der k er antall pivotsgyler i den reduserte
trappeformen til A. (Hint: Tenk pa hva som skjer nar du lgser ligningssys-
temet Ax = 0 ved trappereduksjon. Du far ogsa behov for & vise at noen
vektorer er linesert uavhengige).

c) Bevis dimensjonsteoremet som sier at i en m X n-matrise er summen av
dimensjonen til sgylerommet og dimensjonen til nullrommet alltid lik n.

11. Anta at Hy og Hs er underrom av R™. Vi lar
H1+H2:{u1+u2|u1 GHl,ug EHQ}

dvs. at Hy + Hy bestar av alle elementene 1 R”™ som kan skrives som en sum av et
element i H; og et element i Hs.

a) Vis at Hy + Hs er et underrom av R"
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12. I denne oppgaven skal vi se pa projeksjoner av vektorer ned pa underrom.
Dersom H er et underrom av R™ og x € R"”, sier vi at y er en projeksjon av x ned
pa H dersom y € H og x —y star normalt pa alle vektorer v € H.

a) Tenk deg (bare i dette punktet) at vi er i R® og at H er et plan gjennom
origo. Lag en tegning av en projeksjon av en vektor x ned pa H.

b) Vis at dersom y og z er to projeksjoner av x ned pa H, sa er y = x, med
andre ord at det finnes hgyst én projeksjon av x ned pa H. (Hint: Siden bade
y og z ligger i H, gjor v =y — z det ogsa. Bruk betingelsene x —y L v og
x —z L v til a utlede at |y —z| =0).

¢) La vy, va,...,V,, vare en ortonormal basis for H. Forklar at denne basisen
kan utvides til en ortonormal basis vi, Vs, ..., Vi, Vint1, . .., Vy, for hele R™.
Dersom

X=cVit+ -+ CmVm +t Cmt1Vm+1 + ...+ -+ vy,

definerer vi
Px)=cvi+- - +cmvm

Vis at P(x) er en projeksjon av x ned pa H.
d) Vis at P(x) = x for alle x € H og at P(P(x)) = x for alle x € R™.

e) Vis at P : R™ — R" er en linezeravbildning.

4.8 Elementaere matriser

Alt vi hittil har gjort i dette kapitlet er basert pa radoperasjoner. I denne
seksjonen skal vi se at det & utfere en radoperasjon, kan tolkes som mul-
tiplikasjon med en spesiell type matrise — en sakalt elementer matrise. 1
utgangspunktet kan dette virke som en ganske pussig og unyttig observa-
sjon, men som vi skal se senere, har den mer sprengkraft enn man skulle tro.
La oss begynne med definisjonen:

Definisjon 4.8.1 En mxm elementaer matrise er en matrise som fremkom-
mer nar vi gjor én radoperasjon pa identitetsmatrisen L, . Enhver elementer
matrise korresponderer altsa til en radoperasjon.

Siden det finnes tre typer radoperasjoner, finnes det ogsa tre typer ele-
mentaere matriser.

(i) Elementeere matriser som fremkommer ved & bytte om to rader i
identitetsmatrisen: Et typisk eksempel er

0 00

OO OO
_ o o o o

0
0
1
0

o O O

0
1
0
0
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der vi har byttet om rad 2 og 4.

(ii) Elementeere matriser der vi har multiplisert en av radene i identitets-
matrisen med et tall forskjellig fra 0: Et typisk eksempel er

10 000
01 00O
00 -3 00
00 010
00 001

der tredje rad er multiplisert med —3.

(iii) Elementzere matriser der vi har lagt et multiplum av en rad til en
av de andre radene: Et typisk eksempel er

0 O
0 -2

OO O O
O O O = O
O =

O = O
_= o O O O

der vi har lagt —2 ganger rad 4 til rad 2.

Den grunnleggende observasjonen om elementaere matriser er denne.

Setning 4.8.2 Anta at E er en elementer m X m-matrise og la A vere
en vilkarlig m x n-matrise. La A’ vere den matrisen vi far ndar vi bruker
radoperasjonen som korresponderer til E pa A. Da er A’ = EA.

Beuvis: Det er lettest a sjekke dette selv ved & se hva som skjer nar vi ganger
en matrise med de forskjellige typene elementsere matriser. O

Den neste setningen er helt essensiell for & utnytte elementsere matriser.

Setning 4.8.3 Enhver elementer matrise er inverterbar, og den inverse er
ogsa en elementer matrise.

Bevis: Vi har allerede observert (se seksjon 4.2) at enhver radoperasjon kan
“reverseres”, det vil si at det finnes en annen radoperasjon som fgrer matri-
sen tilbake til utgangspunktet. Det er lett & sjekke at de korresponderende
elementzermatrisene er inverse. Vi sjekker dette for det vanskeligste tilfellet
som er elmentsermatriser av type (iii) ovenfor:

Anta at F er elementaermatrisen som tilsvarer a addere s ganger rad
j til rad 7. Den inverse matrisen E’ er da den som tilsvarer a addere —s
ganger rad j til rad 4. Det er lett a sjekke at E'E = I,,: Sammenlignet med
identitetsmatrisen har FE en komponent s “for mye” i posisjon (i, ), og E’
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fjerner denne ved a addere —s i komponent (i, 7). a
Vi har na kommet frem til det fgrste hovedresultatet vart.

Setning 4.8.4 Enhver m X n-matrise A kan skrives som et produkt
A=FE>...ExB

der E1,FEs, ..., E, er elementere matriser og B er den reduserte trappe-
formen til A. Dersom A er en inverterbar, kvadratisk matrise, kan A altsa
skrives som et produkt A = E1Es> ... Ey, av elementere matriser.

Bewvis: Vi vet at A kan omdannes til B ved hjelp av en sekvens av radopera-
sjoner. Hvis F, F», ..., Fy er de korresponderende elementaermatrisene, vet
vi fra setning 4.8.2 at

B=F;,... [Z)F A

Ganger vi denne ligningen fra venstre med Fle{l x -F,;l, far vi
FI'Fyt - F'B=A

Setter vi By = Fl_l,Eg = FZ_I, o By = Fk_l, vet vi fra setningen ovenfor
at Fq, Es, ..., E; er elementaere matriser. Dermed er

E\Ey...ExkB=A

som er formelen i setningen. Dersom A er en inverterbar, kvadratisk matrise,
er B =1, og vi far

A=E\Ey...El, = F1Fy... Ey

|

Bemerkning: Legg merke til at de elementaere matrisene i setningen oven-
for er de inverse til dem som omdanner A til redusert trappeform, og at de
kommer i omvendt rekkefglge.

Vi skal ogsa se raskt pa sammenhengen mellom elementaere matriser og
transponering. Husk at den transponerte matrisen A7 til A er den matrisen
vi far nar vi bytter om rader og sgyler

ail a1 ... Qi
a2 a2 ... am2

AT =

aln a2n ... Qmn
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Setning 4.8.5 Den transponerte ET til en elementar matrise E er selv en
elementer matrise. Dersom E korresponderer til a bytte om to rader eller
til @ gange en rad med et tall s, si er E = ET. Dersom E korresponderer
til ¢ addere s ganger linje j til linje i, sd korresponderer ET til 4 addere s
ganger linge i til linje j.

Beuwis: Dette er greit & sjekke selv. O

Kombinert med neste resultat vil setningen ovenfor komme til nytte nar
vi i neste seksjon skal regne ut determinanten til den transponerte matrisen.

Setning 4.8.6 Antaat A= FE1F>...ExB der By, Es, ..., Ey er elementere
matriser og B er pa redusert trappeform. Da er

AT = BTE! .. ETET
Bevis: Det folger fra setning 1.5.2(v) at den transponerte til et produkt er

produktet av de transponerte i omvendt rekkefplge, dvs. (A1 Ao ... Ap)T =
AT .. AT AT Setningen folger umiddelbart fra dette. O

Oppgaver til seksjon 4.8

1. Vis at matrisene er elementeaere:

0 1 1 _3 01 0 1 0 0 4 0 0
a)<10>b)<0 1)0) 1004l 0 1 0 ]ef 0 1 0
00 1 0 3 1 00 1
2. Skriv _} ? ) som et produkt av elementaere matriser.
1 2 1
3. Skriv —1 —2 3 | som et produkt av elementsere matriser.
0 10

4. Gjennomfgr beviset for setning 4.8.2.
5. Gjennomfgr resten av beviset for setning 4.8.3.

6. Gjennomfgr beviset for setning 4.8.5.

4.9 Determinanter

I seksjon 1.8 studerte vi 2 x 2- og 3 X 3-determinanter, og vi kikket sa vidt pa
hvordan man kan definere determinanten til 4 x 4- og 5 x 5-matriser. I denne
seksjonen skal vi se pa teorien for generelle n x n-determinanter. Definisjonen
fglger det samme mgnsteret som tidligere — hvis vi allerede vet hvordan vi
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regner ut (n — 1) X (n — 1)-determinanter, definerer vi n x n-determinanter
ved hjelp av denne formelen:

ailp a2 - A1n a2 Aa23 ... 0Aa2p
a1 G2 - (2n az2 @33 ... 0a3n
. = a1 . . N

Gn1 Aan2 --° dpn an2 A4An3 ... dpn
a21 @23 ... QAa2n az; a2 ... AaA2n-—1
a3y assz ... Qa3n asy as2 ... AaAsn-—1
—ai2 . . A D) g, .
Gn1 Aanp3 ... dnnp anl A4np2 ... dnpn-—1

Vi ser hvordan mgnsteret er: Hvert element i den fgrste raden ganges med
den (n — 1) x (n — 1)-determinanten vi far nar vi stryker raden og sgylen
gjennom elementet. Alle leddene legges sa sammen med alternerende (skif-
tende) fortegn.

Eksempel 1: Vi skal starte utregningen av 5 x 5-determinanten

2 3 -4 5 1
1 0 3 4 -1
-2 1 1 0 -2
2 =2 1 3 1
o o0 21 3

(det blir for mye kjedelig arbeid a gjennomfgre hele beregningen!) Ifglge
definisjonen ovenfor er

1

2.3 —45 0 3 4 —1 1 3 4 —1
1 0 3 4 -1
110 -2 92 1 0 -2
9 1 10 -2|=2 _3 +
> 9 13 21 3 1 2 13 1
o o1 s 021 3 021 3
1 04 -1 1 3 1 1 3 4
9 10 -2 9 11 -2 2 110
D, 903 1|78 9 91 1|t 9 91 3
0 01 0 02 3 0 0 2 1

Na fortsetter du pa samme mate med hver av 4 x 4-determinantene osv. O

Eksemplet ovenfor viser at definisjonen er ubrukelig til & regne ut verdien
til store determinanter. Det er heller ikke sa lett a se de teoretiske egenska-
pene til determinanter direkte fra definisjonen. Vi skal derfor bruke litt tid
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pa a beskrive determinanter pa andre mater.

Bemerkning: Determinanter er definert induktivt ved at vi definerer deter-
minanter av en viss stgrrelse ved hjelp av determinanter én stgrrelse mindre.
Dette medfgrer at induksjonsbevis er en naturlig bevismetode nar man skal
vise egenskaper ved determinanter. Er du uvant med induksjonsbevis (eller
synes bevisene nedenfor er vanskelige a forsta), kan det veere lurt a ta en
kikk pa seksjon 1.2 i Kalkulus.

Vi skal forst se pa noen tilfeller der determinanten er spesielt enkel a
regne ut.

Lemma 4.9.1 Anta at A er en kvadratisk matrise der enten en rad eller
en soyle bare bestar av nuller. Da er det(A) = 0.

Bewis: Vi ser pa tilfellet der en sgyle er null — beviset for det andre tilfellet
ligner, men er litt lettere.

Vi skal vise resultatet for n x n-matriser ved induksjon pa n. Det er lett
a sjekke at en 2 x 2-determinant er null dersom en av sgylene er null. Anta
at resultatet holder for n x n-matriser, og at A er en (n+1) x (n+ 1)-matrise
der j-te sgyle er 0. Ifglge definisjonen er

all . alj e a17n+1
a1 e a2j e a2 n+1
det(4) = ] . ) =
ap+11 -+ Gp4lj .- Opiln+l
a2 e agj e a2 n+1
aso e as; e a3 n+1
= a .
an+1’2 e an+1,j e an+17n+1
as1 a9 c. a2 n+1
. agi a32 s a3n+1
+1 ’
+ (1) ay :
Gn+1,1 An+1,2 --- OAnitln+l
a1 a2 ce a9n,
asl aso e a3n,

+ (_1)n+2a1,n+1

an+1,1 An+12 .- Aniln
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I dette uttrykket er leddet

a1 a2 S a2 n+1
. aszi as2 <o A3n+1
+1 ’
(=1)"" ay;
an+1,1 An+12 .- An4ln+l

null fordi a1; = 0. De andre leddene er null fordi determinanten inneholder
en rad som bare bestar av nuller, og induksjonshypotesen forteller oss at en
slik n x n-determinant er null. O

De neste matrisene vi skal beregne determinanten til, er trianguleere ma-
triser. Vi kaller en kvadratisk matrise gvre trianguler dersom alle elemen-
tene under diagonalen er null, og vi kaller den nedre trianguler dersom alle
elementer over diagonalen er null. Matrisen A nedenfor er gvre trianguleer,
mens B er nedre trianguleer:

21 06 3000
0 3 -1 2 1000
A= 00 00 B= -3 4 6 0
00 04 01 3 4

Legg merke til at alle trappematriser er gvre triangulaere.

Lemma 4.9.2 Dersom matrisen A er gvre eller nedre trianguler, er deter-
minanten til A lik produktet av elementene pa diagonalen til A.

Bewis: Vi skal bare vise resultatet for gvre triangulsere matriser — beviset
for nedre triangulsere matriser gar pa samme mate, men er lettere. Ogsa i
dette tilfellet gar beviset ved induksjon pa stgrrelsen til A. Er A en gvre

g 2 ), ser vi at det(A) = ad — 0b = ad, sa

resultatet stemmer for 2 x 2-matriser.
Anta na at resultatet stemmer for gvre triangulsere n x n-matriser, og la

trianguleer 2 X 2-matrise A = <

alp a2 ... a1,n+1
0 a2 ... a2 n+1
A= .
0 0 ceo An4lnt1

vaere en gvre trianguleer (n 4+ 1) x (n + 1)-matrise. Vi har

age 23 ... A2p+41 0 a3 ... agpt1

0 aszs ... a3 n+1 0 ass ... a3 n+1
det(A) = a1 | . . . —ai2 .

0 O e (ln+17n+]_ 0 0 e an+17n+1
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0 a2 ... az, age 23 ...  A2p41
0 0 as 0 ass as 1
9 ce n Ce n+
A+ (=D)"ay g | . . | =an )
0 O e 0 0 O e an+17n+1

der vi har brukt det forrige lemmaet til a kvitte oss med de determinantene
som har en sgyle med bare nuller. Ifglge induksjonshypotesen er

aga G23 ...  A2p+l
0 asz ... agpt1
) = (22033 " * Gp+1n+1
0 0 ceo On41n+1
og dermed far vi det(A) = a11a22 -+ - Gnt1nt1- O

Determinanter og radoperasjoner

Vi er na klare til a starte et litt stgrre prosjekt — vi skal undersgke hva
som skjer med determinanten til en matrise nar vi utfgrer en radoperasjon.
Dette vil gi oss en mer effektiv mate a regne ut determinanter pa, og det
vil ogsa gi oss en bedre forstaelse av hva determinanter er. Inspirasjon til
arbeidet finner vi i setningene 1.8.3 og 1.8.5 som forteller oss hva som skjer
med 2 X 2- og 3 x 3-determinanter nar vi bruker radoperasjoner. Malet er
a vise tilsvarende resultater for generelle determinanter. Dette krever en del
arbeid (og talmodighet!)
Vi starter med den enkleste radoperasjonen.

Lemma 4.9.3 Anta at B er den matrisen vi far nar vi ganger den i-te
raden i A med tallet s. Da er det(B) = sdet(A).

Bevis: Igjen bruker vi induksjon pa stgrrelsen til matrisen A. Hvis A er en
2 x 2-determinant, er pastanden lett a sjekke (vi kjenner den dessuten fra
setning 1.8.3). Anta na at setningen holder for n x n-matriser, og at A er
en (n+ 1) x (n+ 1)-matrise. Anta forst at B er den matrisen vi far nar vi
ganger den fgrste raden i A med s. Da er

Sail Sa19 e SA1,n+1
det(B) _ a‘21 a.21 N a2’7+1 _
an—;—l,l an-‘;—l,2 an-l—l‘,n—&—l
a9 ao3 e a2 n+1
aso ass cen a3 n+1

= san . . . -

n+1,2 An+1,3  --- Ani4ln+l
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asl as3 a2 n41
as ass asn+1
—sai2 .
Gn4+1,1 On+1,3 an+1,n+1
a21 a2 a2n
asi asz2 a3n
2
+ (=1)""sa1 41 = sdet(A)
n+1,1 An+1,2 an+1,n

der vi har brukt at hvert ledd i uttrykket for det(B) har en ekstra s sam-

menlignet med uttrykket for det(A).
La oss na anta at det er en rad ¢ > 1 som ganges med s. Da er

a1l a2
det(B) =| saj sa;9
an+1,1 An+1,2
a2 a23
= ai SG32 Sa43
n+1,2 An+1,3
a21 a23
—aiz2| Sai 5ai3
an+1,1 an+1,3
a21
n+2
A (=D)" a1 n41 | sain
Gn41,1
a2 az3
= Saii @32 ai3
Gn+1,2 An+1,3

a1,n+1
SAin+1

Qn4-1,n+

az n+1
SUin+1

Gn4+1,n+1

a2 n+1

1

SAip41 |+

an—i—l,n—i—l

a22
S

an+1,2

a2 n+1
Qi n+1

An+1,n+1

An+1,n

a2n

79
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a1 a23 ce a2 n+1
—5a12 a1 a;3 s Gipdl + -
n+1,1 Op+13 --- Ont+lntl
a1 aze ... a2q
st (—1)”+2sa17n+1 a1 a;o .. Qin, =S8 det(A)
Gn+1,1 An+12 --- Antln

der vi har brukt induksjonshypotesen til a trekke s utenfor nxn-matrisene. O

Vi skal na se pa hva som skjer nar vi bytter om to rader. Dette er litt
komplisert, men ngkkelen ligger i fgrst a vise hva som skjer nar vi bytter om
de to gverste radene.

Lemma 4.9.4 Anta at B er den matrisen vi far nar vi bytter om de to
overste radene i A. Da er det(A) = —det(B).

Bevis: Vi tenker oss A er en n X n-matrise og at vi gjennomfgrer de to
forste skrittene i utregningen av det(A) — forst uttrykker vi det(A) ved
hjelp av (n — 1) X (n — 1)-matriser, og sa uttrykker vi hver av disse igjen
ved hjelp av (n — 2) x (n — 2)-matriser. De (n — 2) x (n — 2)-matrisene
vi na har, er fremkommet ved at vi har fjernet de to gverste radene i A
samt to av sgylene. Dersom i < j, lar vi A;; vaere den (n — 2) x (n — 2)-
determinanten vi far nar vi fjerner den i-te og den j-te sgylen i tillegg til
de to fgrste radene. I utregningene vare oppstar denne determinanten pa
to mater: Vi kan enten fjerne den i-te sgylen i fgrste omgang og den j-te
sgylen i andre, eller omvendt. I det forste tilfellet far vi en faktor (—1)"*lay;
i forste omgang og en faktor (—1)7as; i andre omgang (observer at siden
i < j, har ag; na rykket frem til (j — 1)-te sgyle, og fortegnsfaktoren blir
derfor (—1)7 og ikke (—1)7*! som man kanskje ville vente). Totalt gir dette
en faktor (—1)1"*1ay;a05. I det andre tilfellet far vi en faktor (—1)7*1ay; i
forste omgang og en faktor (—1)"lay; i andre omgang. Totalt gir dette en
faktor (—1)""72ay as;. Alt i alt har vi dermed et bidrag til det(A) pa

(=) (ayia9; — arjas;) Aij (4.9.1)

Dersom vi gjgr tilsvarende beregninger for B, far vi samme svar bortsett
fra at elementene i fgrste og annen rad har byttet plass. Dette gir et bidrag
pa

(=)' (agia1; — asjar;) Aij (4.9.2)
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Disse uttrykkene er motsatt like store, og dermed ser vi at det(B) = — det(A).
d

La oss utvide resultatet til alle naborader:

Lemma 4.9.5 Anta at B er en matrise som fremkommer ved at vi bytter
om to naborader i A. Da er det(B) = —det(A).

Bevis: Det er lett a se at resultatet holder for 2 x 2-matriser, og vi bruker
induksjon til & vise det generelt. Vi antar at A er en (n + 1) x (n + 1)-
matrise, og at resultatet holder for n x n-matriser. Dersom vi bytter om de
to fgrste radene, fglger resultatet fra foregaende lemma. Dersom vi bytter
om to andre rader, fglger resultatet fra induksjonshypotesen. Vi har nemlig

ail ai2 co a1,n+1
det(A) _ CL.21 CL'22 PN a2,7'l+1 _
Gn+1,1 An+1,2  --- Oniln+l
a22 a23 cee a2 n+1
as2 a33 S a3n+1
= an .
an41,2 On41,3 --- Anilntl
a1 a22 cee a2 n+1
. <_1)j+1alj afn a32 cee a3,7‘1+1
an+1,1 Gn+1,2  --- Antlntl
asy a9 e aon
4 (_1>n+2a17n+1 asy asn PN asn
n+1,1 Op+12 .-+ OGptln

Nar vi bytter om de to radene i det(A), bytter vi ogsa om to rader i hver av
de mindre determinantene. Ifglge induksjonshypotesen bytter de da fortegn,
og dermed bytter det(A) fortegn. |

Til slutt utvider vi resultatet til alle rader.

Lemma 4.9.6 Dersom B fremkommer ved at vi bytter om to rader i A, sa
er det(B) = —det(A4).
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Beuvis: Vi kan bytte om to vilkarlige rader ved systematisk ombytte av nabo-
rader: Anta at vi skal bytte om rad ¢ og rad ¢ + k. Vi bytter forst om rad
i+ k med rad ¢ 4+ k — 1, deretter bytter vi den med rad i + k — 2 osv. Etter
k slike bytter, har raden flyttet seg til i-te posisjon, og den opprinnelige rad
i er skjgvet ned til (i 4+ 1)-te posisjon. Vi bytter na denne raden nedover til
den er i (i + k)-te posisjon — dette tar k£ — 1 nabobytter. Na er vi fremme
ved matrisen B og har foretatt 2k — 1 ombytter av naborader. Det betyr
at determinanten har byttet fortegn et odde antall ganger, og felgelig er
det(B) = —det(A). O

Fgr vi gar videre, tar vi med oss en nyttig konsekvens av resultatet
ovenfor.

Korollar 4.9.7 Dersom to av radene i A er like, er det(A) = 0.

Bevis: Dersom vi bytter om de to like radene, vil determinanten ifglge lem-
maet ovenfor bytte fortegn. Men determinanten har jo ikke endret seg siden
radene vi byttet om var like. Den eneste Igsningen pa dette tilsynelatende
paradokset, er at det(A) = 0. O

Vi er na fremme ved den siste typen radoperasjon — de hvor vi adderer
et multiplum av en rad til en annen.

Lemma 4.9.8 Anta at B fremkommer fra A ved at vi adderer et multiplum
av en av radene i A til en av de andre radene. Da er det(B) = det(A).

Bevis: Igjen gar beviset ved induksjon pa sterrelsen til matrisen. For 2 x 2-
matriser vet vi fra setning 1.8.3 at resultatet holder. Vi antar at resultatet
holder for n x n-matriser, og at A er en (n+ 1) x (n+ 1)-matrise. Anta forst
at vi adderer s ganger rad j til rad ¢ der ¢ > 1. Da er

at ai2 cee a1n+1
det(B) = | a;1 —|— sa,jl a;o —|— Sajg Qi n+1 —|— saj,nﬂ =
Qn+1,1 An41,2 cee An+1,n+1
a9y as3 AN a2 n+1
= ail| a2 + Saj2 43 + sa;3 Qi n+1 + SAjn+1 | —

(n+41,2 (n+41,3 .- An+1,n+1
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a21

—aj2 | a;1 + saj1

an+1,1

c+ (_1)n+2a1,n+1

a23
a;3 + 8a;3

an+1,3

as1
ai1 + saj1

an+1,1

a2 n+1

Ajnt1 + SAjni1 |+

an+1,n+1

a2
a2 + Sa;2

Qn+41,2

a2n
a3n + S4jn

An+1,n
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Siden resultatet gjelder for n x m-matriser, vet vi at disse determinantene

ikke endrer seg om vi fjerner “s”-leddene. Folgelig er det(B) = det(A).

La oss na se pa det gjenstaende tilfellet der vi adderer s ganger rad j til
den forste raden. Da har vi:

a1l + saj1 a2 + sajo A1n+1 + SAjn+1
asl a2 a2 n+1
det(B) =
Gn+41,1 an+1,2 Gn+1,n+1
a2 a23 a2 n+1
a3z2 ass a3 n+1
= (a11 + sa;1) : -
Gp+1,2 OGn41,3 An4+1,n+1
az1 az3 a2 n+1
a3 as3 a3,n+1
—(a12 + Sajg) .
Gp+1,1 Gp41,3 On+1,n+1
a1 a2 az2n
asy as2 a3n
n—+2
4+ (=" (a1,n41 + $@jn41)
an+1,1 An+1,2 Un+1,n

Ganger vi ut parentesene og samler ledd med og uten s hver for seg, ser vi at
det(B) = det(A)+ sdet(A) der A er den matrisen vi far nar vi erstatter den
forste raden med den j-te (hvis du ikke ser dette direkte, sa skriv opp det

forste trinnet i utregningen av det(A) og det(A)). Ifplge korollaret ovenfor

er det(A) = 0 siden to av radene er like. Folgelig er det(B) = det(A) ogsa i
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dette tilfellet. O

Vi har na nadd vart mal og kan oppsummere hva som skjer med deter-
minanten til en matrise nar vi bruker en radoperasjon.

Teorem 4.9.9 Anta at A er en kvadratisk matrise. Da gjelder:

(i) Hvis A er pa trappeform, er determinanten lik produktet av diagonal-
elementene.

(ii) Bytter vi om to rader, bytter determinanten fortegn (men beholder sin
tallverds).

(iii) Ganger vi en rad med et tall s, endres determinanten med en faktor s.

(iv) Adderer vi et multiplum av en rad til en annen rad, endres ikke deter-
minanten

Bewvis: Dette er bare en oppsummering av lemmaene 4.9.2, 4.9.3, 4.9.6 og
4.9.8. O

Resultatet ovenfor gir oss en effektiv metode for & regne ut determi-
nanter. Selv om effektiviteten fgrst viser seg for alvor pa stgrre matriser,

illustrerer vi metoden i 3 x 3-tilfellet.

Eksempel 2: Vi skal regne ut determinanten til matrisen

3 3 -1
A= 1 0 -1
2 2 2

Vi radreduserer A mens vi holder styr pa hvilke operasjoner vi bruker:

IT4+(=3)I 1o - I114+(=2)T 10 -l
Al O o 3 2 AT 0 3 9
2 2 2 0 2 4
1 0 — 1 0 -1
%i] 0 1 % HIT+(=2)11 0 1 % _ B
02 1 0o ¢

Matrisen B er gvre trianguleer, og determinanten er produktet av diago-
nalelementene: det(B) = 1-1-% = 5. Vi kan na regne oss bakover til
determinanten til A ved a bruke teoremet ovenfor — hver ganger vi bytter
om to rader, bytter vi fortegn pa determinanten, og hver gang vi ganger
en rad med en faktor s, endrer determinanten seg med en faktor s. Den
vanligste operasjonen (a addere et multiplum av en rad til en annen) endrer
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ikke determinanten i det hele tatt. I prosessen ovenfor er det to operasjoner
som endrer determinanten — ett radombytte og en multiplikasjon med %
Det betyr at det(B) = (—1)- % -det(A) (husk pa at det er det(A) som endres
til det(B)). Dermed har vi

det(4) = (~1) -3 det(B) = (=1)-3- 5 = =8

&

Prosedyren i eksemplet ovenfor kan brukes pa alle kvadratiske matriser
— vil vi regne ut determinanten til A, radreduserer vi A til en trappematrise
B, og regner ut determinanten til B ved a gange sammen diagonalelemen-
tene. Deretter finner vi det(A) ved formelen

det(A) = sy syt s ! det(B)

der s1,89,...,8 er faktorene til de radoperasjonene vi brukte nar vi re-
duserte A til B. Det burde vare klart hva vi mener med faktoren til en
radoperasjonen — faktoren til et radombytte er —1, faktoren til det & gange
en rad med s # 0 er s, mens faktoren til det a addere et multiplum av én
rad til en annen, er 1.

Prosedyren ovenfor har ogsa viktige teoretiske konsekvenser slik det neste
teoremet viser. Vi benytter anledningen til ogsa a oppsummere noen tidligere
resultater:

Teorem 4.9.10 For n X n-matriser A er folgende ekvivalent:
(i) det(A) #0
(i) A er inverterbar
(iii) Matriseligningen Ax = b har en entydig lpsning for alle b
(iv) Soylene i A er lineert uavhengige
(v) A er radekvivalent med I,

Bevis: Vi vet allerede at (ii), (iii) og (iv) er ekvivalente med (v), sa det
gjenstar bare a vise at (i) er ekvivalent med (v). Anta at B er den reduserte
trappeformen til A og la s1, so, ..., sk veere faktorene til de radoperasjonene
vi bruker nar vi reduserer A til B. Da er

det(A) = sy syt - -3;1 det(B)

og folgelig er det(A) # 0 hvis og bare hvis det(B) # 0. En matrise B
pa redusert trappeform er gvre trianguleer, og determinanten er derfor lik
produktet av diagonalelementene. Det betyr at determinanten er forskjellig
fra null hvis og bare hvis alle pivotelementene star pa diagonalen, dvs. nar
B=1,. |
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Determinanten til et produkt

Vi skal na se hvordan vi kan bruke elementsere matriser til & bevise noen
viktige setninger om determinanter. Siden en elementaer matrise fremkom-
mer ved & gjore en enkelt radoperasjon pa identitetsmatrisen, er det lett a
regne ut determinanten.

Lemma 4.9.11 Anta at E er en elementer n X n-matrise. Da er determi-
nanten til E lik faktoren til den tilhorende radoperasjonen. Svarer E til a
bytte om to rader, er altsa det(E) = —1, svarer E til a gange en rad med s,
er det(E) = s, og svarer E til a addere et multiplum av en rad til en annen,
er det(F) = 1.

Bewis: Dette folger direkte fra Teorem 4.9.9 siden en elementser matrise
fremkommer fra identitetsmatrisen nar vi bruker den korresponderende rad-
operasjonen. O

Det neste lemmaet er ogsé en omformulering av tidligere resultater.

Lemma 4.9.12 Anta C = EB der E er en elementer matrise. Da er
det(C) = det(E) det(B).

Bevis: Vi vet fra Setning 4.8.2 at C er den matrisen som fremkommer
nar vi bruker radoperasjonen til E pa B. Fra Teorem 4.9.9 vet vi at da
er det(C) = sdet(B), der s er faktoren til denne radoperasjonen. Ifglge
foregaende lemma er s = det(F), og dermed far vi det(C) = det(E) det(B).

O

Konklusjonen i lemmaet ovenfor kan skrives slik: det(EB) = det(E) det(B).
Malet vart er a utvide denne formelen til alle matriser A slik at vi generelt
far det(AB) = det(A)det(B). For vi gar lgs pa den generelle formelen,
trenger vi litt informasjon om hva som skjer nar en av matrisene A, B har
determinant lik 0.

Lemma 4.9.13 Anta at A og B er to nxn-matriser. Da er produktmatrisen
C = AB inverterbar hvis og bare hvis bade A og B er inverterbare.

Bevis: Dersom bade A og B er inverterbare, vet vi fra setning 1.7.4 at C
er inverterbar med C~! = B~ A1, Det gjenstar dermed & vise at dersom
enten A eller B ikke er inverterbar, sa er heller ikke C inverterbar.

Anta forst at B ikke er inverterbar. Den reduserte trappeformen til B
mangler da pivotelement i (minst) en sgyle, og ligningen Bx = 0 har folgelig
en lgsning x # 0. Dermed er Cx = (AB)x = A(Bx) = A0 = 0. Dersom C
var inverterbar, ville ligningen Cx = 0 bare hatt én Igsning x = 0, sa dette
betyr at C' ikke er inverterbar.



4.9. DETERMINANTER 87

Anta sa at A ikke er inverterbar. Da ma den reduserte trappeformen
mangle pivotelement i en rad, sa det finnes en vektor b slik at ligningen
Ax = b ikke har lgsning. Dermed kan heller ikke ligningen C'y = b ha en
lgsning, for hvis y var en lgsning av denne ligningen, ville x = By veere en
lpsning av Ax = b. Vi har nemlig

Ax = A(By)=(AB)y=Cy=b
Dette betyr at ligningen C'y = b ikke har lgsning, og felgelig er C' ikke in-

verterbar. O

Resultatet ovenfor forteller oss at formelen det(AB) = det(A) det(B)
holder dersom en av matrisene A, B er singuleer (dvs. ikke inverterbar) —
i sa fall er en av faktorene pa hgyresiden lik null, og det samme er det(AB)
ifplge lemmaet. Vi kan derfor konsentrere oss om a vise formelen det(AB) =
det(A) det(B) nar A og B er inverterbare.

Setning 4.9.14 For alle n X n-matriser A, B er
det(AB) = det(A) det(B)

Beuvis: Vi vet allerede at formelen stemmer nar A eller B er singulser, sa vi
kan anta at bade A og B er inverterbare. Ifglge setning 4.8.4 er da bade A
og B produkter av elementzere matriser

A:ElEgEm og B:FlFQFk
Ved gjentatt bruk av lemma 4.9.12, ser vi at
det(A) = det(Ey) det(E2) - - - det(Ey,)

" det(B) = det(F) det(Fy) - - - det(Fy)

Siden AB = E1FEs--- B, F1Fy - - - F}, far vi pa tilsvarende mate
det(AB) = det(FE7) det(FEs) - - - det(E,,) det(Fy) det(Fs) - - - det(Fy)
og folgelig er det(AB) = det(A) det(B). O

Bemerkning: Dersom vi tenker pa determinanten som en forstgrrelses-
faktor (se seksjon 2.9), er resultatet ovenfor som forventet — forstgrrer
vi forst med en faktor det(B) og sa med en faktor det(A), bgr den sam-
lede forstgrrelsesfaktoren det(AB) veere lik produktet det(A)det(B). Vaer
forgvrig oppmerksom pa at det ikke finnes noen enkel metode for & regne ut
determinanten til en sum.

Setningen ovenfor har mange nyttige konsekvenser:
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Korollar 4.9.15 For alle inverterbare matriser A er
B 1
~ det(A)

det(A™1)

Bewvis: Ifplge setningen ovenfor er

det(A)det(A™) = det(I,) = 1

Korollar 4.9.16 For alle n X n-matriser er
det(AT) = det(A)

Bevis: Observer fgrst at dersom E er en elementzer matrise, sa forteller
setning 4.8.5 oss at ET er en elementzer matrise med samme faktor. Dermed
er det(ET) = det(F) ifplge lemma 4.9.11.

Ifglge setning 4.8.4 kan enhver matrise A skrives som et produkt A =
F\Ey--- EynB der Fy, Es, ..., Ey, er elementzere matriser, og B er pa redu-
sert trappeform. Ifglge setningen ovenfor er

det(A) = det(Ey) det(Es) - - - det(E,,) det(B)
Siden AT = BTEY ... ETET (se setning 4.8.6 om du ikke ser dette direkte),
far vi tilsvarende
det(AT) = det(BT) det(EL) - - - det(ET) det(ET)

Vi har allerede observert at det(EY) = det(E)), det(EY) = det(E»),...,
det(EL) = det(E,,), sa det er nok & vise at det(B”) = det(B). Siden B er en
gvre trianguleer matrise, er B” nedre trianguleer, og begge determinantene er
da lik produktet av diagonalelementene ifglge lemma 4.9.2. Diagonalelemen-
tene endrer seg ikke nar vi transponerer, og dermed er det(BT) = det(B). O

Det siste resultatet er nyttig nar vi skal regne ut visse determinanter:

Eksempel 3: Tenk deg at vi skal regne ut determinanten til

1 2 -3 4
0 1 -2 3
A= 0 2 -1 4
0 -3 11

Ifglge korollaret ovenfor kan vi like godt regne ut determinanten til det(A”),
og da far vi

s 1o og| | L2
det(A) = det(AT) = 3 9 1 1l=|2 -1 o1
4 3 4 1 541
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der vi har utnyttet alle nullene til a forenkle regnearbeidet (fullfgr utregnin-
gene selv). O

Utvikling langs rader og sgyler

Nar vi bruker definisjonen til & uttrykke en n x n-determinant ved hjelp
av (n — 1) x (n — 1)-determinanter, sier vi at vi utvikler eller ekspanderer
determinanten langs fgrste rad. Det viser seg at vi kan utvikle en determinant
ogsa langs andre rader — og faktisk ogsa langs sgyler (her bruker vi trikset
i eksempel 3; vi transponerer matrisen for a gjore om sgyler til rader).

Nar vi utvikler determinanten til en n x n-matrise A langs i-te rad, tar
vi det forste elementet a;; i raden og ganger med den (n — 1) x (n — 1)-
matrisen vi far nar vi fjerner raden og sgylen gjennom a;i. Deretter gjor
vi det samme med det andre elementet i raden; vi ganger a;o med den
(n—1) x (n—1)-determinanten vi far nar vi fjerner raden og sgylen gjennom
a;o. Vi fortsetter pa denne maten bortover hele raden, og til slutt legger vi
sammen alle leddene med vekslende fortegn. Her ma vi veere litt forsiktige
— nar vi utvikler langs fgrste rad, begynner vi alltid med positivt fortegn,
men det gjelder ikke generelt. Regelen er at dersom nummeret ¢ pa raden
er et oddetall, begynner vi med positivt fortegn, dersom i er et partall,
begynner vi med negativt fortegn. Figuren nedenfor viser hvilket fortegn de
forskjellige leddene far nar vi utvikler en determinant.

+ - + -
-+ - +
+ - + -
-+ - +

Du kan sjekke at fortegnet til det (4, j)-te elementet er gitt ved (—1)"+/. Nar
vi har utviklet langs i-te rad, sitter vi dermed igjen med

det(A) = (—1)i+1ai1Ai1 + (—l)iJrZCLiQAZ‘Q + -+ (—1>i+namz4in

der A;; er determinanten vi far nar vi fjerner raden og sgylen gjennom a;;.

Det er ofte lurt & utvikle en determinant langs en annen rad enn den
fgrste fordi vi da kan utnytte spesielle egenskaper ved determinanten. Spe-
sielt er det lurt & utvikle langs en rad med mange nuller. La oss se pa et
eksempel:

Eksempel 4: Vi skal regne ut determinanten til

2 1 3 -1
0 -2 2 3
A= 3 -1 2 1
0 12 0
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Vi velger a utvikle langs fjerde rad siden den inneholder to nuller. Siden
dette er en “partallsrad”, ma vi begynne med negativt fortegn:

13 —1 2 3 —1
det(A)=—-0-] -2 2 3 |+1-/0 2 -
-1 2 1 32 1
2 1 -1 2 13
—2.10 -2 3[+0-|0 —2 2|=
3 -1 1 3 -1 2
2 3 -1 2 1 -1
=02 3|-2-]0 -2 3
32 1 3 -1 1

Vi fortsetter pa samme méate med 3 X 3-matrisene. P4 grunn av nullen,
lgnner det seg na & utvikle langs annen rad. For oversiktens skyld tar vi
determinantene hver for seg. Vi far

2 3 —1
e F A F
=2-(2-1-3-(-1))-3-(2-2-3-3)=25
08
T N e N A 0 R
3 -1 1
= (-2)-(2:1-3-(=1) =3-(2-(-1) =3-1) =
Dermed har vi det(4) =25 —-2-5=15. O

Hvorfor far vi riktig svar nar vi utvikler en determinant langs en annen
rad enn den fgrste? Det er ikke sa vanskelig & forklare. Anta at vi gnsker
a utvikle determinanten til A langs i-te rad. Vi kan flytte denne raden til
toppen av matrisen gjennom ¢ — 1 radombytter — forst bytter vi raden med
den (i — 1)-te, sa med rad nummer (i — 2) osv. Til slutt far vi en matrise B
der den i-te raden i A star gverst, mens alle de andre kommer i opprinnelig
rekkefglge. Siden determinanten bytter fortegn for hvert radombytte, ser vi
at det(B) = (—1)""!tdet(A), dvs. at det(B) = det(A) hvis i er et oddetall,
og det(B) = — det(A) hvis ¢ er et partall. Hvis vi na regner ut determinan-
ten til B ved a utvikle langs fegrste rad (altsa i henhold til definisjonen),
far vi ngyaktig de samme leddene som nar vi utvikler det(A) langs i-te rad,
bortsett fra at fortegnene til leddene er motsatt dersom ¢ er et partall. Dette
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fortegnsbyttet kompenserer for at det(B) = — det(A) nar i er et partall, og
dermed ser vi at prosedyren gir riktig svar i alle tilfeller.

Vi kan ogsa utvikle determinanter langs sgyler istedenfor rader. @nsker vi
a utvikle determinanten til n X n-matrisen A langs j-te sgyle, starter vi med
det forste elementet ay; i spylen, og ganger det med den (n — 1) x (n — 1)-
determinanten vi far nar vi fjerner raden og sgylen gjennom ay;. Vi gjor
tilsvarende med de andre elementene i sgylen, og til slutt legger vi sammen
alle leddene med vekslende fortegn. Fortegnet fglger det samme sjakkbrett-
mgnsteret som tidligere. Det er lett a se hvorfor denne prosedyren gir riktig
svar — & utvikle determinanten til A etter j-te sgyle, er det samme som &
utvikle determinanten til A etter j-te rad, og vi vet at det(AT) = det(A).
La oss se pa et enkelt eksempel.

Eksempel 5: Vi skal regne ut determinanten til

210
A=11 4 2 3
310

Det lgnner seg & utvikle langs siste sgyle siden den inneholder to nuller:

4 2 2 1 2 1
do=0 (4 2) (2 ) (2 1)
=-3-(2-1-3-1)=3
O
Vi har na den kunnskapen vi trenger om determinanter. I neste seksjon

skal vi se hvordan vi kan bruke denne kunnskapen til & finne egenverdier og
egenvektorer.

Oppgaver til seksjon 4.9

1. Bruk definisjonen av determinant til & regne ut determinanten til matrisene:

1 -2 -1 2 0 3 0 2 3
a3 1 =2 |bp|1 -1 2] -1 20
1 0 1 0 1 2 2 -1 1

2. Bruk radoperasjoner til & regne ut determinanten til matrisene:

1 -3 0 2 1 -1 0 -1 1
a2 -1 2|1 -1 1] -1 3 2
1 -1 1 2 1 2 2 -2 1

3. Regn ut determinanten ved a ekspandere langs velvalgte sgyler og rader:

1 2 4 1 0 3 ;’}gé
a)( 00 -1 b2 31|l ]

3.7 2 4 0 2
121 2
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4. Bruk MATLAB til a regne ut determinanten til matrisen:

7 -3 3 1 -4 2 3 2 1 1
3 2 -1 4 3 2 2 1 2 4
a)| 3 0 4 1 3 |,b 1 4 -4 3 -3
4 1 3 -1 5 2 -1 2 1 -2
1 4 -2 2 0 3.0 2 -2 4

5. Bevis radtilfellet av lemma 4.9.1.
6. Bevis lemma 4.9.2 for nedre triangulaere matriser.

7. Vis at dersom A er en n x n-matrise og r er et tall, sa er det(rA4) = r™ det(A).

8. Vis at det(A™) = det(A)™ for alle hele tall n (pa hgyre side er det det(A) som
opphgyes i n-te).

9. Bruk teorem 4.9.9 til & vise at dersom radene til A er lineszert avhengige, sa er
det(A) = 0. (Hint: Bruk radoperasjoner til a skaffe deg en rad som bare bestar av
nuller). Vis at dette ogsa folger fra teorem 4.9.10 og korollar 4.9.16.

10. En n x n-matrise kalles ortogonal dersom U~! = U7. Vis at det(U) er enten 1
eller -1.

11. I denne oppgaven skal vi bruke felgende notasjon: Dersom A er en n x n-matrise
og b € R" er en sgylevektor, sa er A;(b) matrisen vi far nar vi erstatter den i-te
sgylen til A med b. Vi skal vise at dersom A er inverterbar, sa er lgsningen

€1
To
X =
Ty
til ligningen Ax = b gitt ved
o det(A;(b))
" det(A)

Dette kalles Cramers regel.
a) Vis at dersom I er n x n-identitetsmatrisen, sa er det(I;(x)) = ;.
b) Vis at Al;(x) = A;(b).
¢) Bevis Cramers regel.

d) Bruk Cramers regel til a lgse ligningssystemet

2r—3y = 4
r—4y = -2



4.10. EGENVEKTORER OG EGENVERDIER 93

4.10 Egenvektorer og egenverdier

Dersom A er en n X n-matrise, kalles en vektor v % 0 en egenvektor for A
dersom det finnes et tall A slik at Av = Av. Tallet \ kalles en egenverdi for
A. Vi har veert borti egenvektorer og egenverdier tidligere, men siden vi ikke
har hatt noen metode for a finne dem, har det veert vanskelig & utnytte dem
skikkelig. Med det vi na har leert om determinanter, har vi de redskapene vi
trenger.

Det er et par ting vi bgr avklare for vi begynner. For det fgrste legger vi
merke til at dersom v er en egenvektor med egenverdi A, sa er ogsa enhver
parallell vektor av (der a er et tall forskjellig fra 0) en egenvektor med
egenverdi A siden

A(av) = aA(v) = a(Av) = A(av)

Nar vi er pa jakt etter egenvektorer, er det nok a finne én av disse parallelle
vektorene, og vi velger da som regel en som har “pene” (f.eks. heltallige)
komponenter.

Den andre tingen vi bgr veere klar over, er at selv om en matrise A er re-
ell, kan det hende at den har egenverdier og egenvektorer som er komplekse
(se eksempel 5 i seksjon 2.8). Skal man lgse et praktisk problem, er det ofte
helt ngdvendig & studere disse komplekse egenvektorene og egenverdiene, og
det medfgrer at vi er ngdt til & bruke teorien fra de tidligere seksjonene pa
komplekse tall og komplekse vektorer. I noen tilfeller gar vi da utover det
vi strengt tatt har bevist, men det er ikke vanskelig a sjekke at de tidlige-
re resultatene i dette kapitlet ogsa holder for komplekse tall og komplekse
vektorer. Det eneste vi ma passe litt ekstra pa nar vi regner med kom-
plekse vektorer, er skalarproduktet. Som du kanskje husker fra seksjon 1.3,
inneholder skalarproduktet av to komplekse vektorer x = (x1,x9,...,%y),
v = (y1,92,...,Yn) en komplekskonjugasjon — vi har

Xy = @iy @+ Tl

Nar vi skal finne egenvektorer og egenverdier, lgnner det seg som regel a
finne egenverdiene fgrst. Ifglge definisjonen er A en egenverdi for A dersom
det finnes en ikke-null vektor v slik at

Av = \v

Sagt pa en annen mate: A er en egenverdi for A dersom ligningen Av = Av
har en ikke-null lgsning v. Skriver vi hgyresiden av denne ligningen som
A, v og flytter leddet Av over pa den andre siden, far vi

(AL, — A)v =0 (4.10.1)

Dette betyr at A er en egenverdi for A hvis og bare hvis ligning (4.10.1) har
en lgsning v # 0, dvs. hvis og bare hvis ligningen har mer enn én lgsning
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(v = 0 er alltid en lgsning). Ifplge teorem 4.9.10 skjer dette hvis og bare
hvis det(Al,, — A) = 0. Vi har dermed vist:

Lemma 4.10.1 )\ er en egenverdi for n X n-matrisen A hvis og bare hvis
det(AI, — A) = 0. O

Observer at dersom

aix; a2 - Aln
a21 @22 - a2n
A=
Gnp1 Aap2 - dpn
sa er
A — all —ai12 e —Qa1n
—as1 A—a ... —Q9p
M, — A=
—Qanpl —Qanp2 T Ann

La oss se pa et eksempel.

Eksempel 1: Vi skal finne egenverdiene til matrisen
4 —1
(5 %)

A—4 1 |
5 A+2 |

Vi ser at
det(A\y — A) = )

=A=4)A+2) —(=5)-1=X2 -2 -8 +5=X* -2\ -3
Egenverdiene er altsa lgsningene til annengradsligningen
M —20-3=0

Logser vi denne, far vi egenverdiene Ay = 3, Ao = —1.
Nar vi har funnet egenverdiene, er det ingen sak a finne egenvektorene.
En egenvektor vi med egenverdi \; = 3, er en Igsning av ligningen

AVl = 3V1
Setter vi inn vi = < y >, far vi

dr—y = 3x
or —2y = 3y
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som kan omformes til

z—y = 0
dr — by =
Vi kan selvfglgelig lgse dette systemet ved Gauss-eliminasjon, men det er
egentlig ungdvendig — vi ser at ligningene har de samme lgsningene, og at
vi derfor kan ngye oss med & lgse den fgrste. Den har apenbart lgsningene

x = y. Dette beyr at vi kan velge y fritt og sa regne ut x. Alle vektorer vi far
pa denne méaten er parallelle, og vi plukker derfor bare ut én av dem. Velger

. o . : 1
viy =1, far vi x = 1, og vi ser dermed at v; = < | )eren egenvektor.

La oss ogsa finne en egenvektor vy for den andre egenverdien Ay = —1.
Denne vektoren ma veere en lgsning av ligningen

AV1 = (—1)V1 = —V1i

Setter vi inn v = < z >, far vi

de—y = —x
Sr —2y = —y
som kan omformes til
o — Yy
5T —y =

Igjen ser vi at vi kan regne ut z nar vi har valgt y. Velger vi y = 5, far vi

x =1, og dermed har vi vy = ( ;

as() - (2)

Det er lett a se at disse er linesert uavhengige og dermed danner en basis for
R?. &

). Vi har altsa to egenvektorer

I eksemplet ovenfor matte vi lgse en annengradsligning for & finne egen-
verdiene til en 2 x 2-matrise. Dette er typisk — skal vi finne egenverdiene til
en n X n-matrise, ma vi lgse en n-tegradsligning. Grunnen er at nar vi regner
ut det(Al, — A), far vi et n-tegradspolynom i A. For a overbevise deg om
dette behgver du bare a tenke pa hva som skjer nar du utvikler en matrise
etter forste rad (hvis du vil, kan du fgre et induksjonsbevis).
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Definisjon 4.10.2 Dersom A er n X n-matrise, kalles n-tegradspolynomet
Py(N) = det(A, — A)
det karakteristiske polynomet il A.

Fra algebraens fundamentalteorem (se Kalkulus, teorem 3.5.1) vet vi at
et n-tegradspolynom alltid har n rgtter nar vi teller med multiplisitet og
tillater komplekse lgsninger. Det vanligste er at alle rgttene er forskjellige.
Det neste resultatet viser at hvis det karakteristiske polynomet P4 har n
forskjellige rgtter, sa har vi en basis av egenvektorer for A.

Setning 4.10.3 La A vere en n X n-matrise, og anta at vy, va, ..., Vi
er egenvektorer med forskjellige egenverdier. Da er vy, vo, ..., Vi lineert
uavhengige. Dersom A har n forskjellige egenverdier, finnes det altsa en
basis som bestar av egenverdier for A.

Bevis: Anta (for motsigelse) at det finnes linesert avhengige egenvektorer
med forskjellige egenverdier, og la vi, va, ..., vi veere en slik mengde med
feerrest mulige elementer. Vi ser at k er minst 2 siden en mengde som bare
bestar av ett ikke-null element umulig kan veere linesert avhengig. Siden
vektorene er linesert avhengige, finnes det tall ¢q, co, ..., ¢ som ikke alle er
null, slik at

c1vi+ceavo+ ...+ v =0 (4.10.2)

Faktisk méa alle c’ene veere forskjellige fra null, for hvis ikke finnes det en
mindre, linesert avhengig mengde av egenvektorer. Hvis vi ganger ligning
(4.10.2) fra venstre med A, far vi

CIA1V] + AoV + ...+ A vy =0 (4.10.3)

der A1, Ao, ..., g er egenverdiene. Ganger vi ligning (4.10.2) med —)\; og
legger resultatet til (4.10.3), far vi

ca(A2 — AM)va+cez(Ag —A)va+ -+ (Mg — A)vp =0

Siden alle c’ene er forskjellige fra null og egenverdiene er forskjellige, viser
dette at vg, v3, ..., vi er linezert avhengige, men det er umulig siden v, vo,

.., Vi er en minimal, linesert avhengig mengde. Dette betyr at antagelsen
om at det finnes linesert avhengige egenvektorer med forskjellige egenverdier,
er gal, og dermed er den fgrste delen av setningen bevist. Den andre delen
folger siden enhver linesert uavhengig mengde med n elementer i R™ er en
basis (se setning 4.6.10). O
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Multiple egenverdier

Vi har na sett at dersom alle egenverdiene til en matrise er forskjellige, sa
finnes det en basis av egenvektorer. Det er naturlig & tenke seg at dette ogsa
gjelder dersom noen av egenverdiene er sammenfallende — det naturlige
tipset er at dersom A er en egenverdi med multiplisitet k, sa finnes det k
linesert uavhengige egenvektorer med egenverdi \. Dette er imidlertid ikke
tilfellet, og dermed er det heller ikke slik at enhver matrise har en basis av
egenvektorer. La oss se pa et eksempel.

Eksempel 2: Vi skal finne egenverdiene og egenvektorene til matrisen
2 —1
(1)
Det karakteristiske polynomet er

Pa(\) = ( A i):(A— — (=) 1= A2 -2\ +1

som bare har én rot A = 1. Denne roten har multiplisitet 2 siden

PaA) =X -2 +1=(\—1)
En egenvektor v = ( i > ma tilfredsstille Av = v, dvs.

2e0—y = «x

€T =

Dette ligningssystemet er oppfylt hvis x = y, dvs. hvis v = ( i > Alle

disse vektorene er linesert avhengige, sa selv om A har multiplisitet 2, finnes
det ikke to linesert uavhengige vektorer med egenverdi 1. Det finnes heller
ikke noen basis bestaende av egenvektorer til A. &

Vi skal se pa et eksempel til. Dette eksemplet viser at vi ikke ma bli
for pessimistiske; vi kan godt ha en basis av egenvektorer selv om ikke alle
egenverdiene er forskjellige. Eksemplet demonstrerer ogsa noen av de reg-
netekniske utfordringene vi far, nar vi skal finne egenverdiene til litt storre
systemer.

Eksempel 3: Vi skal finne egenverdiene og egenvektorene til matrisen

A=

Wi O wlot
Wl Wl
W O Wi
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Det karakteristiske polynomet er gitt ved:

S W=

1 4
3 A3

For a regne ut polynomet, ekspanderer vi langs andre rad og far

5 1
)\ 3 3
2 4
3 >\_,

S 4

—()\—1)<(/\—3)(A—3)_3‘3>—

=(A—1) (N> =3\+2)

Annengradspolynomet A\? — 3\ + 2 har rottene 2 og 1 (sjekk!), og dermed
har P4 rottene 2 og 1 — den siste med multiplisitet 2. Egenverdiene til A
er dermed ogsa 2 og 1.

La oss fgrst finne egenvektorene med egenverdi 1. En slik egenvektor

Pa(\) = (A1)

x
v=| vy
z
ma tilfredsstille ligningen Av = v, dvs.
D n 1 1
—r4+-y—-z = =
3773V 73
Y =Y
2 1 n 4
——x— = -z = z
37 3" 3
Dette systemet kan ogsa skrives
2 n 1 1 0
377373
0 =0
2 11
37 3V T 37 T

Det er mange mater a lgse dette systemet pa, men siden det er viktig ikke &
miste noen lgsninger, kobler vi inn den “offisielle” metoden var. Den utvidede
matrisen til ligningssystemet er

2 1 1
5 3 30
0 0 0 0
2 1 1
-3 -3 3 0
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Vi radreduserer denne matrisen ved a legge den fgrste raden til den tredje,
og deretter gange den fgrste raden med % Vi sitter da igjen med matrisen

Vi ser at y og z er frie variable, mens x er en basisvariabel. Velger vi verdier
for y og z, far vi
1 1
T = —§y + 52
En egenvektor mé derfor veere pa formen

s\ (b Y [
v=| y | = Y =y 1 | +2( 0
z z 0 1
Dette viser at . .
2 2
v = 1 og Vg = 0
0 1

genererer alle egenvektorer med egenverdi 1, og det er lett & sjekke at vi og
vo er linezert uavhengige.
Vi ser na pa den andre egenverdien 2. En egenvektor

X

vV = Yy
z

med denne egenverdien ma tilfredsstille ligningen Av = 2v, dvs.

) n 1 1 9
—r4+-y—-z = 2
3773773
Y = 2y
2 1 n 4 9
——xr— = -z = 2z
373973
Dette systemet kan ogsa skrives
LONE DU DR
3" T3Y T3 T
2 1 2
——r—-y—-z = 0
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Den utvidede matrisen til dette ligningssystemet er

1 1 1
-3 3 —3 0
0 -1 00
2 1 2
-3 =3 —3 0
Vi radreduserer denne matrisen:
1 1 1 1 1 1
1 ~1 9 1 1 1
3 3 3 3 3 3
0 -1 o0 0 |, o 1 0 o0
2 1 2
~2 1 2 0 -1 0 0
II7 nIrI _% % _% 0 ( 13>III b=t 0
T 0o -1 o0 |20 100
0 0 0 0 0 0O 0 O

Vi ser at z er en fri variabel, mens = og y er basisvariable. Velger vi en verdi
for z, far vi

y=20
og
r=Yy—z2=—2

En egenvektor méa derfor veere pa formen

T —z -1
v=1| vy | = 0 =z 0
z z 1

Alle disse vektorene er parallelle, og vi velger

-1
V3 =

1

som var representant. Vi har dermed tre egenvektorer

_1 1 -1

2 2
V1 = 1 , Vo — 0 , V3 = 0
0 1 1

Det er lett a sjekke at disse er linezert uavhengige og dermed danner en basis
for R3. &

Eksemplene ovenfor viser at det ikke er sa lett & vite hva som skjer med
egenvektorene nar vi har sammenfallende egenverdier — i noen tilfeller vil
vi ha en basis av egenvektorer, i andre tilfeller ikke. Vi kan ikke gjgre sa mye
annet enn a underspke hvert enkelt tilfelle. Det finnes mer avanserte verktgy
man kan bruke, men de far vente til en annen anledning.



4.10. EGENVEKTORER OG EGENVERDIER 101

Komplekse egenverdier

Vi tar ogsa med et eksempel der egenverdiene er komplekse. Fremgangsmaten
er akkurat den samme som i det reelle tilfellet, men regningene kan bli litt
styggere siden vi na far ligningssystemer med komplekse koeffisienter.

Eksempel 4: Vi skal finne egenverdiene og egenvektorene til matrisen

()

Det karakteristiske polynomet er

A—1 2

PA()‘):’ -9 A—1

‘:)\2—2)\+5

Setter vi dette uttrykket lik null og lgser annengradsligningen, far vi

/\:—(—Q)i\/(;2)2—4-1-5:1izi

Egenverdiene er altsa A1 = 14 2i og Ay = 1 — 2i.
Vi finner fgrst en egenvektor vi = ( 5 ) med egenverdi A\;. En slik

vektor méa oppfylle ligningen

(2 1) (7)o (3)

r—2y = (1+2)z
2e+y = (1+2i)y

det vil si

Flytter vi leddene pa hgyre side over pa den andre siden, og forkorter med
2, far vi
—x—y = 0
rz—1y = 0
Ganger vi den gverste ligningen med 4, far vi den nederste ligningen, og det

er derfor nok & finne en lgsning til den ene av ligningene. Velger vi y lik 1 i
den nederste ligningen, far vi = ¢, og dermed har vi funnet egenvektoren

(1)
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Vi kan finne en egenvektor vo = ( z ) med egenverdi Ay pa akkurat

samme mate. En slik vektor ma oppfylle ligningen
1 -2 T . x
(2 1) (5)=0-2(3)

x—2y = (1—2i)x
20 4+y = (1-2)y

det vil si

Flytter vi leddene pa hgyre side over pa den andre siden, og forkorter med
2, far vi

-y =

T+iy =

Ganger vi den fgrste ligningen med —i, far vi den andre, sé det er nok a lgse
én av ligningene. Velger vi y = 1 i den nederste, far vi x = —i. Dermed har

vi egenvektoren
vo — —i
S|

I eksemplet ovenfor ser vi at de to egenverdiene og de to egenvektorene
er komplekskonjugerte av hverandre. At egenverdiene er komplekskonjuger-
te, er ikke noe mysterium — det fglger av at de komplekse rgttene til et
reelt polynom alltid kommer i komplekskonjugerte par (se Kalkulus, lemma
3.5.3). For a sjekke at det samme gjelder egenvektorene, trenger vi et lite
resonnement.

L)

Setning 4.10.4 Anta at A er en reell n X n-matrise, og at v er en kompleks
egenvektor med egenverdi \. Da er Vv en egenvektor med egenverdi A (her er
v den vektoren vi far nar vi komplekskonjugerer alle komponentene til v ).

Bevis: (I dette beviset bruker vi regnereglene for konjugasjon pa vektorer
og matriser, og ikke bare pa tall. Du bgr sjekke at dette er tillatt.) Siden A
er reell, har vi

Av = Av = AV
Pa den annen side er
Av =)dv =)\v

Kombinerer vi disse to uttrykkene far vi

AV = \v
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som viser at vV er en egenvektor med egenverdi A. O

Legg merke til at vi kan bruke denne setningen til a forenkle arbeidet
med & finne komplekse egenvektorer. I eksempel 4 kunne vi ha brukt den til
a skrive opp vo med en gang vi hadde funnet v.

Egenverdier til symmetriske matriser

Vi ma inrgmme at teorien var har sine ubehagelige sider — det er ikke
alle matriser som har en basis av egenvektorer, og det kan godt tenkes at
egenverdiene er komplekse selv om matrisen er reell. Dette méa vi bare leve
med — det er na slik verden engang er. Det finnes imidlertid noen matriser
som oppfgrer seg slik vi kunne gnske oss, nemlig de symmetriske.

Definisjon 4.10.5 En n x n-matrise A er symmetrisk dersom A = AT

Navnet symmetrisk kommer av at en symmetrisk matrise ikke endrer seg
nar vi speiler den om diagonalen. Disse matrisene er symmetriske:

-1 3 -2 1

4 2 3
1 2 3 -4 5 0
1=(p3) m=(zos ) o=l 5 0
1 0 4 7

De symmetriske matrisene kan virke spesielle, men de dukker opp i forbau-
sende mange sammenhenger. I et senere kapittel skal vi utnytte at matriser
bestaende av de annenderiverte til en funksjon (sakalte Hesse-matriser) er
symmetriske.

Vi trenger en definisjon til fgr vi kan skrive opp hovedresultatet for sym-
metriske matriser (har du lest seksjon 4.7 vil du ha sett bade denne definisjo-
nen og setning 4.10.7 for): En basis vy, ve, ..., v, er ortonormal dersom alle
vektorene i basisen har lengde 1 og star ortogonalt (normalt) pa hverandre
— med andre ord dersom

_J 0 hvisi#j
VZ'VJ_{1 hvis i = j

Teorem 4.10.6 (Spektralteoremet for symmetriske matriser) Anta at
A er en symmetrisk n X n-matrise. Da er alle egenverdiene til A reelle, og
det finnes en ortonormal basis for R™ som bestar av egenvektorer til A.

Vi utsetter beviset for dette teoremet til seksjon 4.12 — det er ikke
spesielt vanskelig, men det krever en del forberedelser som vi ikke har gjort
enna.

Ortonormale basiser har mange fordeler — blant annet er det raskt a fin-
ne ut hvordan man kan skrive en vilkarlig vektor som en lineserkombinasjon
av basisvektorene:
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Setning 4.10.7 Anta at vi, vo,...,v, er en ortonormal basis for R™. For
ethvert element v € R" er da

V=cCVyi+cvot -+ vy

derc;=v-v; fort=1,2,... n.
Bewis: Siden v, vo,...,v, er en basis, vet vi at v kan skrives som en lineger-
kombinasjon

V=cCV]y+CVvy+--+cVv;+- - +cpvp

Tar vi skalarproduktet med v; pa begge sider, far vi
V- V;=0ClV]L Vi+CVa-V;+ - F+CV; Vi -+ CpVp V; =¢
der vi har brukt at

[ 0 hvisi#j
VJ'VZ_{1 hvis i = j

Diagonalisering av matriser

Dersom en matrise har en basis av egenvektorer, kan den diagonaliseres pa
en mate som ofte er nyttig.

Setning 4.10.8 Anta at A er en n X n-matrise med en basis vi,Vo,...,Vp
av egenvektorer, og la A1, Ao, ..., N\, vere de tilhgrende egenverdiene. La T :
R™ — R"™ veere lineeravbildningen som for alle i avbilder e; pa v;, og la M
veere matrisen til T. Da er M inverterbar, og

M™AM =D
der D er diagonalmatrisen
A0 0
0 A 0
D= ,
0 O An

Beuwis: Ifplge setning 4.6.12 finnes det virkelig en lineseravbildning T slik at
T(e;) = v; for alle i. Dersom M er matrisen til T, er da Me; = Vi for alle 1.
Ved setning 4.6.12 finnes det ogsé en lineseravbildning T slik at T(v;) = e;
for alle i. Hvis M er matrisen til denne hneaeravblldmngen er M v; = e; for
alle 1. Dermed er MMeZ le = ¢;. Dette betyr at MMeZ = I,e; for alle
basiselementer e;, og ifglge setning 4.6.12 er da MM = I,,. Dette betyr at
M er inverterbar med M~! = M
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For & vise at D = M~'AM, observerer vi forst at De; = \e;. Ifplge
setning 4.6.12 er da nok & vise at M~ 1AMe; = \;e; for alle i. Men det er
lett:

M 'AMe; = M~ YAv, = M~ \je; = M~ v, = \e;

Dermed er setningen bevist |

I praksis er det lett & finne matrisen M i setningen ovenfor — fra setning
2.8.4 vet vi nemlig at den i-te sgylen til M rett og slett er sgylevektoren v;.
Det er litt mer arbeid & finne M ! siden vi da méa invertere matrisen M.
Dersom matrisen A er symmetrisk, har vi ifglge spektralteoremet 4.10.6 en
ortonormal basis av egenvektorer. I dette tilfellet er det enkelt & finne M ~1;
det viser seg nemlig at M ~! er lik den transponerte matrisen M7 .

Korollar 4.10.9 Anta at A er en symmetrisk nxn-matrise, lavy,va, ...,V
veere en ortonormal basis av egenvektorer, og la A1, A, ..., A\, vere de til-
hgrende egenverdiene. La T : R™ — R™ veere lineeravbildningen som for alle
1 avbilder e; pa v;, og la M vere matrisen til T. Da er

MTAM =D
der D er diagonalmatrisen
A 0 ... 0
0 X 0
0 O An

|

Bewvis: Det holder & vise at M7 = M~ dvs. at MTM = I,,. Per definisjon
av matrisemultiplikasjon er det ij-te elementet i M7T M lik prikkproduktet
av den i-te linjen i MT med den j-te sgylen i M. Den i-te linjen i M7 er lik
den i-te sgylen i M som er lik v;, og den j-te sgylen i M er lik v;. Altsa er
det ij-te elementet i MM lik v; - v; som er 1 hvis ¢ = j og 0 ellers (her
bruker vi at basisen er ortonormal). Fglgelig er M7 M = I,,, og beviset er
fullfgrt. O

Setningen ovenfor gir oss en viktig forbindelse mellom egenverdier og

determinanter.
Korollar 4.10.10 Anta at A er en nxn-matrise med en basis vi,va, ..., Vy,
av egenvektorer, og la A1, A, ..., A\, vere de tilhgrende egenverdiene. Da er

det(A) = )\1)\2 talt )\n

Determinanten er altsa lik produktet av egenverdiene.
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Bevis: La D vaere diagonalmatrisen i setningen ovenfor. Da er (ifplge lemma
4.9.2)
det(D) = Al)\g el )\n

Bruker vi isteden setning 4.9.14, far vi

det(D) = det(M'AM) = det(M ') det(A) det(M) = det(A)
der vi ogsa har brukt at ifglge korollar 4.9.1 er det(M 1) = m. 0
Egenverdier med MATLAB
Det er lett & finne egenverdier og egenvektorer med MATLAB. Det er flere
kommandoer du kan bruke, men den nyttigste er som regel

>> [u,v]=eig(A)

Denne kommandoen definerer to matriser u og v. Sgylene i matrisen u er
egenvektorene til A, mens v er en diagonalmatrise der elementene pa diago-
nalen er egenverdiene til A. Egenvektorene og egenverdiene kommer i samme
rekkefglge slik at den fgrste egenverdien tilhgrer den forste egenvektoren osv.
Her er et eksempel pa en kjoring:

>> B=[2 13
4 0 3
11 -2];

>> [u,v]=eig(B)

u=
-0.2864 -0.0000 0.3833
-0.9143 0.9487 -0.8404
-0.2864 0.3162 0.3833
V:
2.1926 0 0
0 1.0000 0
0 0 -3.1926

Vear oppmerksom pa at MATLAB alltid velger egenvektorer med lengde
1. Dette er praktisk for noen forméal, men fgrer ofte til at egenvektorene
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blir mer uoversiktlige enn ngdvendig. De fleste av oss ville f.eks. ha oppgitt
0

den andre egenvektoren ovenfor som | 3 |, men MATLAB velger altsa en
1

normalisert variant. Mer ubegriplig er MATLABSs forkjeerlighet for a velge

negative komponenter i egenvektorene; for de fleste formal ville det veere

mer naturlig & velge den fgrste egenvektoren til & veere

0.2864 —0.2864
0.9143 istedenfor —0.9143
0.2864 —0.2864

Nar man regner videre med egenvektorer man har fatt av MATLAB, kan
det derfor veere lurt & se om man kan forenkle dem ved & velge en annen
skalering eller et annet fortegn.

Det er en ting til man bgr veere klar over. MATLAB vil av og til operere
med en liten imaginaerdel i en egenverdi/egenvektor som egentlig er reell.
Det skyldes at MATLAB er et numerisk beregningsverktgy som regner med
avrundede tall. Far du egenverdier /egenvektorer med en grliten imaginaerdel
(eller en grliten realdel), kan det veere lurt a sjekke om dette er en avrun-
dingsfeil for du gar videre.

Oppgaver til seksjon 4.10

1. Finn egenverdiene og egenvektorene til matrisen:

D) (1)a(t )
(3 1)o(s ) (33)

2. Finn egenverdier og egenvektorene til matrisen:

2 1 -3 1 3 -1
a) [ 4 2 3 |, Db) 2 0 1 |(Hint: Tipp en rot i polynomet), c)

0 0 1 -1 -1 2

1 -1 2

2 -2 4

0 11

3. Bruk MATLAB til & finne egenvektorene og egenverdiene til matrisen :

2 -1 05 2 04 10 j _; :g ;1

ay[ 3 =2 1 |,b)| —24 73 005 |,c¢) 9 9 _g 3
3 -1 2 4.2 1 -3.2 4 1 6 4

4. Finn egenverdiene og egenvektorene til matrisen A og skriv vektoren x som en
lineserkombinasjon av egenvektorer:
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)==(4)

1 4
—2 73 1
C) A: O —1 7X‘_: 3
3 _2 _1 1
2 3 2

5. Bruk MATLAB til a finne egenverdien og egenvektorene til matrisen A. Bruk
ogsa MATLAB til & skrive vektoren x som en lineszerkombinasjon av egenvektorene:

1 —2 4 0.3
a) A= 0 5 4 |,x= 2.4
25 —3 4 —3.4
23 —03 1.2 3 13
1.2 3 24 —12 2.4
by A=133 12 o5 7 17| o004
2 31 -21 13 4.1
5 92

6. La A= ( 9 9 > Finn en diagonalmatrise D og en inverterbar matrise M slik

at D= MTDM.

7. Vis at A og AT har de samme egenverdiene. Har de ogsi de samme egenvekto-
rene?

8. Anta at v er en egenvektor for bade A og B. Vis at v er en egenvektor for A+ B.
9. Anta at v er en egenvektor for bade A og B. Vis at v er en egenvektor for AB.

10. To n x n-matriser A og B kalles similere dersom det finnes en inverterbar
matrise P slik at B = P~'AP. Vis at A og B da har de samme egenverdiene. Finn
egenvektorene til B uttrykt ved hjelp av P og egenvektorene til A.

11. Anta at A er en inverterbare matrise og at v er en egenvektor for A med egen-
verdi \. Vis at v er en egenvektor for A~! med egenverdi A~!.

12. Vis at dersom alle sgylene i en matrise har samme sum, sa er dette tallet en
egenverdi for matrisen (Hint: Gjor noen radoperasjoner for du regner ut deter-
minanten til Al,, — A). Bruk dette til & finne egenverdiene og egenvektorene til
matrisen
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er

)\_a+di\/(a—d)2+4bc
B 2

Bruk denne formelen til & forklare at egenverdiene til en symmetrisk (reell) 2 x 2-
matrise alltid er reelle.

14. Anta at P(x) = a2 +a,_12" 1 +--- +ajx +ag er et polynom og at A er en
kvadratisk matrise. Da er P(A) matrisen

P(A) = a, A" +ap 1 A"+ a A+ a
a) Vis at dersom v er en egenvektor for A med egenverdi A, sa er v en egenvektor
for P(A) med egenverdi P(A).

b) Vi lar na P4 veere det karakteristiske polynomet til A. Vis at P4(A)v =0
for alle egenvektorer v til A.

c¢) Vis at dersom A har en basis av egenvektorer, sa er P4(A) = 0.

(Kommentar: Det viser seg at P4(A) = 0 ogsa nar A ikke har en basis av egenvek-
torer. Dette kalles Cayley-Hamiltons teorem.)

4.11 Egenvektorer i praksis

I denne seksjonen skal vi se pa tre eksempler som illustrerer hvordan egen-
vektorer og egenverdier kan brukes i praksis. Disse eksemplene er lange og
ganske kompliserte, men de viser pa en realistisk mate hva vi ma gjore for &
analysere problemer fra den virkelige verden. Det siste eksemplet viser ogsa
hvor nyttig det er a ha et verktgy som MATLAB nar matrisene blir store
og uttrykkene stygge.

Fgr vi begynner, minner vi om fglgende viktige observasjon fra kapittel

Setning 4.11.1 Anta at v er en egenvektor for A med egenverdi \. Da er
v en egenvektor for A™ med egenverdi \", dvs.

A'v = \"v
Beuvis: Vi har
A%v = A(Av) = A(\V) = MV = \v
Adv = A(A%v) = A(\*v) = V2Av = My
osv. Fgr gjerne et induksjonsbevis om du vil! O
Eksempel 1: Vi gar tilbake til handlevogneksemplet i seksjon 1.5, men vi
endrer matrisen en smule for & fa pene egenvektorer. Et kjgpesenter har

tre stativ X, Y og Z hvor du kan hente og avlevere handlevogner. Av de
vognene som starter dagen i stativ X, vil 70% avslutte den pa samme sted,
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10% vil ha endt opp i Y, og 20% i Z. Av de vognene som startet dagen i
stativ Y, vil 30% avslutte dagen i stativ X, mens henholdsvis 50% og 20%
vil havne i stativene Y og Z. De tilsvarende tallene for vogner som starter i
Z, er at 40% ender dagen i X, 20% i Y og 40% i Z. Vi ordner disse tallene
i en matrise A der fgrste sgyle gir fordelingen av de vognene som startet i
X, andre sgyle gir fordelingen av de vognene som startet i Y og tredje sgyle
gir fordelingen av vognene som startet i Z:

0.7 0.3 0.4
A=1 01 05 0.2
0.2 0.2 04

Vi ser at hvis vi starter dagen med xy handlevogner i stativ X, yo handle-
vogner i stativ Y og zg handlevogner i stativ Z, og lar

Lo
o = Yo
20

sa vil vektoren
rs = AI‘O

gi oss fordelingen av handlevogner pa slutten av dagen. Hvis handlesenteret
aldri rydder opp i handlevognene, men lar dem bli staende der kundene
setter dem, vil fordelingen etter n dager veere gitt ved vektoren

r, = A"rg

Vi skal se hvordan vi kan bruke egenverdiene og egenvektorene til A til a
finne et uttrykk for r,.
Vi regner forst ut egenverdiene til A. Etter en del regning finner vi at

A—=07 -0.3 —-0.4

det(Ml3 —A)=| —0.1 A—05 —02 |=
—0.2 —02 A—04

=A% — 1.6A% + 0.68\ — 0.08
For & finne egenverdiene ma vi altsa lgse tredjegradsligningen
AP —1.6A% 4+ 0.68)\ — 0.08 = 0

Dette kan hgres vanskelig ut, men ved innsetting ser vi at A = 1 er en
lpsning. Vi kan derfor polynomdividere med A — 1 og fa

A3 — 16202 +0.68) — 0.08 = (A — 1)(A% — 0.6\ + 0.08)
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Lgsningene til annengradsligningen A% — 0.6\ 4 0.08 = 0 er
0.4

—(—0.6) £ /(—0.6)2—4-1-0.08 0.6+£0.2 _
2-1 2 0.9

A\ =

Egenverdiene til A er dermed Ay = 1, Ay = 0.4 og A3 = 0.2.
Neste punkt pa programmet er & finne egenvektorene. Dersom v; =

x
y | er en egenvektor med egenverdi 1, ma vi ha

z
0.7 0.3 04 T T
0.1 05 0.2 y |=11yv
0.2 0.2 04 z z

Dette gir ligningssystemet

—03x+03y+04z = 0
0.1x - 05y +02z = 0
022402y —06z = 0

Vi ganger ligningssystemet med 10 for & slippe desimaltall og skriver deretter
opp den utvidede matrisen:

-3 3 4 0
B = 1 -5 2 0
2 2 —6 0
Radreduserer vi matrisen, far vi:
_5 2 0 I 1 -5 20
B =3 3 a0 |"TP 0 12 10 0
2 2 -6 0 0 12 —-10 O
1 =5 20\ ,, (/1 -5 20
Lo —12 100 ) R o 1 -3 0
0 0O 0 O 0 0 0 0

Vi ser at z er en fri variabel. Gitt z, kan vi regne ut y = %z, r=5y—2z=
5 - %z — 2z = %32. Velger vi derfor z = 6, far vi y = 5 og x = 13. Dette gir
egenvektoren
13
Vi1 = 5
6
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Vi kan finne egenvektorene knyttet til de andre egenverdiene pa tilsvarende
mate. Vi far

1 1
Vo = -1 og V3 = 1
0 -2

Siden egenverdiene er forskjellige, vet vi at vy, vy og vs danner en basis.
Begynnelsestilstanden ry kan derfor skrives som en lineserkombinasjon av
egenvektorene

o = C1Vy1 + CaVa + C3V3 (4.11.1)

Vi skal finne konstantene ¢y, co, c3 senere, men la oss forelgpig arbeide videre
med uttrykket ovenfor. Ganger vi med A™ pa begge sider, far vi

r, = A"rg = ciA"v1 + g A" vy + c3 A" vy =

= cl)\?vl + CQ)\SVQ + C3)\§V3 =cC1Vy+cCo- (0.4)"V2 +c3- (0.2)"V3

Tar vi grensen nar n — oo, blir de to siste leddene borte, og vi sitter igjen
med

r, — Cc1Vy nar n — oo

Dette betyr at fordelingen av handlevogner neermer seg en likevektstilstand
nar n gar mot uendelig, og denne fordelingen er bestemt av egenvektoren til
den storste egenverdien.

La oss til slutt se hvordan vi kan finne konstantene ci, co, ¢3. Vi ma da
spesifisere begynnelsestilstanden rg, og la oss anta at handlesenteret har 144
handlevogner som alle blir plassert i stativ X i utgangspunktet. Det betyr
at

13 1 1 144
c1 5 | +c| —1 + c3 1 = 0
6 0 -2 0

Dette er ekvivalent med ligningssystemet

13ci +co+c3 = 144
9c1 —ca+c3 = 0
661 - 202 =0
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som har lgsningene ¢; = 6, co = 48, c3 = 18. Setter vi dette inn i uttrykket
for r,, ovenfor, far vi

13 1 1
r, =6 5 | +48-(04)™" | -1 | +18-(0.2)" 1
6 0 -2
13 78
Likevektstilstanden i dette tilfellet er gitt ved 6 5 | =1 30 |,dvs. 78
6 36

handlevogner i stativ X, 30 i stativ Y og 36 i stativ Z. Figuren nedenfor vi-
ser hvordan fordelingen naermer seg likevektstilstanden. Den gverste kurven
viser antall vogner i stativ X, den nest gverste antall vogner i stativ Z og
den nederste antall vogner i stativ Y. )

150

100 B

S0 —

Bemerkning: Oppforselen i eksemplet ovenfor er typisk for systemer der vi
har en konstant mengde (i eksemplet: antall handlevogner) som omfordeles
mellom tilstander (i eksemplet: stativene X, Y, Z). I slike systemer er 1
alltid en egenverdi, og den tilhgrende egenvektoren beskriver en likevekts-
tilstand for systemet.

I det neste eksemplet skal vi se pa et system av differensialligninger.

Eksempel 2: Dyreslagene I og II lever i det samme omradet. Dyreslag 11
er avhengig av dyreslag I som fgde for a kunne overleve i omradet. Store
mengder av dyreslag I vil derfor bremse veksten til dyreslag I, mens store
mengder av dyreslag I fremmer veksten til dyreslag II. Dersom z(t) og y(t) er
mengden av hhv. dyreslag I og dyreslag II ved tiden ¢, antar vi at ligningene
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som styrer veksten til de to dyreslagene, er

) = alt) — 5oyl
, 1 1
Y1) = o) - 1)

Var oppgave er a lgse ligningssystemet og finne uttrykk for x(t) og y(t).
Siden ligningssystemet kobler de to ukjente funksjonene til hverandre, kan
vi ikke bruke vare vanlige differensialligningsteknikker til a finne z(t) og y(¢)
hver for seg. Vi skal se hvordan vi kan bruke egenverdier og egenvektorer til
a “dekoble” ligningssystemet slik at vi far to ligninger som kan lgses hver
for seg.

Vi observerer fgrst at dersom vi innfgrer vektorfunksjonen

0= (5 ),

kan ligningssystemet skrives

der

I

Il
/N
W= Ol
==

_1
20

Vi finner fgrst egenverdiene og egenvektorene til matrisen A. Det karakte-
ristiske polynomet

A-1 0 % 1 3
PAi()\) = 5 20 _ )\2 I U
4 D N 107 400
har rgttene
1 1 3 3
R EER ) g2 "
B 2-1 2 1
20
Egenverdiene er altsa A1 = 2% 0g Ay = —2—10.

En egenvektor v; = < z ) med egenverdi A\; = % ma oppfylle ligningen

(L) )-a00)

Multipliserer vi ut, far vi ligningene

NN
O)—‘

11 3
—r— —y = —x
577 20 20
11 3
- — — — -
17 10Y 207
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Flytter vi over og rydder opp litt, ser vi at begge disse ligningene er ekviva-
lente med
r—y=0

Det betyr at vi kan velge y fritt, men at x da er gitt ved z = y. Velger vi
y=1, far vi z = 1, og den forste egenvektoren var er dermed

(1)

Pa tilsvarende mate ma en egenvektor vy = < ‘Zj ) med egenverdi Ay = —%

(L ))-5(0)

Multipliserer vi ut, far vi ligningene

oppfylle ligningen

NN

11 1
—r——y = ——=
57 207 20
111
1" 7107 T 207

Flytter vi over og rydder opp litt, ser vi at begge disse ligningene er ekviva-
lente med
5x —y =0

Det betyr at vi kan velge y fritt, men at x da er gitt ved 5z = y. Velger vi
y =5, far vi x = 1, og den andre egenvektoren var er dermed

o= (})

Vi gar na tilbake til differensialligningene vare. Siden vi, vo er en basis
for R?, kan enhver vektor skrives som en lineserkombinasjon av vi og vs.
Det betyr at det for hver ¢ finnes tall ¢;(t) og co(t) slik at

r(t) = c1(t)vi + ca(t)va

Deriverer vi, far vi
V() = (V1 + (v

Sette vi dette inn i ligningen r/(t) = Ar(t), ser vi at
At)v1 + () ve = A(c1(t)vi + ca(t)va) =

=1 (t)AVl + CQ(t)AV2 =1 (t))\1v1 + co (t))\QVQ
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Vi har altsa
Cll (t)Vl + 0,2 (t)VQ = (t))\lvl + CQ(t))\QVQ

og siden vi, vo er linesert uavhengige, betyr dette at
i (t) = Miei(t) og ch(t) = Aaca(t)

Legg merke til at vi na har “dekoblet” ligningssystemet og fatt to differen-
sialligninger som kan lgses hver for seg. Gjor vi det, far vi

at) = Cie™ = Cied!  og  ealt) = Coe™ = Coe !
der C; og Cs er konstanter. Dermed har vi
r(t) = Cretvy + Che 20tvy

For a bestemme konstantene Cy og Co trenger vi flere opplysninger om
dyrestammene. La oss anta at det ved tiden ¢ = 0 er 3000 dyr av slag I og
11000 av slag II. Det betyr at

3000 1 1
(11000 ) —r(O)—01V1+02V2—01< 1>+C2<5)

Lgser vi dette ligningssystemet, far vi C; = 1000 og Co = 2000. Dermed
har vi

r(t) = 1000e30’v; + 2000e 20 vy = 1000e20" < i ) +2000e 20" < é ) =

100036t + 2000~ 20"
1000e30t + 10 000e " 20¢

Antall dyr av slag I ved tiden ¢ er dermed z(t) = 1000e20" + 2000e ™ 20",
mens antall dyr av slag IT er y(t) =1 000e20! + 10 000~ 20",

Til slutt legger vi nok en gang merke til hvordan vi i dette eksemplet
brukte egenvektorer til & “dekoble” systemet — de opprinnelige funksjone-
ne z(t) og y(t) er koblet sammen gjennom ligningssystemet, mens de nye
funksjonene ¢ og co er “frakoblet” hverandre og oppfyller hver sin ligning.
Slike “dekoblinger” star sentralt i mange anvendelser av egenvektorer. ¢

La oss til slutt se pa et litt mer komplisert eksempel der vi far god bruk
for MATLAB til a holde styr pa egenverdier og egenvektorer. Eksemplet
minner en del om eksempel 1, men vi ser na pa et system som vokser, og
der mye av poenget er & finne hvor stor veksten er. Eksemplet viser ogsa hva
som skjer dersom vi har komplekse egenverdier.
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Eksempel 3: Et dyreslag har en levealder pa fire ar. Det fgrste aret er
dyrene unger, det andre aret er de ungdommer, det tredje aret er de voksne
og det fjerde aret er de eldre. Av ungene overlever 50% til aret etter, av
ungdommene overlever 80% til aret etter og av de voksne overlever 20% til
aret etter. En ungdom gir i gjennomsnitt opphav til 0.5 unger som blir fadt
aret etter, en voksen gir i gjennomsnitt opphav til 2 unger som blir fgdt aret
etter, og et eldre dyr gir i gjennomsnitt opphav til 0.1 unge som blir fodt
aret etter. Vi antar at vi starter med 200 dyr i hver aldersklasse, og gnsker
a finne ut hvordan stammen utvikler seg.

La z,, yn, 2n 0g u, veere henholdsvis antall unger, ungdommer, voksne
og eldre i ar n. Da er

Tnt1 = 0.5y, + 2z, +0.1u,
Ynt1 = 0.5z,
Zn+1 = 0.8yn
Un+1 = 0.2z,

I tillegg vet vi at 1 = y1 = z1 = u1 = 200.

Det er flere mater & angripe dette problemet pa. La oss forst se hva som
skjer nar vi bruker MATLAB til a regne ut utviklingen de 50 fgrste arene.
Vi lager m-filen

function [x,y,z,ul=dyrestamme(a,b,c,d,N)

x(1)=a;

y(1)=b;

z(1)=c;

u(1)=d;

for n=1:N
x(n+1)=.5xy(n)+2*xz(n)+. 1*xu(n);
y(n+1)=.5*%x(n);
z(n+1)=.8xy(n);
u(n+1)=.2*z(n);

end

Den neste kommandosekvensen far MATLAB til a plotte ut folgene i samme
figur:

>> [x,y,z,ul=dyrestamme (200,200,200,200,49) ;
>> plot(x)
>> hold on
>> plot(y)
>> plot(z)
>> plot(u)

Resultatet er figuren nedenfor der den gveste kurven gir antall unger, den
nest gverste antall ungdommer, den tredje gverste antall voksne og den ne-
derste antall eldre.
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Disse kurvene er ikke sa lette a tolke. Det ser ut som de etter noen
innledende svingninger gar over i jevn vekst, og at fordelingen mellom de
forskjellige aldersgruppene naermer seg en likevekt. Men hvor kommer sving-
ningene fra, hvor rask er veksten, og hvordan finner vi likevektsfordelingen
mellom aldersgruppene?

1200

1000 - 1

a00 - R

BO0 |- I

200 I

1] 10 20 30 40 50 B0

La oss kjgre programmet en gang til med startverdier z; = 400, y; = 300,
z1 = 100, u; = 0. Resultatet ser du pa figuren nedenfor, og i hovedtrekk
ligner det forblgffende pa det vi fikk i stad; etter noen innledende svingninger
gar kurvene over i jevn vekst, og forholdet mellom aldersgruppene ligner pa
det vi fikk ovenfor.

1400

1200 b

1000 - 1

a00 - R

BO0 |- I

400 4

200 I

1] 10 20 el 40 50 B0

Vi skal na se hvordan vi kan bruke egenverdier og egenvektorer til a
forklare disse resultatene. Det fgrste vi observerer, er at dersom vi innfgrer
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vektorene

Tn
Yn

Un

sa kan ligningssystemet ovenfor skrives

der A er matrisen

rp41 = Ar,

0 .5 2

5 0 0

A= 0 .8 0
0 0 .2

o o

0

Bruker vi denne formelen gjentatte ganger, far vi

r, = A"y

119

Legg merke til at siden vi kaller begynnelsesbestanden ri og ikke rg, ma
A oppphgyes i n — 1 og ikke n. Matematisk sett hadde det veert greiere &
begynne med r( slik vi gjorde i forrige eksempel, men MATLAB begynner
alltid nummereringer pa 1, og vi har derfor valgt a holde oss til det siden vi

MATLAB bruker sapass mye i dette eksemplet.

La oss benytte MATLAB til & finne egenverdiene og egenvektorene til

A:

>> A=[0 .5 2 .1
5000

0 .800

00 .20];

>> [u,v]=eig(A)

Columns 1 through 3

-0.8472
-0.4151
-0.3254
-0.0638

Column 4

-0.0000

0.7917

-0.2560 - 0.36751
-0.1405 + 0.3802i
0.0887 - 0.02311i

0.7917

-0.2560 + 0.36751
-0.1405 - 0.3802i1
0.0887 + 0.0231i
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0.0006
-0.0501
0.9987

v=
Columns 1 through 3

1.0206 0 0

0 -0.5053 + 0.72531 0
0 0 -0.5053 - 0.7253i
0 0 0

Column 4
0
0
0

-0.0100

Vi har altsa egenverdiene A; = 1.0206, Ay = —0.5053 + 0.7253i, A3 =

—0.5053 — 0.72537, Ay = —0.01 med tilhgrende egenvektorer (vi bytter for-
tegn pa den fgrste av dem for a slippe minuser):

0.8472 0.7917

vi = 0.4151 - —0.2560 — 0.36757%
0.3254 |’ —0.1405 + 0.3802¢
0.0638 0.0887 — 0.0231:

0.7917 0
—0.2560 + 0.36757% 0.0006
vy = . ) V4 =

—0.1405 — 0.38021 —0.0501
0.0887 + 0.0231+¢ 0.9987

Vi ser at de komplekse egenverdiene og egenvektorene er konjugerte av hver-
andre slik setning 4.10.4 sier. Vi ser ogsa at egenverdiene er ordnet i avta-
gende rekkefplge: [A\1| > |Ao| = || > |A\al.

Siden egenverdiene er forskjellige, vet vi at vy, va, v3, v4 danner en basis.
Vi kan derfor skrive starttilstanden

200
200
200
200

ry =
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som en lineserkombinasjon

200
200
200
200

r, = = C1V1 + C2Vy + C3V3 + C4Vy

Vi skal bruke MATLAB til & finne koeffisientene c1, ¢o, ¢3, ¢4, men la oss fgrst
se hva som skjer nar vi bruker A”~! pa ligningen ovenfor. Vi far

r, = Anilrl = ClAnilvl + CQAn71V2 + CgAn71V3 + C4An71V4 =

01/\11171V1 + CQAgL*lVg + 03A§71V3 + C4/\271V4

Vi setter den stdrste egenverdien )\?_1 utenfor en parentes

= An 1 e 7o 4
r 1 (Clvl + co ()\1> Vo + C3 ()\1 V3 + ¢4 " Vy

n—1
Siden A; har stgrst tallverdi av egenverdiene, vil alle faktorene (i—f) ,

n—1 n—1
(A—1> ) <§—‘1‘> ga mot null nar n gar mot uendelig. Det betyr at

?}LII;O (CQ <>\1> Vo + C3 <>\1> V3 + ¢4 >\71 vy | =0

Definerer vi

Y n—1 A n—1 A n—1
o(n) =ca <)\j) Vo +c3 <)\j) V3t ¢4 (ﬁ) vy,

kan vi derfor skrive
r, = A" (c1vi + o (n))

der o(n) — 0 nar n — oo. Skriver vi ut komponentene og setter in A\; =
1.0206, far vi

Tn 0.8472
um | - 0.4151
I 1.0206 (01 03954 |+ o(n)
Uy, 0.0638

Dette betyr at nar n blir stor, er veksten bestemt av den stgrste egen-
verdien A\; = 1.0206, og fordelingen mellom komponentene er bestemt av
den tilhgrende egenvektoren vi. Som du ser, minner disse resultatene om
det vi fikk i Eksempel 1, men vi har fatt med en vekstfaktor i tillegg.
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La oss na finne konstantene ¢y, co, c3 og c4. Dersom vi velger den opp-
rinnelige begynnelsestilstanden

200
L | 200
= 200
200
far vi ligningen
200 0.8472 0.7917
200 | 04151 | —0.2560 — 0.3675i
200 | | 0.3254 2 _0.1405 + 0.3802i
200 0.0638 0.0887 — 0.0231;
0.7917 0
e | 025604036750 | 0.0006
31 —0.1405 — 0.3802i Y1 —0.0501
0.0887 + 0.02314 0.9987

Innfgrer vi matrisen

0.8472 0.7917 0.7917 0

0.4151 —0.2560 — 0.36757 —0.2560 + 0.3675¢7  0.0006
0.3254 —0.1405 4+ 0.3802: —0.1405 — 0.38027 —0.0501
0.0638 0.0887 —0.0231:  0.0887 + 0.0231:  0.9987

kan vi bruke MATLAB til & finne vektoren

D=

c1
c2
3
(o

ved a taste
>> c=D\ri1

Vifar ¢; = 436.59, co = —107.29—-49.344, c3 = —107.29+49.344, ¢4y = 193.72.
Legg merke til at koeffisientene co og cs til de komplekse egenverdiene er
konjugerte.

Vi har enna ikke forklart hvor svingningene i figuren kommer fra. Det
viser seg at de kommer fra de komplekse egenverdiene. Skriver vi den kom-

plekse egenverdien Ay pa polarform Ay = re® | ser vi at

ApL = gn=lein=1)f — n—1 <cos((n —1)0) + isin((n — 1)9))

Cosinus- og sinus-leddene far uttrykket til & svinge, men i dette tilfellet vil
svingningene dg ut etter hvert fordi » < 1 og 7' — 0 nar n — ooc. &
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Oppgaver til seksjon 4.11

1. Finn to folger {z,}, {yn} slik at

Tn+l = Tp+ 3yn
Yn+1 — an + 2yn

nar rg = 5, yo = —b.
2. Finn funksjonene x(t), y(t) slik at

2(t) = a(t)+8y(t)
y'(t) = 2x(t)+y()

og z(0) =1, y(0) = 6.

3. (Eksamen i MA 001, 31/5 1994) I barnehagen har Viktoria og Emil fatt hvert sitt
glass saft med ngyaktig like mye saft til hver. Viktoria er imidlertid ikke helt forngyd
siden saften til Emil inneholder dobbelt sa mye sukker som hennes. Glassene er ikke
fullere enn at det gar an a helle litt fra det ene over i det andre, og smart som hun
er, far Viktoria med Emil pa fglgende lek: Hun heller % av sin saft over i glasset
til Emil, ber ham rgre godt rundt og sa helle den samme mengden saft tilbake i
hennes glass slik at de igjen har like mye saft.

Blandeprosedyren ovenfor gjentas flere ganger. La x,, og vy, veere sukkermeng-
den i glassene til henholdsvis Viktoria og Emil etter at prosedyren er utfgrt n

ganger.

a) Vis at
Tn+1 = 09z, + 0.1y,
Yn+1 = 0.1z, + 0.9y,
b) La M veere matrisen slik at ( ch""’l ) = M( z" ) Finn egenverdiene og
n+1 n

egenvektorene til M.

c¢) Skriv < i > som en lineserkombinasjon av egenvektorer for M, og finn

()

d) Hvor mange ganger ma blandeprosedyren utferes for at forholdet mellom
sukkerinnholdet i Viktorias saft og Emils saft er minst 0.957

4. (Eksamen i MA 001, 2/6 1997) I denne oppgaven er

(1)

a) Finn egenverdiene og egenvektorene til M.

©Olut NI
N[ o]t
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I resten av oppgaven skal vi studere en modell for hvordan en ufarlig infeksjons-
sykdom sprer seg i en befolkning. Vi deler befolkningen i to grupper — de som er
immune for sykdommen og de som er mottagelige for smitte. De fleste som nylig
har hatt sykdommen vil veere immune, men mange vil miste immuniteten etter som
tiden gar.

I modellen gnsker vi & studere hvor mange som er immune, og hvor mange som
er mottagelige for smitte etter 0, 10, 20, 30, ... ar. Vi lar y,, veere antall immune etter
10n ar og z,, antall mottagelige ved samme tidspunkt. Vi har falgende observasjoner:

Av dem som er immune et ar, vil % fortsatt veere immune 10 ar senere, % vil
vaere dgde og resten vil vaere mottagelige for smitte.

Av dem som er mottagelige for smitte et ar, vil halvparten veere immune 10 ar
senere, % vil veere dgde og resten vil vaere mottagelige for smitte.

I lgpet av en 10-arsperiode vil befolkningen fa et tilskudd pga. fadsel og inn-
vandring. Dette tilskuddet er 1 av befolkningstallet ved begynnelsen av perioden,

G
og ved slutten av perioden vil % av de nye individene vaere immune og resten mot-

tagelige for smitte.
Tn+1 - M T
Yn+1 Yn

b) Vis at
¢) Anta at xg = 8 millioner og at yo = 2 milloner. Finn x,, og yy,.

d) Etter som tiden gar vil prosentdelen av immune ngerme seg en grense. Hva
er denne grensen?

5. (Eksamen i MA 001, 3/6 1996) En oljemilliardaer bestemmer seg for a satse pa
turisme. Hun kjgper 1 000 hytter pa fjellet. Hyttene leies ut for ett ar av gangen.
Hytteeieren finner ut at 80% av hyttene som er leid ut ett ar, ogsa er leid ut aret
etter, mens 70% av hyttene som er tomme ett ar, ogsa er tomme neste ar.

La x, veere antall utleide og y,, antall tomme hytter i ar n.

a) Finn en matrise M slik at

(o) = (o)
Yn+1 Yn

b) Ett ar er 550 hytter utleid. Hvor mange var utleid aret for?
¢) Finn egenverdiene og egenvektorene til M.

Det forste aret (ar 0) er halvparten av hyttene leid ut mens resten star tomme.
d) Finn z, og yn.

e) Det forste aret er nettofortjenesten pr. utleid hytte 10 000 kroner, mens ut-
giftene forbundet med en tom hytte er 4 000 kroner. Pa grunn av elde og
slitasje gker utgiftene for tomme hytter med 10% per ar, mens nettofortje-
nesten for utleide hytter ligger stabilt pa 10 000 kroner i aret. La P, vere
nettofortjeneste i ar n, dvs. inntekter minus utgifter. Finn P, uttrykt ved n
og begrunn at hytteeieren etter hvert taper penger.

6. (Eksamen i MA 001, 29/11 1996, litt tilpasset) Det var en gang en bestand av
biller som levde i en gammel verneverdig trebygning. Vi deler billebestanden inn i
tre aldersgrupper: nyfodte (0 uker gamle), voksne (1 uke gammel) og gamle (2 uker
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gamle). La 2, Yn, 2z, veere henholdsvis antall nyfpdte, voksne og gamle biller ved
tiden ¢ = n, der tiden regnes i uker. Vi antar at alle billene som er nyfgdte en uke,
overlever til uken etter, men at bare halvparten av de voksne billene overlever til
neste uke, og at ingen gamle biller lever en uke til. En voksen bille gir i gjennomsnitt
opphav til 3 nye biller som blir fgdt uken etter, mens en gammel bille i gjenomsnitt
gir opphav til 4 nye biller som blir fgdt uken etter.

a) Finn en matrise M slik at

xn+1 T
Yn+1 =M Yn
Zn+1 Zn

b) Finn egenverdiene og egenvektoree til M.

c) Anta at det er 24 nyfgdte, ingen voksne og 6 gamle biller i trebygningen ved
t = 0. Hvor mange biller er det i hver aldersgruppe n uker senere?

7. (Eksamen i MA 001, 2/6 1993, litt tilpasset) I en by finnes det tre aviser, en
skandaleavis A, en rimelig serigs avis B og en sveert serigs avis C'. I lgpet av fem ar
skjer det fglgende forandringer:

Avisene A og C far et antall nye kjgpere (som ikke har kjgpt noen avis tidligere)
tilsvarende 10% av det antall kjgpere de hadde ved starten av perioden, mens avis
C far en tilvekst av nye kjgpere pa 20%. 10% av leserne av avis A slutter med A
og gar over til B. 10% av leserne av B slutter med B og gar over til A og en annen
gruppe pa 10% gar over til C. 10% av kjgperne av C slutter med C' og begynner a
kjope B. Ellers beholder alle kjgperne sin gamle avis.

La x,,yn, 2z, veere salgstallene for henholdsvis avis A, B og C i aret 5n, for
n=1,23...

a) Finn en matrise M slik at

Tn41 Tn
Ynt1 | =M | yn
Zn+1 Zn

b) Finn egenverdiene og egenvektorene til M.

¢) Finn z,,y,, 2z, uttrykt ved xg,yo, 20 og n. Vis at forholdet mellom salgs-
tallene naermer seg grenser som er uavhengig av starttilstanden. Finn k; =
lim,, 00 ;—" og ky = limy, o 2=

8. To fiskeslag lever i samme innsjg. Fiskeslag II er avhengig av fiskeslag I for &
opprettholde bestanden. Dersom z(t) er antall fisk av slag I ved tiden ¢, og y(t) er
antall fisk av slag II ved tiden t, regner vi at

2/ (t) = 0.02x(¢) — 0.03y(t)
y'(t) = 0.01z(t) — 0.02y(t)

. . . . .02 —0.
a) Vis at egenverdiene og egenvektorene til matrisen A = 0.0 0.03 er

0.01 —0.02
3 1
)\1 = 0.01, )\2 = —0.01,V1 = 1 , Vo = 1 .
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b) Lar(t) = ( ig; ) og skriv r(t) = c1(t)vy + ca(t)va. Vis at ¢ og ¢ tilfreds-

stiller differensialligningene
¢ (t) = 0.01e (1)
ch(t) = —0.01ca(t)

¢) Anta at 2(0) = 5000 og y(0) = 1 000. Finn z(t) og y(t). Hvordan gar det
med forholdet 28 mellom antall fisk av slag I og antall fisk av slag II nar ¢

y(t)
blir stor?
d) Bruk MATLAB til a plotte z(t) og y(t) i samme koordinatsystem.

9. (Eksamen i MA 001, 3/12 1993) To arter, et rovdyr og et byttedyr, lever i samme
omrade. La z(t) veere antall rovdyr og y(t) antall byttedyr ved tiden ¢ (¢ males i
ar). Anta at x(0) = 500, y(0) = 1000. Vi skal betrakte to enkle modeller for z(t) og

y(t).

a) I den forste modellen antar vi at « og y tilfredsstiller

a'(t) = x(t) +y(t)
yt) = —ut)+y)

Hva blir 2(¢) og y(t) i dette tilfellet (husk at e+ = e%(cosb + isinb))?

b) I den andre modellen antar vi at x og y tilfredsstiller

Z(t) = —2x(t)+4y(t)
y'(t) = () - 2y(t)

Hva blir z(t) og y(t) da?

¢) Observasjonene vare tyder pa at det pa et visst tidspunkt ikke er flere bytte-
dyr igjen. Hvilken modell passer med disse observasjonene? Hvor mange
maneder tar det ifglge modellen for dette skjer? I den andre modellen vil
antall rovdyr og antall byttedyr etter hvert stabilisere seg seg pa visse verdi-
er. Bestem disse verdiene.

10. En by har nettopp innfgrt et system med “bysykler” der man kan lane en sykkel
fra et sykkelstativ og levere den fra seg ved et annet (eller ved det samme om man
bare skal en tur i nseromradet). Forelgpig har byen 4 stativer som vi kaller X, Y,
Z, U. Myndighetene er interessert i a undersgke lanemgnsteret for syklene, og har
derfor en manedlig undersgkelse av hvor de forskjellige syklene befinner seg. Denne
undersgkelsen viser at av de syklene som befant seg i stativ X en maned, befinner
40% seg i X méaneden etter, 20% befinner seg 1 Y, 20% i Z og 10% i U, mens 10%
er ute av drift fordi de enten er forsvunnet eller inne til vedlikehold. Tilsvarende
tall for syklene som opprinnelig var i Y, Z og U, fremgar av tabellen nedenfor.

I forbindelse med undersgkelsen far hvert stativ pafyll med nye/reparerte sykler.
Pafyllet tilsvarer 15% av antall sykler som star i stativet.

a) La oy, Yn, 2n, U veere antall sykler i henholdsvis X, Y, Z, U rett etter den n-te
undersgkelsen (og rett etter pafyllet av nye/reparerte sykler). Forklar at
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Utgangspunkt Prosentfordeling neste maned
iX\iY\iZ\iU\uteavdrift

X 40% | 20% | 20% | 10% 10%

Y 10% | 40% | 20% | 20% 10%

Z 10% | 20% | 25% | 25% 20%

U 30% | 20% | 20% | 20% 10%
Tpy1 = 0.46x, + 0.115y, + 0.115z, + 0.345u,,
Ynt+1 = 0.23z, + 0.46y, + 0.23z, + 0.23u,,
Znt1 = 0.23z, + 0.23y, + 0.28752, + 0.23u,,
Upy1 = 0.115z, + 0.23y, + 0.2875z, + 0.23u,

b) Skriv en m-fil som gitt x1, y1, 21, U1 returnerer T, Yn, zn, Uy, for n fra 1 til 50.

c¢) Velg 1 = y1 = 21 = u; = 100, og bruk MATLAB til & tegne folgene {x,,}, {yn},
{zn}, {un} i samme koordinatsystem.

d) Lag en ny MATLAB-figur der du plotter folgene { {55547= }, { Tg0047=1 }» { To550= }»
{1oo77=r} i samme koordinatsystem.

e) Gjenta plottingen i ¢) og d), men bruk starttilstanden x; = 200, y; =0, 21 =0,
uyp = 200. Ser du et mgnster? Eksperimenter gjerne med andre startverdier.

f) La
T
yTL
Z/I'L
un

W, =

veere fordelingen av sykler den n-te maneden. Forklar at w11 = Aw,, der A er
matrisen

0.46 0.115 0.115 0.345
023 046 0.23 0.23
0.23 023 0.2875 0.23
0.115 0.23 0.2875 0.23

A:

Forklar ogsa hvorfor w,, = A" lw;.

g) Bruk MATLAB til a vise at matrisen A ovenfor har fire egenverdier A1, Aa, As,
A4 med tilhgrende egenvektorer vy, va, vs, v4. Sorg for a ordne rekkefglgen slik at
A1 er egenverdien med stgrst tallverdi. (NB: MATLAB gir av og til egenvektorer
der alle komponentene er negative. For & fa en egenvektor som er greiere a arbeide
med, kan du da bare fjerne alle minustegnene i denne vektoren.)
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h) Vis at egenvektorene v, va, v3, v4 til A danner en basis for R*, dvs. at de er
linezert uavhengige og utspenner hele R* (bruk gjerne MATLAB).

i) Velg

100
100
100
100

Wi =

og skriv denne vektoren som en linezerkombinasjon av v1, va, vs, v4 (bruk gjerne
MATLAB). Finn

) nflwl
lim T
n— o0 )‘1’_

Sammenlign med resultatene i oppgave 1c) og d). Hva regner du med & fa dersom
du velger en annen starttilstand wq?

4.12 Spektralteoremet

I denne seksjonen skal vi bevise spektralteoremet for symmetriske matriser.
Dette er et av de viktigste resultatene i lineger algebra og det er ogsa modell
for mer generelle resultater i andre deler av matematikken. Beviset er i
seg selv ikke vanskeligere enn andre vi allerede har veert borti, men det er
ganske langt fordi vi enné ikke har gjort alle forberedelsene vi trenger. Veaer
oppmerksom pa at beviset bygger pa seksjon 4.7, og har du ikke lest den
seksjonen for, bgr du gjgre det na.
La oss fgrst minne om hva spektralteoremet sier.

Teorem 4.12.1 (Spektralteoremet for symmetriske matriser) Anta
at A er en symmetrisk n X n-matrise. Da er alle egenverdiene til A reelle,
og det finnes en ortonormal basis for R™ som bestar av egenvektorer til A.

Vi skal fgrst vise at alle egenverdiene og egenvektorene til en symmetrisk
matrise er reelle. Ngkkelen er dette enkle, men viktige resultatet:

Setning 4.12.2 Anta at A er en reell n X n-matrise og at x,y € C" er to
komplekse soylevektorer. Da er

(Ax) -y =x-(ATy)
Bevis: For alle sgylevektorer u,v € C" er
u-v=u'v

der produktet pa venstresiden er et skalarprodukt mens produktet pa hgyre-
siden er et matriseprodukt (ser du ikke dette med det samme, sa skriv ut
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begge sidene av formelen og husk at komplekse skalarprodukter inneholder
en komplekskonjugering i annen faktor). Bruker vi denne formelen samt
regnereglene for transponering og matriseprodukter, far vi

(4x) -y = (Ax)"y = (x"AT)y = x"(ATy)
Siden A er reell, er AT = ﬁ, og dermed far vi videre

x!(ATy) =x"(ATy) =x - (4"y)

g

Bemerkning: Argumentet ovenfor kan vere litt vanskelig a lese fordi no-
tasjonene for matriseprodukt og skalarprodukt er sa like. I mer avanserte
boker er det derfor vanlig 4 bruke andre mater & angi skalarprodukt pa,
f.eks. (x,y) istedenfor x - y. Med denne notasjonen kan resultatet ovenfor
skrives (Ax,y) = (x, ATy) og na blir det kanskje enklere & se hva setningen
sier — vi kan fgre matrisen A over pa den andre siden av skalarproduktet
forutsatt at vi transponerer den.

Vi tar med et viktig korollar av setningen ovenfor:
Korollar 4.12.3 En reell n x n-matrise er symmetrisk hvis og bare huvis
(Ax) -y = x - (Ay)
for alle x,y € R™.
Bewvis: Dersom A er symmetrisk, er
(Ax) -y =x- (ATy) = x - (4y)

ifglge setningen ovenfor.

Dersom A ikke er symmetrisk, finnes det minst ett par av indekser (i, j)
slik at den (4, j)-te komponenten a;; til A er forskjellig fra den (4, j)-te kom-
ponenten aj; til AT. Velger vix = e; og 'y = e;, far vi

(Ax) -y = aj; og x - (Ay) = a;j
Altsa er (Ax) -y # x - (Ay). O
Vi kan na vise det forste resultatet vi er pa jakt etter.

Setning 4.12.4 Dersom A er en symmetrisk (reell) n x n-matrise, sa er
alle egenverdiene til A reelle. De tilhgrende egenvektorene kan ogsa velges
reelle.
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Bevis: Anta at A er en (muligens kompleks) egenverdi for A med en (muligens
kompleks) egenvektor v. Da er

Av-v=(v) - v=Av-v)=)\v|?

Pa den annen side er (husk at vi ma bruke komplekse skalarprodukter siden
A og v kan veere komplekse)

Av-v=v-(Av)=v- (V) =A(v-Vv) = Av|?

(se punkt f) i setning 1.3.1 dersom du ikke skjgnner hvor komplekskonju-
geringen kommer fra). Dermed har vi Alv|? = A|v|?, og forkorter vi med
|v|?, far vi A = X som viser at A er reell. Det gjenstar & vise at det finnes
en reell egenvektor med egenverdi A. Dette kan gjgres pa flere mater — det
enkleste er kanskje a observere at siden det(Al, — A) = 0, sa har ligningen
(M, — A)x = 0 ifplge teorien var en ikke-null, reell lgsning. O

Den neste setningen er det fgrste spede skrittet pa veien mot eksistens-
delen av spektralteoremet — den viser at en symmetrisk matrise i hvert fall
har én (reell) egenvektor.

Setning 4.12.5 Enhver symmetrisk matrise A har minst én (reell) egen-
vektor.

Beuvis: Ifplge algebraens fundamentalteorem (Kalkulus, teorem 3.5.1) har det
karakteristiske polynomet P4(A) minst én rot. Det betyr at A har minst én
egenverdi, og ifglge setningen ovenfor er bade denne egenverdien og den
tilhgrende egenvektoren reelle. O

Denne setningen er brekkstangen vi trenger for & komme igang med
et induksjonsbevis for spektralteoremet. Beviset gar ved induksjon pa di-
mensjonen til rommet som matrisen virker pa. Disse rommene er generelle
underrom av R™, og for a fa induksjonsbeviset til a fungere, ma vi fgrst
generalisere symmetribegrepet til underrom.

Symmetriske lineseravbildninger

Husk (fra seksjon 2.8) at en lineeravbildning fra R™ til R™ er en funksjon
T :R" — R™ slik at

(i) T(ex) = cT(x) for alle c € R og alle x € R"
(i) T(x+y) = T(x) + T(y) for alle x,y € R”

Til enhver slik lineaeravbildning finnes det en matrise A slik at Ax = T(x)
for alle x € R™ (se setning 2.8.4), og vi har derfor stort sett arbeidet med
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matriser istedenfor linesgeravbildninger. I denne seksjonen trenger vi imidler-
tid & arbeide med lineseravbildninger definert pa underrom av R", og da er
det tungvint & bruke matriser istedenfor lineseravbildninger.

Vi begynner med & generalisere begrepet lineseravbildning til underrom.

Definisjon 4.12.6 Anta at H er et underrom av R™. En funksjon T : H —
H kalles en lineseravbildning dersom

(i) T(cx) = cT(x) for alle c € R og alle x € H

(1) T(x+y)=T(x)+ T(y) for allex,y € H

Vi skal ofte arbeide med lineseravbildninger som i utgangspunktet er
definert pa en stgrre mengde enn H (gjerne pa hele R™). Vi kan oppfatte
disse som linezeravbildninger fra H til H dersom T(x) € H for alle x € H.
I sa fall sier vi at T avbilder H inn i H.

Med korollar 4.12.3 som inspirasjon er det lett a definere symmetriske
lineseravbildninger.

Definisjon 4.12.7 En lineeravbildning T : H — H kalles symmetrisk der-
som
T(x) y=x-T(y) for alle x,y € H

Det er ogsa lett a generalisere begrepene egenverdi og egenvektor til
underrom:

Definisjon 4.12.8 En ikke-null vektor v. € H kalles en egenvektor for
lineeravbildningen T : H — H dersom det finnes et tall A € R slik at
T(v) = A\v. Tallet X kalles en egenverdi for T.

Bemerkning: Legg merke til at vi na bare tillater reelle egenverdier og
egenvektorer. Det er for & slippe & snakke om den komplekse versjonen av
underrommet H. Siden vi for gyeblikket kun er interessert i symmetriske
linegeravbildninger (som bare har reelle egenvektorer og egenverdier), taper
vi ikke noe pa a holde oss til det reelle tilfellet.

Det neste resultatet generaliserer setning 4.12.5 til symmetriske lineser-
avbildninger pa underrom. Beviset kan se ut som et skittent triks, men det
er faktisk eksempel pa en generell teknikk (men hva er en matematisk tek-
nikk annet enn et skittent triks som brukes mer enn én gang?) Synes du
beviset er mysterigst, kan det veere lurt a ta en kikk pa bemerkningen som
folger etter det (men bemerkningen forutsetter nok at du har pregvd a lese
beviset forst!)

Setning 4.12.9 Anta at H # {0} er et underrom av R™. Da har enhver
symmetrisk lineeravbildning T : H — H minst én egenvektor.
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Beuvis: Velg en ortonormal basis vy, Ve, ..., vy, for H. Vi kan skrive bildene
T(v1), T(va), ..., T(vy,) som linezerkombinasjoner av basisvektorene:
T(vi) = cuvit+eave+--+cnivm
T(ve) = ciavi+cve+ -+ Cnavm
T(Vm) = CcimVit+camVa+ -+ CmmVm

Siden basisen er ortonormal, vet vi fra setning 4.10.7 at
cij = T(vj) - vi

Tilsvarende er

cji = T(vi) - v;

Siden T er symmetrisk, er T(v;)-v; = v; - T(v;) = T(v;) - v;. Det betyr at
cji = ¢;j, og fplgelig er matrisen

C11 C12 T Clm

C21 €22 te Com
C pu—

Cml Cm2 - Cmm

symmetrisk. Vi vet fra setning 4.12.5 at C' har minst én reell egenverdi A
med tilhgrende (reell) egenvektor

z1
x2

Tm

Dette betyr at Cx = Ax, og skriver vi ut denne ligningen komponentvis, far
vi

T1C11 +x2C12 + ...+ TmCim = AX1
L1621 + X2Co9 + ...+ TmCom = AX9
T1Cm1 + T2Cm2 + ... + TmCmm = ATm

Vi er na kommet til poenget som er a vise at v = x1vy +2ovo + -+ Ty Vi
er en egenvektor for T med egenverdi A. Dette er bare et regnestykke (legg
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merke til hvordan vi bruker ligningene ovenfor):

T(v) = x1T(vy)+x2T(ve2)+ -+ 2, T(vp)
= zi(ciivi +eaiva+ - 4 Cmi1Vim)

+x2(c12V1 + c22Ve + -+ - + Cma Vi)

+$m(clmvl + comVve + -+ cmmvm)
= (:Ulcn + x9c12 + ...+ xmclm)vl

+(z1021 + 22022 + - . . + TypCom) Ve

+(-Tlcm1 + xoCmo + ...+ xmcmm)vm

= Ar1vi+Axe +vo...+ Ax; vy, = AV

Dette viser at v er en egenvektor med egenverdi A\, og dermed er beviset
fullfgrt. |

Bemerkning: Ved fagrste gyekast kan beviset ovenfor se ut som et umoti-
vert regnestykke som pa mystisk vis ender opp med det svaret vi gnsker oss.
Beviset har imidlertid en klar idé: Vi konstruerer en matrise C' slik at den
tilhgrende linezeravbildningen (la oss kalle den T) oppfarer seg pa akkurat
samme mate overfor basisen ej,es,...,e, 1 R™ som T oppfgrer seg over-
for basisen vi,vo,...,v,, i H. P4 grunn av setning 4.12.5 vet vi at T har
en egenvektor x. Vi konstruerer sa en vektor v som forholder seg pa akku-
rat samme mate til basisen vi,vsa,..., Vv, som x forholder seg til basisen
e1,es,...,e,. Da er det ikke sa merkelig at v er en egenvektor for T med
samme egenverdi som X.

Vi er nd kommet frem til de to siste resultatene vi trenger fgr vi kan
g4 lps pa selve beviset for spektralteoremet. Det fgrste skal hjelpe oss med
dimensjonsregnskapet.

Setning 4.12.10 Anta at H # {0} er et underrom av R™, og la a vere en
tkke-null vektor 1 H. Da er

H,,  ={xeH|x-a=0}
et underrom av R", og dim(H,1) = dim(H) — 1. Dersom vy, Va, ..., Vi €r
en basis for Hy1, sa er vy, va, ..., Vi, a en basis for H (dersom H,. = {0}

betyr dette at a alene utgjor en basis for H).

Bevis: At H,. er et underrom, sjekkes pa akkurat samme mate som i ek-
sempel 4.7.2. Vi overlater tilfellet der H,1 = {0} til leserne, og antar at vy,
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Vo, ..., Vi er en basis for Hyi. Var jobb er a bevise at vi, va, ..., vi, aer
en basis for H. Vi ma da sjekke at v, vo, ..., Vi, a er linezert uavhengige
og utspenner hele H.

Vi begynner med uavhengigheten. Vi ma vise at dersom

vy +ceavo+ -+ vy +da=0

saer cp =cg =---c; =d=0. Tar vi skalarproduktet med a pa begge sider
av formelen ovenfor og bruker at a-v; =0 (siden v; € H,. ), far vi

dlaj* =0
Siden a # 0, betyr dette at d = 0. Dermed star vi igjen med
vy +covo+ -+ v =0

og siden vip, va, ..., Vi er linesert uavhengig, betyr dette at ¢; = co =
--+-cx = 0. Vi har altsa vist at vi, v, ..., Vi, a er linesert uavhengige.

Det gjenstar a vise at vy, vo, ..., Vi, a utspenner hele H, dvs. at enhver
b € H kan skrives som en linezerkombinasjon av vy, va, ..., vk, a. Gitt en
b € H, lar vi p veere projeksjonen av b ned pa a (se figur 1 og husk setning
1.2.2).

Figur 1: Projeksjonen p av b ned pa a

Legg merke til at siden p = ta for et tall ¢, sa er b—p = b + (—t)a
med i H. I tillegg star b — p per konstruksjon normalt pa a, og er folgelig et
element i H,.. Siden vy, va, ..., Vi er en basis for H,., finnes det dermed
tall c1,co, ..., ¢ slik at

b—p=cvi+tcve+t- -+

Siden p er parallell med a, finnes det som allerede nevnt et tall ¢ slik at
p = ta. Dermed er

b=ta+cvi+cove+ -+ vy

Dette viser at vi,vo, ..., Vg, a utspenner hele H, og beviset er fullfgrt. O
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Det neste resultatet peker pa en viktig egenskap som skiller symmetriske
lineseravbidninger fra generelle lineseravbildninger, og som er helt ngdvendig
for & fa beviset for spektralteoremet til & fungere.

Setning 4.12.11 La H vere et underrom av R™ og anta at T : H — H er
en symmetrisk lineeravbildning. Anta videre at a er en egenvektor for T, og
la

H, ={x€eH|x-a=0}

veere det ortogonale komplementet til a + H. Da avbilder T underrommet

H, .1 inn i seg selv, dvs. at dersom x € Hyi, sa er ogsa T(x) € Hyi .

Bevis: Anta at v € H,1. Daer x-a =0, og siden T er symmetrisk, har vi
T(x)-a=x-T(a)=x-(Aa)=A(x-a)=0

der X er egenverdien til a. Dette viser at T'(x) € H,.. O

Bevis for spektralteoremet

Vi er na klare for a bevise spektralteoremet. For a fa induksjonsargumentet
vart til & fungere, ma vi bevise et litt mer generelt resultat:

Teorem 4.12.12 (Spektralteoremet for underrom) Anta at H # {0}
er et underrom av R™, og at T : H — H er en symmetrisk lineeravbildning.
Da har H en ortonormal basis som bestar av egenvektorer for T.

Bemerkning: Siden H = R” er et underrom av R” og alle symmetriske
n X n-matriser A definerer en symmetrisk lineseravbildning T ved T(x) =
Ax, ser vi at teoremet ovenfor medfgrer den opprinnelige versjonen av spekt-
ralteoremet i 4.12.1.

Beuvis for teorem 4.12.12: Vi beviser teoremet ved induksjon pa dimensjonen
til underrommet H. Anta forst at H har dimensjon 1. Da har H en basis som
bare bestar av én vektor v. Vi kan anta at |v| = 1 (hvis ikke bytter vi bare
ut v med ﬁ) Siden T(v) € H, ma det finnes et tall ¢ slik at T(v) = cv.
Men da er v en egenvektor med egenverdi ¢, og basisen som bare bestar av
v, er derfor en ortonormal basis av egenvektorer (ortogonaliteten er trivielt
oppfylt siden v ikke har noen basiskompanjonger a sta ortogonalt pa).
Anta sa at teoremet gjelder for alle underrom med dimensjon m og at H
har dimensjon m + 1. Ifglge setning 4.12.9 har en symmetrisk linezeravbild-
ning T : H — H i hvert fall én egenvektor a som vi kan velge til a4 ha lengde
1. Ifplge setning 4.12.11 avbilder T det ortogonale komplementet H,1 inn
i seg selv. Setning 4.12.10 forteller oss at H,: har dimensjon m, og ifglge
induksjonsantagelsen har dermed H, . en ortonormal basis vi,va, ..., vy, av
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egenvektorer for T. Ifglge setning 4.12.10 er da vy, Ve, ..., Vy,, a en basis for
H, og den bestar apenbart bare av egenvektorer. Siden a star ortogonalt pa
alle vektorer i Hy1 (og dermed spesielt pa vi,va,..., V), er basisen orto-
normal. O

Oppgaver til seksjon 4.12

1. En matrise kalles skjevtsymmetrisk dersom AT = —A. Vis at alle egenvediene til
en skjevtsymmetrisk matrise er imaginere (dvs. at de er komplekse tall pa formen
z = 1ib).

2. En kvadratisk matrise U kalles ortogonal dersom U~! = UT. Vis at dersom \
er en (reell eller kompleks) egenverdi for U, sa er |\| = 1. (Hint: Anta at v er en
egenvektor med egenverdi A, og regn ut Uv - Uv pa to forskjellige mater.)
3. Anta at A er en m x n-matrise.

a) Vis at B = AT A er en symmetrisk n x n-matrise.

b) Vis at alle egenverdieneAr, Ao, ..., A, til B er ikke-negative.

¢) Sett p; = V/A; og vis at det finnes en ortonormal basis vi,vs,..., v, slik at
2 . . .
N N_ ) pi hvisi=j
(Avi) - (Av;) = { 0 ellers

Tallene pq, pa, - - -, tbn, kalles singulerverdiene til A.
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Fasit

Fasit til seksjon 4.1
l.x=25y=—-5,2=12
2. a:z—%,y:—7,z:%
7

3. z velges fritt, y = 2z — %,x =z-3

4. Ingen lgsninger

5. x=1(a+2b+2c),y=1(2a+b+2c), z=1(2a+2b+c)

— 9 _ 57 _ 27
6.2=13, =65 2= 65

Fasit til seksjon 4.2
1. Alle unntatt C og F' er pa trappeform.

1 2 1 1 1 2 11 -2
2. a) 01 =3 |,b)[0 1 2 ],¢)l 0 1 -7
0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 2 1 1
o 1o 2
0 00 O
3.x:%,y:%,z:%
4.zkanvelgesfritt,x:fz,y:f%fg.

5. Ingen lgsninger

6. u kan velges fritt, men daer t =28 +u, y = -5 —u, 2 =9+ u.

7. Ja

8. Nei

9. u kan velges fritt, men daerz =3 —2u, y =1, 2 =2 — .

10. 60 biler i A, 40 biler i B og 20 biler i C.

Fasit til seksjon 4.3
1. Alle unntatt C og F' er pa redusert trappeform

10 0
10 10 31
2.a)<0 1>’b)<o 1 -3 2)’0) 8(1)(1)

OO O

O O oW

oo = O

137
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4. Ja
5. Nei
6. u kan velges fritt, men da ma man sette x = % — %u, y= % — 17‘5u, z= —% + 7

7. v og y kan velges fritt, de andre variablene er da gitt ved: z = 7 — y — 2v,
z2=26—"Tv,u =10 — 2v.

Fasit til seksjon 4.4

3 2 4 0
1. a) (_4 >,b) % ,c) b= —% +u —% der u € R, d) Ingen
3 3 3
lgsning

0 0
b) Lesning for h = 7: Vi kan velge z3 fritt, og da blir: 1 = 3, x5 = —2x3, x4 = 1.
1 0 1 1
5.a) [ 0 1 a®>-a—-2 1
0 0 —a’+a a
b) Entydig lgsning for a # 0 og a # 1, uendelig mange lgsninger for a = 0, ingen
lgsninger for a = 1.

10 -2 1
6.a) [ 0 1 1 -1

0 0 a?>+3a—4 3—3a
b) Entydig lgsning nar a # 1 og a # —4, uendelig mange lgsninger for ¢ = 1, ingen
lgsninger for a = —4.

Fasit til seksjon 4.5

1.a) 1 ( ;) _? ), b) 3 < _} ; ) c) Ikke inverterbar
0 —0.6 02 0.75 —-1.5 -0.25

2.a) | -1 0.2 0.6 |,Db) Ikke inverterbar, c) 1.25 —-1.5 —0.75 |, d)
1 02 -04 -0.5 1 0.5
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_5 1 _1
9 9 9
_1 5 _2
9 9 9
2 _1 4
9 9 9
3 -2 2
6.a)B =110 1 -1 |bz=5y=02z2=3
0o 2 1

¢) En lgsning for a # —3 (uansett b). Nar a = —3, er det uendelig mange lgsninger
nar b = £2, og ingen lgsninger nar b # £2,

da=-2,b=2,¢=6

Fasit til seksjon 4.6

1.b= —al—i—%ag

2. b= (—1)a; +2as + (—1)as
3. a) Ja, b) Nei, ¢) Ja
4. Koeffisientene er x; =
5. Koeffisientene er: x; = 1.2047, x5 = —0.2781, x3 = 0.0795, =4 = 0.3222.
6. Ja

7. a) Ja, b) Nei, ¢) Nei, d) Ja., e) Ja.

8. a) F.eks. vektor 1 og 3, b) F.eks de tre farste, c) F.eks. vektor 1, 2 og 4

9. a) Nei (for mange elementer), b) Nei (for fa elementer), c¢) Ja, d) Ja

0
10. a) Legg f.eks. til | 1
0

b) Legg f.eks. til

_ o o o

y

1L b) e = dvi+ dvaea = b - bvac ) 3
Fasit til seksjon 4.7

1. Det er mange riktige svar pa disse oppgavene.
a) For eksempel a;, as
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b) For eksempel i,
¢) For eksempel (0,1,2),(2,1,0)

3 -1
d) For eksempel 2 1, ( 0 )

-1
e) For eksempel (3,—1),(2,0)

a) 2, b) 2, ¢c) 2
5. v= \/§v1 + 2\/§v2

Fasit til seksjon 4.8
1 0 1 0

2. ( 11 ) ( 0 3 )
1 0 0 1

3. -1 1 0 0
0 0 1 0

Fasit til seksjon 4.9
a) 12, b)-5, ¢) -7

a)9,b) -9, c)-9
3.a) 1, b) 30, c) -4

11.d)x:%,y:%

Fasit til seksjon 4.10
Loa) A =1 A =3,v; = (‘1) :<
b) At = 3.h2 = —L,vi = (? ’
-1
))\1*5A2—1V1 (§>7V2 ( 1>
d))\1:2,V1:< 1>
1 -1
=14V =1-vE= (5 )= ( 5

. ; 2 2
M =d+idg=d-iv = < 1+ )’VQ‘ ( —1—i>

1 -1 -2
a) )\1:4,/\2:0,)\3:1,V1: 2 , Vo = 2 , V3 = 5
0 0 1
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1 4 —
b) /\1:—2,)\2:3,/\3:27V1: -1 , Vo = 1 , Vg = 1
0 -5

3 V5—1 V541
2 2
C))\lio,/\gi\/g,Agif\/g7V1: 1 , Vg = \/5—1),V3 \/54—1

-1 1 -1
. 2 1
4. a) Egenverdier \y = 3,\y = —2, egenvektorer vi = < 1 )V = < 9 ),
linezerkombinasjon x = %Vl - %V2
b) Egenverdier A\; = 5, \y = 3, egenvektorer v; = < } > , Vo = ( _} >, lineser-
kombinasjon x = —4vy + 2vo
1
c) Egenverdier Ay = 1,\y = —2, A3 = —1, egenvektorer v; = 0 |,vy =
1
1 1
0 |,vy= 6 |, lineszerkombinasjon x = —%vl + vo + %Vg
-1 b)

12 10
6. M= f(-Q 1)’D_<0 6)

7. Egenvektorene er vanligvis ikke de samme. Vektoren ( 1 ) er f.eks. en egenvek-

o ), men ikke for AT.

tor for matrisen A = ( 10

10. Egenvektorene til B er pa formen v = P~'u der u er en egenvektor for A.

5 1 1
12. )\1:5,)\22—3,)\3:—1,V1: 8 , Vo = 0 , V3 = 1
11 -1 -2

Fasit til seksjon 4.11
1oy = 47 46 (—1)", g = —4" — 4. (—1)"

2. z(t) = e — L3t y(t) = L5 4 Lle=3t

3. b) Egenverdiene er \y = 1 og A2 = 0.8. Egenvektorer: v; = ( 1 ),v2 =
()
1 1 {2\ [ 3-(08)"
o (3)=a(1) e () (3) - (5563)
d) 12 ganger

4.a) Egenverdier \; = 18,)\2 18, egenvektorer vy = < } ) Va2 = < _} >

)z, =5012)"+3(-%)" vn=5(8)" -3 (—1)" der 2, og y, er malt i millio-
ner.
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d) 50%

08 03
5'3)M_(o.2 0.7)
b) 500

3 -1
C)A11,A2%,V1(2),V2( 1)

d) z, =600 — 100 - (3)", yn, =400+ 100 - (3)"
e) P, =105(6 — 0.5" — 1.6 - 1.1" — 0.4 - (0.55)")
0 3 4
6.a)M=(1 0 0
010
8 2
b) Egenverdier \y = 2, A\ = —1, egenverdier vi = | 4 | ,vo=[ -2
1 1
Tn 1627 4+ 8- (—1)"
ol yn | = 82" -8 (—1)"
(zn> ( 2.7 4 4(—1)" )
1 0.1 0
7.a) M= 01 1 01
0 0.1 1
1 1
b))\lzl,)\gzl—k%,)q:l—%,vlz 0 , Vo = \/i , Vi =
—1 1

(+)

In 1 1
<) | ¥n ) = 3(zo —2) | 0 ) + (14 ) (Glwo + 20) + Fyo) | V2 )
1

Tn -1
1
F(1 = Y2y (L(ag + 20) — Lyo) [ —v2
1

d) ki =P k= V2
8. ¢) x(t) = 6000’1 — 1000201t y(t) = 2000 — 1000001

9. a) z(t) = 500e?(cost + 2sint), y(t) = 500e!(2 cost — sint)

b) x(t) = 1250 — 750e~**, y(t) = 625 + 3754

c) Modell a) gir y(¢) = 0 nar tant = 2, dvs. etter ca. 1.1 ar. Modellen i b) gir
grenseverdier 1250 og 625.

10. En utvidet versjon av denne oppgaven ligger pa
http://www.uio.no/studier /emner /matnat/math/MAT1110/v06/Obligl.pdf
med lgsningsforslag pa
http://www.uio.no/studier /emner /matnat/math/MAT1110/v06/Obligl Los.pdf



