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Kapittel 6

Multippel integrasjon

I dette kapitlet skal vi se pa integrasjon av funksjoner av flere variable. For
at ikke geometrien skal bli for komplisert og notasjonen for uoversiktlig, skal
vi hovedsakelig konsentrere oss om funksjoner av to og tre variable.

6.1 Dobbeltintegraler over rektangler

Vi skal forst se hvordan vi kan integrere en funksjon f(z,y) av to variable
over et rektangel R i zy-planet. Slike dobbeltintegraler kan brukes til sa
mangt, men i utgangspunktet er det lurt a tenke seg at f er en positiv

funksjon, og at vi gnsker a regne ut volumet under funksjonsgrafen og over
rektangelet R (se figur 1).

Figur 1: Volumet under grafen z = f(x,y)

A 2

z:f(a?,y)

A

La oss begynne med litt notasjon: Dersom R er rektangelet
R={(z,y) eR*|a<x<b c<y<d},

skriver vi ofte

R =la,b] x [¢,d]

3
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En partisjon 11 av R bestar av en partisjon
a=20< 21 <T9<...<Tp1<Tp=2"=0
av [a,b], og en partisjon
c=mn <Y < .. Ymo1 < Yn=d

av [c,d]. Vi tenker oss at denne partisjonen deler opp R i et rutenett som
vist pa figur 2.

A
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Ym—1

Y2
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o+
8

-
ot

2 Tp—1

Figur 2: En partisjon av R
Vi lar
Rij = [mi—1,2i] X [yj-1, Y]

vaere den ij-te ruten i denne oppdelingen (dvs. den i-te ruten nar vi teller i
x-retning, og den j-te nar vi teller i y-retning).

La oss na tenke oss at f : R — R er en begrenset funksjon (den kan
godt ha negative verdier, men vi skriver som om den var positiv). For a fa
en tilngerming til volumet under grafen til f, lar vi

mi; = inf{f(z,y) | (z,y) € Ri;}

og
M;; = sup{f(z,y) | (z,y) € Rij}

vaere henholdsvis infimum og supremum til f over R;;. Lar vi
|Rij| = (@i — zi—1)(y; — yj-1)
vaere arealet til ruten R;j;, ser vi at den nedre trappesummen
n m
N = my| Ry
i=1 j=1
og den gure trappesummen

O(I) = )~ Myj| Ry

i=1 j=1
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er henholdsvis en nedre og en gvre tilnserming til volumet under grafen til
f (dersom dette finnes!). Dersom vi kan fa disse verdiene sa neer hverandre
vi matte gnske ved a lage partisjonen fin nok, er det naturlig a definere den
felles grenseverdien til & veere integralet av f over rektanglet R.

Definisjon 6.1.1 Anta at R = [a,b] x [c,d] er et rektangel i R? og at f :
R — R er en begrenset funksjon. Da definerer vi gvreintegralet til f over R
som

/ f(z,y) dedy = inf{O(II) | IT er en partisjon av R}
R

og nedreintegralet til f over R som
// f(z,y) dedy = sup{N(II) | IT er en partisjon av R}

Dersom ffRf x,y) dedy = ff f(z,y) dxdy, sier vi at f er integrerbar
over R, og definerer (dobbelt)lntegralet til f over R til a veere

//Rf(a:,y) drdy = //Rf(x,y) drdy ://Rf(x,y) dady

Bemerkning: Vi skal skrive to integraltegn [[ i dobbeltintegraler for &
understeke at vi integrerer med hensyn pa to variable, men siden denne
skrivematen blir slitsom etterhvert, er det mange videregaende bgker som
bare bruker ett integraltegn. Pa samme mate skal vi veksle litt mellom be-
tegnelsene “integral” og “dobbeltintegral” — vi bruker “dobbeltintegral”
nar vi sammenligner dobbeltintegraler med andre integraltyper, men ngyer
oss ofte med “integral” ellers.

Legg merke til at disse definisjonen er helt analoge til dem vi har for vanli-
ge integraler (se Kalkulus, seksjon 8.2). Ogsa en del fundamentale regneregler
er som fgr:

Setning 6.1.2 Anta R = [a,b] x [c,d] er et rektangel i R%. Anta at f,g
R — R er integrerbare funksjoner og at k er en konstant. Da er

(i) kf integrerbar og [[pkf(z,y) dedy =k [[, f(z,y) dedy.

(it) f+ g integrerbar og [[n (f(z,y) +g(z,y)) dedy = [[ f(x,y) dedy +
fng(x,y) dxdy.

(i) Hvis f(z,y) < g(x,y) for alle (x,y) € R, er [[pf(x,y) dedy <
fng(ﬂs,y) dxdy.

Bevis: Vi overlater beviset til leserne. Se oppgavene til seksjonen for hint.O

Vi har na definert dobbeltintegraler over rektangler og sett pa deres
enkleste egenskaper. Vare neste oppgaver er
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(ii) a vise at alle kontinuerlige funksjoner er integrerbare
(ii) a finne metoder for a regne ut dobbeltintegraler

Vi begynner med den fgrste oppgaven.

Kontinuerlige funksjoner er integrerbare

For a vise at kontinuerlige funksjoner er integrerbare, trenger vi et begrep
som er viktig i mange sammenhenger.

Definisjon 6.1.3 Anta at f : A — R er en funksjon av n variable. Vi sier at
f er uniformt kontinuerlig pd en mengde B C A dersom det til enhver ¢ > 0
finnes en 6 > 0, slik at hvis u,v € B og lu—v| < 0, sa er |f(u) — f(v)| <e.

Ved forste gyekast er det ikke lett & se forskjell pa denne definisjonen
og definisjonen av vanlig kontinuitet. Nokkelen ligger i ordet “uniform” som
antyder at funksjonen skal veere “like kontinuerlig” i alle punkter, dvs. at
gitt en € > 0, kan vi finne en § > 0 som fungerer uansett hvor i mengden B
vi matte befinne oss. Med vanlig kontinuitet kan det tenkes at vi til samme
e ma bruke forskjellig & avhengig av hvor i mengden vi sjekker kontinuite-
ten, og at det ikke er noen § som fungerer i alle punkter. Et eksempel pa
en kontinuerlig, men ikke uniformt kontinuerlig funksjon av én variabel, er
f(r) = 22 med B = R — denne funksjonen blir brattere og brattere dess
stgrre x blir i tallverdi, og vi trenger derfor mindre og mindre § til & takle
samme €.

Er du fortsatt forvirret over sammenhengen mellom uniform kontinuitet
og vanlig kontinuitet, er det ikke sikkert det neste resultatet hjelper — det
sier at pa lukkede, begrensede mengder er det ikke noen forskjell pa de to
begrepene! Beviset bygger pa Bolzano-Weierstrass’ teorem (teorem 5.2.3).

Setning 6.1.4 Anta at K er en lukket, begrenset delmengde av R™. Enhver
funksjon f som er kontinuerlig pa K, er ogsa uniformt kontinuerlig pa K.

Bevis: Anta at f ikke er uniformt kontinuerlig pa4 K. Vi ma vise at da kan
f heller ikke veere (vanlig) kontinuerlig pa hele K. Siden f ikke er uniformt
kontinuerlig, finnes det en € > 0 slik at uansett hvor liten vi velger § > 0, sa
finnes det punkter u,v € K slik at j[u —v| < d, men |f(u) — f(v)| > €. Spe-
sielt kan vi for hver n € N, finne punkter u,, v, € K slik at |u, — v,| < %,
men |f(uy,)— f(vn)| > €. Siden K er lukket og begrenset, vet vi fra Bolzano-
Weierstrass’ teorem at {u,} har en delfplge {u,, } som konvergerer mot et
punkt u € K. Siden avstanden mellom u,, og v,, gar mot null, ma ogsa
Vp, ga mot u. Det er na lett a se at f ikke kan vaere kontinuerlig i u. Hadde
den veert det, ville (ifglge setning 5.1.7) bade f(uy,,) og f(vn,) gatt mot
f(u), men det er umulig siden |f(uy,,) — f(vy,)| > €. Dette viser at vi har
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funnet et punkt u € K der f ikke er kontinuerlig, og beviset er fullfgrt. O

Vi har na det redskapet vi trenger for a vise at alle kontinuerlige funk-
sjoner er integrerbare.

Teorem 6.1.5 Anta at R = [a,b] x [c,d] er et rektangel i R?, og at f : R —
R er kontinuerlig. Da er f integrerbar over R.

Bewvis: Siden enhver gvre trappesum er stgrre enn eller lik enhver nedre
trappesum (kan du bevise det?), sa er det nok a vise at for enhver ¢ > 0,
finnes det er partisjon II slik at @(II) — N(II) < e. Fra setningen ovenfor
vet vi at f er uniformt kontinuerlig pé R, sa det finnes en § > 0 slik at hvis
lu—v| <9, saer|f(u)— f(v) < > der |R| = (b —a)(d — c) er arealet
til R. Velger vi partisjonen sa fin at avstanden mellom to punkter i samme
delrektangel R;; alltid er mindre enn 6, ma M;; —m;; < Tal RI' Dermed er

O() = N(I) =3 > (M —mi)| Ryl < NS IRyl =

=1 j=1 =1 j=1
der vi har brukt at Y i, D7, |R;j| = |R| siden summen av arealene til alle
smarektanglene er lik arealet til det store rektanglet. O

Ovenfor har vi definert dobbeltintegralet ved hjelp av gvre og nedre
trappesummer. Som du sikkert husker fra teorien for vanlige integraler,
lgnner det seg ofte a tenke pa slike integraler som grensen for Riemann-
summer. Vi har et tilsvarende begrep for dobbeltintegraler. Dersom vi har
en partisjon II gitt ved

a=x20<x1<...<xp_1<xTp=">

c= Y <Y1 <... <Yn-1<Ym=4d,

kan vi lage et utplukk U ved a velge en c;; i hvert delrektangel R;;. Den
tilhgrende Riemann-summen er

=D fley)| Ryl
i=1 j=1
Legg merke til at siden m;; < f(ci;) < M;j, sa er
N(IT) < R(ILU) < 0(1)

Vi gnsker a vise at Riemann-summene nzermer seg integralet nar partisjonen
IT blir finere og finere. Som et mal pa finheten, bruker vi maskevidden som
er lik den lengste diagonalen i rektanglene R;; — med andre ord

) = o { /s~ 0y g5 5 1S i< 155 <)
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Setning 6.1.6 Anta at {II,,} er en folge av partisjoner av rektanglet R =
[a,b] x [c,d] slik at maskevidden |I1,| gar mot null, og la U,, vere et utplukk
for 11,,. For alle kontinuerlige funksjoner f : R — R er da

J[ #6.w) dody = i Ra1,.0,)
R n—oo

Bevis: Anta at e > 0 er gitt. Siden f er uniformt kontinuerlig og maskevidden
til partisjonene gar mot null, finnes det en N € N slik at hvis n > N, sa
er |f(z) — f(w)] < 1y for alle z, w som horer til i samme delrektangel Ry;.
Pa samme mate som i forrige bevis medfgrer dette at O(IL,,) — N(II,) < e.
Siden bade [[, f(z,y) dzdy og R(IL,, U,) ligger mellom O(IL,) og N(II,),
betyr dette at

/ /R f(z, ) dedy — R(IL,, U,)| < e

for alle n > N, og setningen er dermed bevist. O

Bemerkning: Setningen ovenfor gjelder faktisk for alle integrerbare funk-
sjoner f og ikke bare for de kontinuerlige. For a bevise dette ma vi vise
ulikheten O(II,,) — N(II,,) < € uten a bruke uniform kontinuitet. Den fglger
fra et generelt resultat som sier at dersom f er integrerbar, sa finnes det for
enhver € > 0 en 0 > 0 slik at hvis |II| < §, sa er O(IT) — N(II) < e. Det
krever litt fingerferdighet & bevise dette, men har du lyst til & prove deg,
kan du bruke beviset for lemma 8.5.6 i Kalkulus som modell.

Itererte integral

Vi har na definert integralet av en funksjon av to variable over et rektangel
og vist at alle kontinuerlige funksjoner er integrerbare, men vi har forelgpig
ingen effektive metoder for & regne ut dobbeltintegraler. For & finne frem til
slike metoder skal vi ta utgangspunkt i en annen idé for a regne ut volumet
under en funksjonsgraf.

Som tidligere deler vi intervallet [a,b] i n deler ved punktene
a=zro<x1 <9< ...<xIp =0

For hver x; tar vi et tverrsnitt av legemet normalt pa z-aksen (se figur 3).



6.1. DOBBELTINTEGRALER OVER REKTANGLER 9

Figur 3: Tverrsnittet A;

Arealet av dette tverrsnittet er

d
&:/ﬂ%w@

Tar vi dette arealet A; og ganger med lengden x; —x;_1 av det i-te intervallet,
far vi et volum som er sveert neer volumet til den delen av legemet som ligger
mellom x; 1 og x;. Ved & summere ser vi at

n d
f(@i,y)dy (z; — zi-1)
Z;! y)dy )

er en god tilnszerming til volumet og at denne tilnzermingen bgr bli bedre
dess finere partisjonen er. Vi bgr altsa ha

LT d
VY /f(a;i,y)dy (T — @i-1)
=1 %

Definerer vi en funksjon F' ved

d

F(z) = / f(y)dy

ser vi at .
S| [ fanndy| Ao = 3" Playas
=1 1% i=1

er en Riemann-sum for F'. Folgelig vil

izn;F(xi)Ax%a/bF(x)daza/b C/df(:z,y) dy| dz
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nar oppdelingen blir finere. Kombinerer vi de formlene vi na har, ser vi at
vi burde ha
b d
V= / /f(:c, y)dy | dz.
a (&

b

/ /d f(zy)dy| de

a

I dette uttrykket kalles

et iterert integral og det har folgende tolkning: Forst integrerer vi f(z,y)
som en funksjon av y mens vi later som x er en konstant. Deretter integrerer
vi resultatet som en funksjon av z (y har na forsvunnet fra uttrykket siden
vi har satt inn grensene y = ¢ og y = d).

I argumentet ovenfor kuttet vi opp volumet i skiver normalt pa z-aksen.
Ved isteden a kutte opp volumet i skiver normalt pa y-aksen, kan vi pa
akkurat samme mate komme frem til formelen

dT b

v=[| ] | dy

C a

Sammenligner vi de tre uttrykkene vi na har for volumet V', ser vi at

[ st dzay - /b /d f(ay)dy | do = /d /b f(, y)dz | dy
R a c c a

Fordelen ved de to siste uttrykkene er at de bare involverer ting vi kan,
nemlig vanlig integrasjon av funksjoner av én variabel. Vi har altsa redusert
integrasjon i to variable til to gangers integrasjon i én variabel.

For vi gjennomfgrer et fullverdig matematisk bevis for formlene ovenfor
(argumentet vi hittil har gitt, inneholder litt for mye gnsketenking om hva
forskjellige uttrykk “bgr” konvergere mot), skal vi se hvordan de brukes i
praksis.

Eksempel 1: Beregn [[ 2%y dzdy der R = [0,1] x [1,3]. Ifslge formelen
R

ovenfor er
371

I://:L"Qy dxdy:/ /:U2ydx dy

R 1 Lo
1
Integrerer vi [ 22y dx som om y var en konstant, far vi
0

1

1 =l 1 1
2 3 3 3

der = | = = _.1°.y=—=.0°-y==
/w ydx [3fv yLO 31y —3 y=3y
0
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Dermed er

3
1 21% 32 12 8 4
3 6], 6 6 6 3

La oss for treningens skyld ogsa regne ut integralene i motsatt rekkefglge:

173
I://ny dxdy:/ /332ydy dx
R 0 L1
3
Integrerer vi [ 22y dy som om z var en konstant, far vi
1
0
1 v= 1
/:E2y dy = | =z%y? = —g%.3% - Z2% 12 = 42?
2" ], 2 2
1

Altsa er

La oss se pa et eksempel til.

Eksempel 2: Beregn [ = [ y3e™’ dady der R =1[0,1] x [0,2].

R
Vi far
271 1 2
3 2 =1
I:/ /ye“:ydx dy:/[yexy} dy
Tr=
0o Lo 0
2
1 1,]?
2 2 0
0
2¢ 79 ¢ T =3 =9

Hvis du forsgker & regne ut dette integralet ved & integrere med hensyn pa
y forst, far du atskillig stgrre problemer. Det er faktisk ikke uvanlig at den
ene integrasjonsrekkefglgen gir mye enklere regninger enn den andre, sa det
kan lgnne seg & se skikkelig pa integralet for man begynner. )

Vi skal na bevise at vi virkelig har lov til & regne ut dobbeltintegraler ved
hjelp av iterert integrasjon. For & dekke fremtidige anvendelser er vi ngdt til
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& formulere resultatet for funksjoner som ikke ngdvendigvis er kontinuerlige.
Dette gjor at selve teoremet blir litt langt og kronglete, men beviset er
heldigvis ikke sa vanskelig.

Teorem 6.1.7 Anta at R = [a,b] x[c,d] er et rektangel iR? og at f : R — R
er integrerbar. Dersom funksjonen

y = f(z,y)

f(z,y) dy

er integrerbar over [c,d] for alle x € [a,b], sa er funksjonen F(z) =

0 —aq

integrerbar over [a,b] og

/ /R f(,y) dudy = /b /d f(,y) dy| da

Tilsvarende gjelder om vi bytter om variablene: Dersom funksjonen

T f(x,y)

b
er integrerbar over [a, b] for alley € [c,d], sd er funksjonen G(y) = [ f(x,y) dzx

a
integrerbar over [c,d] og

/ /R f(,y) dedy = /d /b f(z,y) do | dy

Fgr vi beviser teoremet, formulerer vi et resultat for kontinuerlige funk-
sjoner som er lettere a fa oversikt over (funksjonene som inngar er automatisk
integrerbare).

Korollar 6.1.8 Anta at R = [a,b] x [c,d] er et rektangel i R? og at f : R —
R er kontinuerlig. Da er

//Rf(%y) dwdy:/b /df(fc,y) dy da:=/d /bf(af,y) dz | dy

Bevis: Alle kontinuerlige funksjoner (bade i én og to variable) er integrerba-
re, og betingelsene i teoremet er derfor oppfylt. O

Bevis for teorem 6.1.7: Vi ngyer oss med & vise den fgrste halvdelen av
teoremet — den andre vises pa akkurat samme mate med x-er og y-er byttet
om.
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Vi starter med en partisjon II av rektanglet R gitt ved
a=20< 11 < ...<Tp1<xp,=2>

c=yYo<y1 <...<Ym-1<Ym=4d

og lar P veere partisjonen av intervallet [a, b] gitt ved
a=20< 11 < ...<Tp1<xp,=2>

(vi bruker altsa de samme x-delepunktene som i II). Vi lar N(IT) og O(II)
veere henholdsvis nedre og @gvre trappesum for f med hensyn pa II, og vi
lar n(P) og ¢(P) veere henholdsvis nedre og gvre trappesum for funksjonen
F(x) = fcd f(x,y) dy med hensyn pa P. Observer at dersom vi kan vise at

N(IT) < n(P) og o(P) < OM),

sa vil det folge at F er integrerbar pa [a, b] og at

/F dm—/ f(z,y) dzxdy

(dette er fordi f er integrerbar over R, og vi derfor kan fa bade N(II) og
O(II) sa neer [ f(z,y) dedy vi matte gnske).

La oss vise at ¢(P) < O(II) — den andre ulikheten N (II) < n(P) bevises
pa akkurat samme mate og overlates til leserne. Per definisjon er

ZN — Ti— 1

der
NZ' = sup{F(x) ’ T € [mi_l,xi}}

For alle z € [z;,z;—1] er

/fwydy—Z/fwy Si Yi — Yi-1)

der M;; som vanlig er supremum til f(z,y) over rektanglet R;;. Dermed er

0gsa
m
<> Mi(y; — yj—1)
j=1

og vi far

og teoremet er bevist. O
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Dobbeltintegraler i MATLAB

Det er lett & bruke MATLAB til & regne ut dobbeltintegraler over rektang-
ler, men kommandonavnene kan virke litt mystiske forste gang du ser dem.
Den grunnleggende kommandoen er >> dblquad. Her star dbl for “double”,
mens quad star for “quadrature”, et gammelt ord for integrasjon. I tillegg
ma du fortelle MATLAB hvilken funksjon du vil integrere, og da kan du
f.eks. bruke funksjonstilordningskommandoen @. For & integrere funksjonen
f(z,y) = 2y over rektanglet R = [0,1] x [~1,2], skriver vi

>> dblquad(@(x,y)x."2.%xy,0,1,-1,2)

og far svaret

ans =
0.5000

Legg merke til syntaksen i kommandoen: Fgrst skriver vi @(x,y)x."2.*y
for a definere funksjonen, deretter kommer grensene i z-retning, 0 og 1, og
til slutt grensene i y-retning, -1 og 2.

Skal du arbeide mye med et litt komplisert funksjonsuttrykk, kan det
lgnne seg a lagre funksjonsuttrykket pa en m-fil og bare kalle pa filnavnet.
Vil du gjgre dette med funksjonene ovenfor, lager du en m-fil integrand.m
med dette innholdet

function z=integrand(x,y);
z=x."2.%y;

og utfgrer beregningene ved a skrive

>> dblquad(@integrand,0,1,-1,2)

6.2 Dobbeltintegraler over begrensede omrader

Hittil har vi bare definert dobbeltintegraler [[ f(z,y)dzdy nar R er et rek-
R

tangel, men i praksis ma vi ofte integrere over mer kompliserte omrader. Vi
skal na se hvordan dette kan gjores.

For & slippe & begynne helt pa nytt skal vi bruke et knep som knytter de
nye integralene til dem vi allerede har definert. Anta at vi gnsker a integrere
en funksjon f over et begrenset omrade A. Vi plukker forst ut et rektangel R
som er stort nok til & inneholde A. Deretter definerer vi funksjonen f4: R —
R ved

f(z,y) hvis (z,y) € A
fa (Hf, y) =
0 hvis (z,y) € A
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Vi sier at f er integrerbar over A hvis f4 er integrerbar over R, og i sa fall

definerer vi
[ s sy = [ sa.) dody
A R

Bemerkning: Strengt tatt burde vi vise at definisjonen ovenfor ikke avhen-
ger av hvilket rektangel R vi bruker (sa lenge det inneholder A). Vi overlater
dette til de ivrigste leserne.

Figur 1 viser et eksempel pa en funksjon f4. Denne funksjonen er “tvun-
get” til a veere 0 utenfor en ellipse i planet.

Figur 1: En funksjon f4.

Vi skal forelgpig ikke g& nsermere inn pa de teoretiske aspektene ved
dette integralbegrepet, men never bare at siden vi na ogsa ma ta hensyn til
hvor komplisert mengden A er, er denne teorien mer innviklet enn den vi sa
pa ovenfor. La oss fgrst konsentrere oss om de problemene som oftest dukker
opp i praksis.

Anta at ¢1,¢2: [a,b] — R er to kontinuerlige funksjoner av én variabel
slik at ¢1(x) < ¢a(x). Vi far da definert et omrade A i planet ved

A={(z,y):a <z <b ¢1(x) <y < o)}

(se figur 2).
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Y = ¢a()

/

Figur 2: Omrade av type I

Vi skal si at et slikt omrade er av type 1. Fglgende resultat er intuitivt
rimelig, og vi skal forelgpig bruke det med bare “et halvt” bevis.

Setning 6.2.1 Anta at A er av type I, og at f: A — R er kontinuerlig. Da
er f integrerbar over A og

[ st dzay - /b @/(x)f(:c,y) dy| da
A a |é1(x)

Bevis: Vi putter A inn i rektanglet R = [a,b] X [¢,d]. Det er lett a sjek-
ke at funksjonen y — fa(x,y) er integrerbar over [c,d], sa setningen ville
ha fulgt fra teorem 6.1.7 dersom vi bare visste at f4 var integrerbar over
R = [a,b] X [c,d]. Dette er lettere a vise nar vi har utviklet litt mer maski-
neri, sa vi utsetter denne delen av beviset til seksjon 6.6. |

Eksempel 1: Regn ut [[(z + y?) dedy der
A

A={(z,y):0<x <1 og z<y<e’}

Ifplge teoremet ovenfor er

e®

1
//(x+y2)dxdy / /az—i—y dy | dx
A 0

xT

Vi regner ut det innerste integralet:

e’ x

371Yy=¢ 3z 3

+y°)ay = |y + =xe +L—$ .
T 2y 4 y T 2

3 ly=s 3 3

T

Setter vi dette inn i uttrykket ovenfor, far vi

! 3
//(a:+y da:dy—/(ﬂse +—x2—g>dx
A 0
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De tre siste integralene kan regnes ut direkte, men pa det forste ma vi bruke
delvis integrasjon. Vi setter u = x, v = e* og far v’ = 1, v = €®. Dette gir

1

1 1
/:):exdx—[x-ex]é—/l-exdx— [xex—el} =
0
0 0

=1-el—e'—0-2 4+ =1

Dermed er
1
3z 1.3
//xewdx:/<:rex+3—x2—3>dx:
A 0
14 et g3 xt 1_1+€3 1 1 1_17+ 3
B 9 3 3-4), 9 3 12 9 36 9

Vi skal na se pa en annen situasjon der x-aksen og y-aksen har byttet
roller. Vi sier at en mengde A C R? er av type II dersom det finnes tall ¢, d,
der ¢ < d, og to kontinuerlige funksjoner 91,9 [c,d] — R, der ¢ (y) <
o (y) for alle y € [c, d], slik at

A={(z,y):c<y<d og YPi(y) <z <a(y)}
(se figur 3).

z = P1(y) —— x = a(y)

Figur 3: Omrade av type II

Vi har fglgende parallell til setning 6.2.1.
Setning 6.2.2 Anta at f: A — R er kontinuerlig, og at
A={(z,y):ic<y<d og Pi(y) <z <a(y)}
er av type II. Da er f integrerbar over A og
d | ¥2(y)

[[sewaay=[| [ s ay
A

¢ |¥i(y)
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Bewis: Identisk med beviset for 6.2.1 med z og y byttet om. O

Eksempel 2: Regnut [/ xy? drdy der A er omradet avgrenset av x-aksen
A

og de to grafene y = 22 og y = 2 —  for > 0. Figur 4 viser omradet A.

(1,1)

Yy =Tr—- %yIQ—(L’

X

2

Figur 4: Omradet i eksempel 2

Dette omradet er av type Il siden det ligger klemt mellom to funksjonsgrafer
og ytterpunktene y = 0 og y = 1. For a finne funksjonsuttrykkene ¢ (y) o
Yo(y) ma vi lgse ligningene y = 22 og y = 2 — = med hensyn pa z. Vi far
Ui(y) =V, Ya(y) =2 —y. Altsd er

1

// oy dady = / [ /j; dm] iy =
|
(30
(5-

J:2y2 dy =

N | =

l\DM—l

7 - 5P dy =

I
O O~ O—_

4 5 1
Y Yy 94,23
J _ 2 2 dy = e z
B) y+y> Y= [10 8?/ +3?J .
1 5 2 17
= ——74»7 = —
10 8 3 120 &

Ved & bryte et komplisert omrade opp i enklere deler, kan vi integrere
over omrader som er atskillig verre enn type I og type II. Figur 5a) viser et
eksempel — omradet A er hverken av type I eller II, men deler vi det opp
som vist i figur 5b), far vi tre deler som alle er av type I. Vi kan da regne
ut [[ f(z,y) dxdy ved hjelp av formelen

A

[ swwasay = [[ s asay+ [[ ) dzay+ [[ 1ep)asay
A Aq Ao As
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og teknikkene ovenfor.

A

i

Figur 5: Oppdeling av integrasjonsomradet

La oss avslutte denne seksjonen med et eksempel som viser behovet for
a integrere over andre omrader enn rektangler. Det viser ogsa de lange og
ganske kompliserte utregningene vi ofte far.

Eksempel 3: Vi skal regne ut volumet som ligger over xy-planet og under
grafen til f(x,y) = 1 — 22 — 4y?. Denne funksjonen er en paraboloide med
snuten oppover, og den er positiv nar z? + 4y? < 1. Legg merke til at
22 + 4y% = 1 er en ellipse med store halvakse a = 1 langs z-aksen og lille
halvakse b = % langs y-aksen, og vi gnsker altsé a integrere over innsiden av
denne ellipsen (se figur 6).

04
02
02
0.4

L L L L L L L L L
08 06 04 02 0 0z 04 08 08 1

Figur 6: Integrasjonsomradet.

Integrerer vii y-retning fgrst, ma vi integrere fra den nedre “halvellipsen”
Yy = —%\/1 — 22 til den gvre y = %\/1 — 22, mens den ytre integrasjonen i
z-retning gar fra —1 til 1. Volumet V er altsa gitt av integralet

1 % 1—22

V:/ /_ (1— 22— 49?) dy| da

-1 -1 /1=52

N
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Integrerer vi med hensyn pa y, far vi

1
4 y=53Vl-z
VZ/[(y—ny—3y3] da =
—1

2 a7 2

[[om =362

2 2 3\2

1 1, 4 (1 3
— | —=zV1i-224+ -a*V1—-224+ - | V1 —2? dx =
1
:/(\/1—m2—$2\/1—x2—;(1—x2)3/2> dx =
“1

1 1
1 2
= / <(1 - x2)m— g(l - x2)3/2> dx = / 5(1 — 2232 da
For & lgse dette integralet, setter vi u = arcsinz. Da er x = sinwu, dz =

cosu du og de nye grensene er arcsin(—1) = —F og arcsin(1) = 7. Dermed
har vi

w/2 /2

1
2 2 2
V:/3(1—$2)3/2 dac:§ /(l—sinzu)3/2008udu:3 / cost u du
-1 —7/2 —m/2

Trigonometriske integraler av denne typen dukker ofte opp nar vi lgser dob-
beltintegraler, og det kan veere lurt & ta en titt pa seksjon 9.4 i Kalkulus
som (blant annet) gir en innfering i hvordan man lgser slike integraler. I
integralet ovenfor er det lurt & bruke formelen for cosinus til den dobbelte
vinkelen baklengs: Vi har cos2u = 2cos?u — 1 som gir cos?u = W

Setter vi dette inn i integralet ovenfor, far vi

w/2 w/2

2 2 1 2u\ 2
V:3/0084udu:3 / <+02osu> du =
—7/2 —7/2
w/2
1
=5 /(1+2cos2u+cos22u)du:
—7/2
) /2 ) w/2 ) w/2
:[u+sin2u] + - / c0822udu:z+f / cos? 2u du
6 )2 6 6

—7/2 —7/2
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For a lgse det siste integralet, bruker vi igjen formelen for cosinus til den
dobbelte vinkelen baklengs, og far cos? 2u = %. Dermed er

/2 /2
1 1
V:76T+6/cos22udu:g+12 (1 + cosdu) du =
—7/2 —7/2
T 1 1. A /2 T, T
= — —_— — — S = — - =
6 12", 612 4

[ )

Regnestykket ovenfor er langt og komplisert, men problemene vi stgter pa
er ganske typiske for dobbeltintegraler. Med litt trening leerer du & beherske
dem.

Mer om dobbeltintegraler i MATLAB

MATLAB kan ogsa brukes til & regne ut dobbeltintegraler over mer generelle
omrader. Teknikken vi bruker, ligger tett opptil definisjonen. Hovedtrikset
er at MATLAB-kommandoer av typen (f(x,y)<=g(x,y)) (legg merke til
de ytterste parentesene) definerer funksjonen

1 hvis f(z,y) < g(z,y)
F(z,y) =
0 ellers

Skriver vi f.eks. (x."2+y."2<=1) (legg igjen merke til de ytterste parente-
sene!) har vi definert en funksjon

1 hvisz?4+¢y?<1
F(z,y) =
0 hvisa?+9%>1

Skriver vi na (x.73-y."2).*(x."2+y."~2<=1) har vi dermed definert funk-
sjonen
23 —y? hvisa?+y? <1
G(CL‘, y) =
0 hvis 22 4+ y% > 1
Det er akkurat slike funksjoner vi trenger for a regne ut integraler over
generelle omrader.

La oss bruke MATLAB til a regne ut integralet i eksempel 1 ovenfor,
dvs. [[,(z +y?) dedy der

A={(z,y) : 0<z<logzx<y<e}
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Vi ma fgrst finne et rektangel R som omfatter mengden A. Siden den minste
verdien y kan ha i omradet vart er 0 og den stgrste er e! = e < 3, kan vi
f.eks. bruke R = [0, 1] x [0, 3]. For a fange opp betingelsen = < y, innferer
vi funksjonen (x<=y), og for & fange opp betingelsen y < e”, innfgrer vi
funksjonen (y<=exp(x)). Uttrykket

(x+y."2) . *(x<=y) . * (y<=exp(x))
vil dermed fange opp den funksjonen vi er interessert i. For & utfgre integra-
sjonene, skriver vi

>> dblquad(@(x,y) (x+y."2) .*(x<=y) .*(y<=exp(x)),0,1,0,3)

ans =
2.7040

La oss ogsa prgve oss pa integrasjon i eksempel 3. Her skal vi integrere

f(z,y) =1 — 2% — 4y? over omradet 22 + 4y% < 1. Vi vet at ellipsen har
1

sentrum i origo og halvakser a = 1, b = 3, sa hele omradet ligger inni
rektanglet R = [—1,1]x[—3, 2]. For 4 regne ut integralet, gir vi kommandoen

>> dblquad(@(x,y) (1-x."2-4xy."2) .*(x. " 2+4*y."2<=1),-1,1,-0.5,0.5)

ans =
0.7854

6.3 Dobbeltintegraler i polarkoordinater

I en del dobbeltintegraler er det enklere a uttrykke integranden eller inte-
grasjonsomradet (eller begge deler) ved hjelp av polarkoordinater, og da er
det som regel ogsa enklere a utfgre integrasjonen i polarkoordinater.

15 El s [ T T

Figur 1. Partisjon i polarkoordinater

Nar vi arbeider i polarkoordinater, er det naturlig & bruke en annen type
partisjoner enn nar vi arbeider i vanlige (kartesiske) koordinater. Istedenfor
a bruke et rutenett definert av konstante x- og y-verdier, er det naturlig
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a bruke ett med konstante r- og #-verdier. Figur 1 viser et slikt rutenett
der sirklene svarer til faste r-verdier og stralene ut fra origo svarer til faste
f-verdier.

For vi gar videre, lgnner det seg & finne en formel for arealet til rutene i
nettet. Vi minner fgrst om at arealet til sirkelsektoren i figur 2a) er %7“2A9
(forutsatt at vinkelen males i radianer). Husker du ikke dette, er formelen
lett & utlede: Arealet til hele sirkelen er w12, og den delen vi ser pa, utgjor %
av det hele, og har fglgelig areal 2 - %f = %’I“QAH. Arealet til “ruten” i figur
2b) er differensen mellom to sikelsegmenter som begge har samme vinkel
Af, men der den stgrste har radius ry og den minste radius r1. Arealet er

dermed
1, 1, 1 .
A= §r2A9 — §T1A0 = 5(7’2 +71)(r2 —1m1)A0 = r*ArAd

der r* =
radiene.

a) b)

% er den midlere radien og Ar = ro — 71 er differensen mellom

r /
Figur 2: Et arealelement i polarkoordinater

Anta na at vi har et “rektangel” S i polarkoordinater, dvs. et omrade i
planet avgrenset av sirkelbuene r = a, r = b og stralene 0 = «, § = 3. En
partisjon

a=rg<r<...<rp_1<rpn==
a=0 <0 <...<0p_1<0,=0

av S gir opphav til en oppdeling som vist pa figur 3.

Figur 3: Rutenett i polarkoordinater
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Hvis S;; er den ij-te ruten i denne oppdelingen (den som inneholder
punkter (r,0) der 7,1 <r <r; og 0;_1 <0 <0;), sa vet vi fra utregningen
ovenfor at arealet til S;; er

|Sij] = rij(ri = ric1)(05 — 0-1)

TitTiol er den midlere radien. Det naturlige midtpunktet i S;; er

der Tfj = "
punktet med polarkoordinater (r};,0;;) der 0;;+ = %. Dette punktet
har vanlige koordinater (z};,y;;) = (rj; cos6;;,77;sin0;;), og har vi en (po-
sitiv) funksjon f definert pa S, ser vi at volumet under funksjonsgrafen er
tilnsermet gitt ved .

VY d flaguhlsil =

i=1 j=1

n m
= Z Z f(rij cos 035, 35 sin 035)r75(ri — rie1)(0; — 05-1)
i=1 j=1
Dette er en Riemann-sum for funksjonen f(r cos@,rsin@)r over rektangelet
R = [a,b] X [a, (], og nar oppdelingen blir finere og finere, vil den naerme
seg integralet

// f(rcosf,rsin@)r drdd
R

(legg merke til faktoren r som har kommet inn i tillegg til funksjonen f!)
Dermed burde

V:// f(rcosf,rsin@)r drdfd
R

Pa den annen side — dersom vi ikke hadde byttet til polarkoordinater, men
holdt oss til  og y, ville volumet veere gitt som

V= // f(x,y) dudy
S
og vi har dermed

//Sf(x,y) dxdy = //Rf(r cosf,rsin@)r drdf

der S er integrasjonsomradet beskrevet i vanlige koordinater, og R er inte-
grasjonsomradet beskrevet i polarkoordinater.

Argumentet ovenfor er ikke et matematisk bevis siden det baserer seg pa
“ikke-matematisk” intuisjon om hva volum er, men det kan veere liten tvil
om at konklusjonen er riktig. Vi formulerer den som en setning.

Setning 6.3.1 Anta at S er et omrade i xy-planet som i polarkoordinater
kan beskrives ved ulikhetene a < r < b, a < 0 < 3. For enhver kontinuerlig
funksjon f: S — R er da

//Sf(x,y) dwdy_//Rf(TCOSHWSiHH)TdrdQ
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der R = [a,b] X [a, B]. Med andre ord

//Sf(x,y) dxd?/Z/b /ﬁf(rcose,rsin,g)r 20| dr —

b

B
—/ /f(rcosﬁ,rsinﬁ)r dr| df

a

Vi skal ikke gi et formelt bevis for denne setningen na siden den vil fglge
fra et mer generelt resultat om skifte av variabel som vi skal bevise i seksjon
6.7. Isteden ser vi pa et eksempel.

Eksempel 1: Vi skal regne ut [[In(z%+y?) dzdy der S er omradet i forste
S
kvadrant avgrenset av z-aksen, linjen y = x og de to sirklene z2 + y? = 4,

x? + 3% = 16. I polarkoordinater kan A beskrives ved

2<r<4 og 0<o<

NTEN

Setningen ovenfor forteller oss at

™

4 1 4
//lnx + 92 dxdy—/ /lnrQ-rdH drzZ/rlnerr
2 2

Dette integralet kan vi Igse ved delvis integrasjon. Vi setter u = Inr?, v’ = r

s 52 2
ogfaru' =%, v = 21" Dermed er

4 4
1 4 274

/rlnr2dr: |:’I“21117‘2:| /rdr:8-ln1621n4 [r} =28In2—-6
2 2 2y 212

og vi far

4
//ln(x2+y2)dxdy—2/rlnr dr*77rln2—3§

&

Vi kan ogsa bruke polarkoordinater pa mer generelle omrader enn de vi
har beskrevet ovenfor. En type som ofte dukker opp, er den vi ser i figur 4
— her ligger 6 mellom to faste grenser « og (3, mens r er begrenset av to

funksjoner ¢1(6) og ¢2(6).
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yl

Figur 4: Et omrade i polarkoordinater

Setning 6.3.2 La S vere et omrade i xy-planet som i polarkoordinater kan
beskrives ved at o < 0 < 3 0og $1(0) < r < ¢o(0), der ¢1,¢2 : [, 5] — R
er to kontinuerlige, ikke-negative funksjoner slik at ¢1(x) < ¢o(x) for alle
x € [a,3]. Da er

B | ¢2(0)
// flx,y) da:dy:/ / f(rcosO,rsin@)r dr| df
S
o |p1(9)

Ogsa dette resultatet vil fglge fra det generelle resultatet om skifte av
variable, sa vi tar ikke med beviset her. Isteden ser vi pa et eksempel.

Eksempel 2: Vi skal regne ut [/ y+ = dxdy der S er omradet i forste
y

Ve

kvadrant avgrenset av parabelen y = 22 og linjene y = %x ogy =z (se
figur 5).

Figur 5: Integrasjonsomradet i eksempel 2

Vi ser at integrasjonsomradet et avgrenset av verdiene § = & og 0 = 7

6
(tilsvarende de to linjene y = @x og y = x). Holder vi 0 fast og lar r variere,

ser vi at vi kommer inn i integrasjonsomradet ved » = 0 og gar ut av det
nar vi treffer parablen y = z2. I polarkoordinater blir denne ligningen til

rsind = r2cos? 0, som gir r = 389 Integrasjonsomradet er altsa gitt ved
cos? 0

<9< og O§r<sme

~ cos?6

IS

T
6
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Integralet blir dermed (husk r-faktoren!)

T sin 6 T sin 6

4 cos2 0 . 0 4 cos2 6
[://ydq;dy:/ / rsm r dr d0:/ / rsin@ dr| df
IS $2_|_y2 J , T J 5
6 6

Integrasjon med hensyn pa r gir

ENE]

sin 6
2 = os2 i3
" sin ewzl/Sngw
2 —0 2 ) cos*f

Skriver vi om det siste integralet slik:

~
I
B \Nﬂ

SIE]

s E

4
1 [ sin 0 1 1—cos 0) sin 0
I=- - df
2 / cos46’ 2 / cost @ ’

ol

ser vi at u = cosf er en naturlig substitusjon. Den gir

V2 V2
1 —1) 1 /1 1
122/ u4 du:2/(u2_u4> du =
3 £

1 1 11 1 1 2v3 18+v/3 5V 3 2
JLL i L s L V8 18VE) 5vE V2
21 u  3ud 5 2 3 3 39

Vi tar ogsa med et eksempel der vi ma arbeide litt for & finne grensene.

Eksempel 3: Vi skal integrere funksjonen f(x,y) = v/ + y? over omradet
S gitt ved 22 — 2z +y? < 0. Vi har lyst til & skifte til polarkoordinater fordi
integranden da blir s& mye penere. Spgrsmalet er hvordan omradet S kan
beskrives i polarkoordinater. Vi ser fgrst at dersom vi fullfgrer kvadratet,
kan ulikheten 22 — 2z +y? < 0 skrives (z —1)2+y? < 1 som er en sirkelskive
med sentrum i (1,0) og radius 1. Pa figur 6 har vi tegnet inn denne sirkelen
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og en vinkel #. Vi er interessert i hvor langt vi kan ga i f-retning og fortsatt
holde oss innenfor omradet, dvs. vi er interessert i lengden pa linjestykket

OB.

7
AL/

Figur 6: Integrasjonsomradet i eksempel 3

Vi ma bruke litt geometri. Trekk normalen fra A(1,0) ned pa linjestykket
OB. Den treffer OB i et punkt C som ligger midt mellom O og B (hvorfor?),
og ved definisjonen av cosinus er |OC| = |OA|cosf = cosf. Siden OB er
dobbelt sa lang, har vi |OB| = 2cosf. Det betyr at starter vi i O og gar
i en fast f-retning, gar vi inn i integrasjonsomradet S nar r = 0 og ut nar
r = 2cosf. Legg ogsa merke til at de #-verdiene som gir punkter i omradet
S, ligger mellom —3 og 7. Vi far dermed dette integralet

2cosf

I:/ f(z,y) dedy = /f(rsin@,rcos@)rdr df =
s

|
SIE \_,w\ﬂ

7 2(:056’
= / r? dr
3
der vi i siste skritt har brukt at + y2=r.

Det gjenstar bare & regne ut mtegralet. Vi far forst

% 2cos @ % o %
3 r=2cos 6 8
1:/ / r? dr dH:/[] d = /cos 6 do
31,20 3
-3 Lo -3 -3

Dette integralet lgser vi ved & skrive cos® = (1 — sin? ) cos § og sa substi-
tuere u = sin @, du = cos 6 df. Dette gir

3 1

2
I:8/(1—sin29)c059d9:2/(1—112)(1“:

n ~1
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Trigonometriske integraler av den typen vi har sett i de to siste eksemp-
lene, er ganske vanlige nar vi vi bruker polarkoordinater til & lgse dobbeltin-
tegraler. Synes du slike integraler er vanskelige, finner du noen tips i seksjon
9.4 1 Kalkulus. Se spesielt pa de eksemplene som omhandler integraler pa
formene

/ sin" z dx, / cos" x dx og / sin™ x cos™ x dx

6.4 Anvendelser av dobbeltintegraler

Vi har allerede papekt at dobbeltintegraler kan brukes til a regne ut volumer
— dersom f er en positiv funksjon pa omradet A, er V = [[, f(z,y) dzdy
volumet mellom funksjonsgrafen og omradet A. I denne seksjonen skal vi se
pa noen andre anvendelser av dobbeltintegralet. Det er ikke sikkert at det er
de anvendelsene vi har tatt med nedenfor, du kommer til & ha mest bruk for,
sa det viktigste med dette avsnittet er ikke a pugge formlene utenat, men a
leere seg & stille opp dobbeltintegraler i praktiske situasjoner. Avsnittet gir
ogsa flere eksempler pa hvordan man regner ut dobbeltintegraler.

Arealberegninger i planet

La oss begynne med arealer. Dersom funksjonen f er konstant lik 1, er
volumet under funksjongrafen lik arealet til det omradet vi integrerer over
(volum er lik grunnflate ganger hgyde). Arealet til et omrade A er derfor

gitt ved
areal(A) = // 1 dzdy
A

(forutsatt at integralet eksisterer, men dette er spgrsmal vi skal se naermere
pa i seksjon 6.6). La oss se pa et eksempel.

Eksempel 1. En kurve er gitt i polarkoordinater ved r» = sin g, der 0 <6<
2m. Vi kan tegne kurven i MATLAB ved hjelp av kommandoene

>> t=linspace(0,2%pi,200);
>> x=sin(.5%t) .*cos(t);

>> y=sin(.5*t) .*sin(t);

>> plot(x,y)

>> axis’equal’
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og resultatet blir som i figur 1. Var oppgave er a regne ut arealet til omradet
S avgrenset av kurven.

Figur 1: Kurven i eksempel 1.

Vi vet at arealet er gitt ved

areal(S) = // 1 dzdy = // r drdf
S R

der R er omradet beskrevet i polarkoordinater. Dette gir

27 Sing 1 27 0
areal(S) = // r drdf = / / rdr|df == /sin2 — df
- 2 2
o |0 0

Formelen for cosinus til det dobbelte av en vinkel sier at cos 2u = 1—2sin? u,
og bruker vi denne med v = %, ser vi at sin® g = @. Dermed er
1 2 1 o
areal(S)z/(l—cos@) df =10 —sinf| =
4 4 0

R

0

Massemiddelpunkt

Den neste anvendelsen vi skal se pa, er massemiddelpunkt. La oss fgrst
tenke oss at vi har n partikler med masse my, mo, ..., m, plassert i punkte-
ne ri,ra,...,r, i planet. Massemiddelpunktet (eller massesenteret) til disse
partiklene er da definert til & veere punktet

MAT] + Moy + -+ + MpLy D i ML

r = = n

mi+mo+ -+ my Do my

Skriver vi ut definisjonen komponentvis, ser vi at koordinatene til r er gitt

ved "
- miTy +maxa + -+ Mpln Zizl ™M;T;
mp+ma—+---+my D it M
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0g

_ omayr +may2 + o+ MY Yo MY

v= mi+me At m, Yo m
der r; = (x;,y;). Massemiddelpunktet er viktig i fysikk og mekanikk. Det
er et “balansepunkt” for systemet i fglgende forstand: Dersom vi tenker oss
at partiklene vare hviler pa en tynn glassplate som selv ikke veier noe, vil
denne glassplaten balansere perfekt pa en blyantspiss plassert i massemid-
delpunktet.

Vi gnsker na a generalisere begrepet massemiddelpunkt til sammenhen-
gende legemer. Anta at vi har en tynn plate der massetettheten kan variere.
La oss si at massetettheten i punktet r = (x,y) er f(r) = f(x,y). Dette be-
tyr at dersom vi kutter ut en liten bit av platen med areal A rundt punktet
r, vil massen til denne biten veere tilnsermet lik f(r)|Al, der A er arealet til
A.

Anta na at vi kutter opp A i et kvadratisk rutenett pa den vanlige méaten,
og at A;; er den ij-te ruten. Plukker vi ut et punkt rj; = (xfj,y;kj) i A,
vil systemet vart mekanisk oppfere seg omtrent som en partikkelsamling der
punkter med masse f(x’;j,y;“j)\Aij\ befinner seg i posisjon (mfj,y;k]) Dette
tilnsermede systemet har massemiddelpunkt med koordinater

> i Z;n:l m?jf(x:ﬁ y;})|Az‘j|
> i1 e f(ag v Ayl

Z?:l Z;nﬂ ?J;’ij(ﬁj, 3/1*])|Aw|
> i Z;n:1 f(xfja y;‘])|A“|

Legg merke til at summene i disse uttrykkene er Riemann-summer for in-
tegralene ffAmf x,y) dxdy, ffAyf x,y) dxdy og ffA x,y) dxdy. Lar vi

oppdelingen bli finere og finere, konvergerer dermed uttrykkene ovenfor mot
ffof x,y) dxdy
[[4 f(x,y) dady

T =

<

T

0og

JJa yf x,y) dady

[fif 4 f(x,y) dedy

Det er naturlig a definere ¥ = (Z, §) til a veere massemiddelpunktet til platen
Var.

N
Il

Eksempel 2: Finn massemiddelpunktet til kvadratet A = [0, 1] x [0, 1] nar
tettheten er gitt ved f(x,y) = zy?.
La oss ferst regne ut nevneren i uttrykkene ovenfor, nemlig:

1 1 1
1 =1
// fz,y) dwdy:/ /wy2 da dy:/ —2?y?| dy =
A 0o Lo 0 2 =0
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1, 1,00 1
= d_ = —
/2 Y [6‘”}0 6
0

Neste trinn er a regne ut telleren i uttrykket for Z:

171 1
1 =1
// zf(x,y) dedy = / /a:2y2 dz | dy = / [3x3y2} dy =
4 0 Lo 0 v=0

Dette gir

o ffofx y)d:cdy_
ffA (z,y) dxdy

Sa regner vi ut telleren i uttrykket for y:

//Ayf(sv,y)du’cdyz/1 /1wy3dﬂf dy:/l[l 2 3} =
0 0 0

CD\H\QD\H
I

Dermed er
.- ffAyf vy)dedy g 3
Ja f(2,y) dedy % 4
Massemiddelpunktet er altsa r = (Z,7) = (%, %) ' 3

Et viktig spesialtilfelle av teorien ovenfor far vi nar tetthetsfunksjonen
f er konstant lik 1. Da er

j:fan:dacdy:ffA:L‘d:Udy
[[y1dxdy  Areal(A)

og
ffAydxdy B ffAydxdy

[, 1 dxdy Areal(A)

Yy

Punktet r = (Z,y) kalles da sentroiden til omradet A.



6.4. ANVENDELSER AV DOBBELTINTEGRALER 33

Arealet til flater

I seksjon 3.9 studerte vi parametriserte flater, og vi begynner med en rask
repetisjon. En parametrisert flate bestar av et omrade A i R? og en konti-
nuerlig funksjon r : A — R? som vi ofte skriver pa denne maten

r(u,v) = X(u,v)i+Y(u,v)j+ Z(u,v)k, der (u,v) € A

Figur 2 viser hvordan en slik funksjon “lgfter” omradet A opp péa en flate.
Vi kaller r en parametrisering av flaten. Vi skal na se hvordan vi kan bruke
dobbeltintegraler over A til & beregne arealet til denne flaten.

i+Y(u,v)j+ Z(u,v)k

P

)
u
Q

Figur 2: Parametrisert flate

Som vanlig tar vi utgangspunkt i en oppdeling av A i et rutenett. Funk-
sjonen r flytter dette rutenettet opp pa flaten (se figur 3).

Figur 3: Oppdeling av flate

Vi skal fgrst prgve a beregne et tilnsermet areal for hver av de sméa rutene
oppe pa flaten. Vi starter med den ij-te ruten A;; i oppdelingen av A. Den
har sitt nedre venstre hjgrne i punktet (u;—1,v;j—1), sitt nedre hgyre hjgrne
i punktet (u;,vj_1) og sitt gvre venstre hjgrne i punktet (u;—1,v;). Dis-
se punktene avbildes opp pa punktene r(w;—1,vj—1), r(ui, vj—1), r(ui—1,v;)
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pa flaten. Dersom oppdelingen er fin nok, vil parallellogrammet utspent av
vektorene r(u;, vj—1) — r(u;—1,vj—1) og r(uj—1,v;) — r(u—1,vj—1) omtrent
falle sammen med bildet r(A;;) av A;; oppe pa flaten (parallellogrammet vil
veaere en slags flat “takstein” som dekker det lett krummede flateelementet
r(Ag)).

Arealet til flateelementet r(A;;) er derfor tilnsermet lik arealet til paral-
lellogrammet, som er gitt ved lengden til kryssproduktet

| (r(ui, vj-1) = r(uiz1,0j-1)) x ((ui-1,v;) = r(ui-1,vj-1))]

Bruker vi at

r(ug,vj—1) — r(ti—1,vj-1) & %(Uifla vj—1) (U — ui—1)

og a
Tr
r(ui-1,05) = r(ui-1,vj-1) = 5= (i1, vj-1)(v5 = vj-1),

far vi derfor at arealet av flateelementet r(A;;) er tilnsermet lik

or or

%(uz‘—h%’—l) X %(uz‘—h%’—l) (u; —ui—1)(vj —vj-1)

med bedre og bedre tilnserming dess finere oppdelingen er. Summerer vi, ser
vi at arealet til hele flaten er tilnsermet gitt ved

DI

=1 j=1

Br

(ui—1,v5-1) X (U'L 1,05-1)| (wi — ui—1)(v; —vj—1)

ov

Dette er en Riemann-sum for funksjonen |2 5 (U, v) X av L (u,v)|, og lar vi opp-
delingen bli finere og finere, nzermer Riemann-summene seg integralet

or

or
| %(u,v) X %(u,v) dudv

Vi har dermed kommet frem til denne formelen for arealet til en parametri-

sert flate:
8r or
(u,v)
or or

der vi har skrevet ( x o) (u, v) istedenfor —(u v) X Go(u,v) for a spare
litt plass.

Flateareal = dudv

Bemerkning: Du ma vere litt forsiktig nar du bruker denne formelen og
passe pa at flaten ikke overlapper med seg selv. Er det overlapp, vil formelen
regne arealet til den overlappende biten to ganger.
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Eksempel 3: I seksjon 3.9 sa vi at en torus (smultring) har parametrise-
ringen

r(u,v) = (R+rcosu)cosvi+ (R+rcosu)sinv j+ rsinuk,

der u,v € [0,27). La oss regne ut overflatearealet til denne torusen. Vi ser
forst at

or . . . o
8—(u,v) = —rsinucosvi—rsinusinv j+ rcosu k
u
0g
or o .
%(u,v) = —(R+rcosu)sinvi+ (R+rcosu)cosv j
Dermed blir
or 0
T (u,v) = —r(R+ rcosu)(cosucosv i+ cosusinv j+ sinu k)
ou  Ov
0g

oI )
ou " ov )\

der vi har brukt formelen sin?  + cos? = 1 en rekke ganger bade for z = u
og x = v. Na er integrasjonen grei:

=7r(R+ rcosu)

or Or
Arealet til - g or _
realet til torusen //A <8u X 81}) (u,v)| dudv
2 [ 2w 2w
:/ /r(R—i—'rcosu) dv du:27r/7"(R+rcosu) du = A% Rr
0o Lo 0

&

Et viktig spesialtilfelle av teorien ovenfor er grafer z = f(x,y) til funk-
sjoner av to variable. Som vi s& i seksjon 3.9, kan de oppfattes som para-
metriserte flater pa formen

r(z,y) =zi+yj+ f(z,y) k z,ye A

Vi ser at 5 of
r .
%(:U’y) =1+ %(xay) k
og
Or . Of
som gir

0 0 0 0
(5% 50 ) @ ==5h@ni= G @i
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(G 35|+ (o) ()

Arealet til funksjonsgrafen z = f(x,y) over omradet A er dermed

Areal — //A \/1 + (g‘;(aj,y)>2 + <g‘£(x,y)>2 dady

Eksempel 4: Vi skal regne ut arealet til den delen av paraboloiden f(z,y) =
x? + 3% som ligger over sirkelskiven A gitt ved 2 4+ y? < 1. Siden

of _
oxr

og

2x og — =2y,

far vi

Areal = // V14 4x? + 4y? dzdy
A

Gar vi over til polarkoordinater, ser vi at

1 1
27
Areal = / [ rv 14 4r2 dﬂ] dr = 27r/r\/ 1+ 472 dr
0
0

0

Vi innfgrer na en ny variabel u = 1 4 472, som gir du = 8r dr og

5

5
_T ST 22| 2 T -
Areal—4/ﬁdu-4[3u ] —6(5\/5 1)
1

1

Flateintegraler av skalarfelt

Vi arbeider fortsatt med en parametrisert flate r(u,v), (u,v) € A, som oven-
for, men vi tenker oss at flaten er et fysisk objekt med varierende massetett-
het — la oss si at massetettheten i punktet (x,y,z) pa flaten er f(z,y, z).
Gjentar vi argumentene ovenfor, kommer vi raskt frem til at massen til hele
flaten ma veere gitt av

J] st | (5 < 5t ) o)

Uttrykk av denne typen dukker opp sa ofte at det lgnner seg a ha et eget
navn og en egen notasjon for dem:

dudv
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Definisjon 6.4.1 Anta at T er flaten gitt ved parametriseringen r(u,v),
(u,v) € A. Anta at f er en kontinuerlig funksjon pa T. Da er flateintegralet
til f over T definert ved

//deSZ//Af(r(u,v))ngng) o)

(forutsatt at dobbeltintegralet er definert).

dudv

Det er en del a holde styr pa nar man skal regne ut et flateintegral, sa
vi tar med et eksempel som viser handgrepene.

Eksempel 5: Vi skal regne ut flateintegralet [[,. f dS der f(z,y, z) = zyz?
og der T er flaten gitt ved

r(u,v) = ucosvi+usinvj+uk for u € [0,2],v € [0, 27]

(dette er en del av paraboloiden z = 22 + 3?). Fgrst regner vi ut

0
a =cosvi+sinvj+2uk
ou
0g
Or o .
— = —usinvi-+ucosv]j
v
Tar vi vektorproduktet, far vi
0 0
AT —2u?cosvi—2u’sinvj+uk
ou Ov
0g
0 0
T I a1
ou  Ov

Vi ser ogsa at

6

f(r(u,v)) = f(ucosv,usinv,u?) = (ucosv)(usinv)(u?)? = u’sinv cosv

Na kan vi sette inn i integralet:

//deS://Af(r(u,v))’(gZ « g:;) (u.v)
= / /[072]”072”] <u6 8in v cos v) <U\/m> dudy =

2
27
:/[/ u7sinvcosvx/4u2+1dv} du =
0
0

dudv =
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2
2
:/u7\/4u2+1 [/ sin v cos v dv} du
0
0

(vi kan ta u-faktorene utenfor siden de regnes som konstanter nar vi inte-
grerer med hensyn pa v). Siden [ sinvcosv dv = sin? v+ C (sett z = sinv
hvis du ikke ser dette direkte), far vi

2w

2
//de:/u7\/4u2+1[;sin21J] du =0
T
0

0
L)

Vi kan na utvide vare formler for massemiddelpunkt til masseforde-
linger pa flater. Dersom f er massetettheten pa flaten T, er x-, y- og z-
komponentene til massemiddelpunktet T = (Z, 7, z) gitt ved

ffof:E y,z) dS

I
Il

[7 f(z,y,2) dS
g = fnyfx y,2) dS
[7 f(z,y,2)dS
o [J72f(x,y,2) dS
ffT x,y,z) dS

Ver oppmerksom pa at massemiddelpunktet som regel ligger utenfor flaten
T.

Bemerkning: I kapittel 3 definerte vi kurveintegraler bade av skalarfelt
(integraler av typen [, f ds) og av vektorfelt (integraler av typen [, F -dr).
Flateintegralene vi definerte ovenfor, korresponderer til den fgrste typen
linjeintegraler. Det finnes ogsa flateintegraler som korresponderer til den
andre typen linjeintegraler. De betegnes gjerne med [[.F -n dS og brukes
mye i fysikk og mekanikk. Vi skal ikke komme nsermere inn pa dem her.

6.5 Greens teorem

I denne seksjonen skal vi se pa en interessant sammenheng mellom linjein-
tegraler og dobbeltintegraler. Husk fra kapittel 3 at dersom

F(a;, y) = P(a:,y) i+ Q(l’,y) J
er et vektorfelt og C er en kurve i planet parametrisert ved

r(t) =a(t)i+y(t)j der t € [a, b],
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sa er linjeintegralet fc F - dr definert ved

b b
[ Far = [Ra@)r0 @t = [ (Pao.u0) 00600010 ) o

a a

Inspirert av det siste uttrykket skriver man ofte

/F-dr:/Pd:c+Qdy
C C

der dz er en forkortelse for 2/(t) dt og dy er en forkortelse for y/(t) dt.

C
Y / /Utsiden av C

Innsiden av C

x

Figur 1: En enkel, lukket kurve C og omradet R den avgrenser

For a formulere Greens teorem trenger vi noen begreper. Husk at en
parametrisert kurve r : [a,b] — R? er lukket dersom den starter og ender i
samme punkt, dvs. dersom r(a) = r(b). Vi sier at kurven er enkel dersom
den ikke skjeerer eller bergrer seg selv underveis, dvs. dersom r(s) # r(t)
for alle s,t € [a,b), s # t. En enkel, lukket kurve deler planet i to deler, en
utside og en innside (se figur 1). Dette kan virke opplagt, men er forbausende
vanskelig & bevise. Med omradet avgrenset av kurven skal vi mene samlingen
av alle punkter som ligger enten pa eller pa innsiden av kurven. Vi kan na
formulere teoremet:

Teorem 6.5.1 (Greens teorem) Anta at C er en enkel, lukket kurve med
en stykkevis glatt parametrisering r, og la R vere omradet avgrenset av C.
Dersom de partiellderiverte til P og Q er kontinuerlige i et apent omrade
som inneholder R, sa er

/dex+Qdy://R (gg—a;;)dxdy

der C er orientert mot klokken

Bemerkning: Greens teorem er en to-dimensjonal versjon av analysens
fundamentalteorem. Fundamentalteoremet sier at oppferselen til én funksjon
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f over det indre av et intervall [a, b], oppfanges av oppfarselen til en annen
funksjon F' pa randen til intervallet — vi har

b
F(b) — F(a) = /f(ac) dx
0Q _ 9P

Tilsvarende sier Greens teorem at oppfgrselen til funksjonen = — By over
det indre av omradet R, oppfanges av oppfgrselen til en annen funksjon
F=Pi+ Q jover randen C til omradet.

I den generaliteten det er formulert ovenfor, er Greens teorem vanskelig
a bevise, og vi skal derfor ngye oss med a bevise noen spesialtilfeller som er
tilstrekkelig for de fleste regnetekniske formal. Men fgr vi gjgr det, skal vi
se pa noen eksempler.

Greens teorem kan brukes begge veier — bade til & omdanne linjeinte-
graler til dobbeltintegraler og omvendt. Det enkleste er a omdanne linjein-
tegraler til dobbeltintegraler.

Eksempel 1: Vi skal regne ut linjeintegralet fc F - dr der C er omkretsen
til kvadratet R = [0, 1] x [2, 4] orientert mot klokken, og F er gitt ved

F(z,y) = 2y’ i+ (¢ +2y) ]
Vi ser at siden P(x,y) = zy? og Q(x,y) = x> + 2y, sa er

00 OP ,
X _ 2 9
dy oz y

Dermed har vi

/F dr_/de+Qdy—// <8Q—8P>dxdy—
[ oo for[[ s fu-s

314
gl
2
)

Vi ser at vi har to fordeler av a bruke Greens teorem i eksemplet over
— for det fgrste er det enklere & dobbeltintegrere over et rektangel enn a
parametrisere alle de fire kantene, og for det andre blir integranden enklere
nar den deriveres.
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La oss na se pa et eksempel der vi bruker Greens teorem i motsatt ret-
ning — fra dobbeltintegral til linjeintegral.

Eksempel 2: Vi skal regne ut dobbeltintegralet [[,zy drdy der R er
omradet omsluttet av kurven C gitt ved

r(t) =sint i+ sintcost j t € [0,7]

Bruker vi MATLAB til & tegne opp kurven, far vi denne figuren

Figur 2: Omradet i eksempel 2

Siden det er kurven som er gitt, kan det veere lurt a bruke Greens teorem
til & regne ut dobbeltintegralet. Vi trenger da et vektorfelt

F(:B,y) = P(x7y) i+ Q(l’,y)J
oP

der B oy = LY Det er mange valgmuligheter, men siden y-komponenten
er den styggeste” delen av parametriseringen, kan det lgnne seg a velge et
vektorfelt der Q = 0. Dermed ma vi ha —8—5 = xy, og P = —%wa er et
naturlig valg. Vi har dermed

1 [ vaeis= [ (222t~

1
:/Pd:c+Qdy:/—$y2dﬂs+0dy
c c 2

Fra parametriseringen ser vi at dz = cost dt, sa vi far

1 1 (7
I:/—xy2 dx:—/ sint(sintcost)? cost dt =
c 2 2 Jo

1 [7 1 [7
:—/ sin3tcosgtdt:—/ sin® 2t dt
2 Jo 16 J

der vi i siste overgang har brukt formelen sin2t = 2sintcost. Skriver vi
sin® 2t = (1 — cos? 2t) sin 2t og innfgrer en ny variabel u = cos 2t, far vi
1 1 /!

I=- T (1—cos 2t)sin 2t dt = 2 ), (1—u?)du=0
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(hadde vi veert smarte, kunne vi pa et tidlig tidspunkt ha brukt symmetri
til & se at integralet ma veere 0, men knepene i utregningen av integralet er
ogsa greie a kjenne til). &

Av og til er det nyttig a bruke Greens teorem til & regne ut arealer.

Korollar 6.5.2 Anta at C er en enkel, lukket kurve med en stykkevis glatt
parametrisering r, og la vere R omradet avgrenset av C. Da er arealet til R
gitt ved

1
Areal(R):/xdy:—/yd:v:/—ydw—i—xdy
c c 2 Jc

der kurveintegralene er orientert mot klokken.

Bewis: Disse formlene er direkte konsekvenser av Greens teorem. For a vise
den forste, bruker vi Greens teorem pa vektorfeltet F(z,y) = 01i+ z j. Da
er

0@ _or _,
or Oy
og vi far
/x dy = // 1 dxdy = Areal(R)
C R
De to andre formlene utledes pa tilsvarende mate. O

Eksempel 3: La oss regne ut arealet til ellipsen

Denne ellipsen har parametriseringen
r(t) =acost i+ bsint j t € [0,2n]

som gir dx = —asint dt og dy = bcost dt. Setter vi dette inn i den siste av
de tre formlene for arealet i korollar 6.5.2, far vi

1
Arealet av ellipse = 3 / —ydr+xdy=
c

1 2 o ab
= 2/ [ — (bsint)(—asint) dt + (acost)(bcost) dt] = / 5 = wab
0 0

&

Vi skal bevise Greens teorem for “enkle” omrader R, men fgr vi gjor
det, skal vi ta med oss en liten observasjon som gjgr det mulig & utvide
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resultatet fra enkle til mer kompliserte omrader. Anta at figur 3a) viser et
omrade R vi gnsker a bruke Greens teorem péa, men at vi er litt usikre pa om
formelen gjelder for omrader av denne typen. Anta videre at vi kan dele R
opp i fire regioner Ry, Ro, R3 og R4 som vi vet Greens teorem kan brukes pa.
Figur 3b) viser oppdelingen med piler som indikerer retningen de forskjellige
randkurvene gjennomlgpes i.

a) | b)

y

Figur 3: Oppdeling i enklere omrader

Bruker vi Greens teorem pa hvert av disse omradene, far vi
// (8@_8]3) dedy= | Pdx+Qdy
R aJI ay Ci
// (—) dedy= | Pdx+Qdy
RQ y CQ
P
// <8Q—8> dxdy = Pdx+Qdy
R3 y CS
/ / <8Q oP
Ry dy

—) dedy= | Pdxr+Qdy
Ca
Legger vi sammen disse ligningene, far vi

// (‘9@_(’”9 dxdy:/61<pdx+cgdy>+

+/C2(de+Qdy)+/Cg(Pda:+Qdy)+/c4(de+Qdy)

0oQ oP

siden vi apenbart kan legge sammen de fire dobbeltintegralene. Dersom vi
pa tilvarende mate kunne legge sammen de fire linjeintegralene, hadde vi
hatt Greens teorem for omradet R. Det er slett ikke opplagt at vi kan gjgre
dette — kurvene Cq, Co, C3 og C4 inneholder jo deler som ikke er med i rand-
kurven C til det opprinnelige omradet R (pa figuren er dette de loddrette
og vannrette skillelinjene mellom omradene Rj, Ry. R3 og Ry4). Legg merke
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til at disse “ekstra” linjestykkene gjennomlgpes to ganger, én i hver retning.
Siden motsatt rettede linjeintegraler har samme tallverdi, men motsatte for-
tegn (husk setning 3.4.4), vil disse bidragene kansellere hverandre, og vi star
igjen med

/(de+Qdy)+/(de+Qdy)+/(Pda:+Qdy)+
Cy Co Cs

+/C4(Pd:c+Qdy):/cPd:c+Qdy

Kombinerer vi ligningene vare, far vi

// (acg_az;) d:ndy:/cPd:E—l—Qdy

som er Greens teorem for omradet R.

Det viser seg at det vi nettopp har vist, er et generelt fenomen — néar
vi deler et komplisert omrade opp i enklere bestanddeler, vil integralene
over de “indre” kurvebitene alltid kansellere. For praktisk bruk av Greens
teorem holder det for oss a bevise teoremet for enkle omrader og overlate til
brukerne & vise at de kompliserte omradene de kommer borti, kan deles opp
i enklere biter pa en sann mate at de “indre” linjeintegralene kansellerer.

For vi begynner pa beviset, lgnner det seg ogsa a observere at Greens
teorem bestar av to deler — den ene sier at

/Pdac— // dxdy,
/Qdy—/ % dndy

Vi skal vise disse likhetene hver for seg og for litt forskjellig type omrade
(at omradene er forskjellig, spiller ingen rolle sa lenge vi kan bruke sam-
menslaingsteknikken ovenfor til & lappe sammen delene til mer generelle
helheter).

Vi skal forst vise [, P dx = — [ f 5 dmdy for omrader av type 1. Husk
at et slikt omrade er pa formen

den andre at

R={(z,y) : a<x<b, ¢1(x) <y < ga(x)}

Figur 4 viser et omrade av type I med omlgpsretningen fra Greens teorem.



6.5. GREENS TEOREM 45

Figur 4: Omrade av type |

Lemma 6.5.3 Anta at ¢1,¢9 : [a,b] — R er to deriverbare funksjoner slik
at ¢1(z) < ¢p2(x) for alle x € (a,b). La

R={(z,y) : a<zx<b, ¢1(x) <y <o)}

og la C veere randen til R orientert mot klokken. Anta at P er en funksjon
av to variable med kontinuerlige partiellderiverte i R. Da er

/de:—//apdxdy
c R 0y

Bevis: Vi begynner med & regne ut linjeintegralet. Randkurven C bestar av
fire deler C1, Co, C3 og Cy4, der C; er den nedre funksjonsgrafen, Co er det
loddrette linjestykket til hgyre, Cs er den gvre funksjonsgrafen og Cy er det
loddrette linjestykket til venstre. Vi har dermed

/Pd:c:/de—i-/de—i-/de—i— P dx
C C1 Ca Cs Ca

Det andre og det fjerde av disse integralene (de to langs de loddrette linje-
stykkene) er null fordi dez = 2/(t) dt er null siden z(t) er konstant nar vi
beveger oss loddrett.

For a regne ut fcl P dx parametriserer vi den nedre funksjonsgrafen ved

N =ti+to i telod
Da er dz = 2/(t) dt = dt, og vi far
b
Pdx _/ P(t, 1(1)) dt
C1 a

For & regne ut fcg P dx ma vi parametrisere den gvre funksjonsgrafen. Den
naturlige parametriseringen er

ra(t) = titda(t) i te€lab),
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men siden den parametriserer kurven i gal retning, ma vi passe pa a putte
et minus foran integraltegnet. Dermed er

/CgP de = /abP(t, fa(1)) dt
qum:iééPm¢ﬂw)ﬁ-ilbpw¢ﬂ“)ﬁ

Til sammenligning regner vi na ut dobbeltintegralet [, 2C d:cdy Ved
hjelp av analysens fundamentalteorem far vi

b2(2) 9p
dxdy = / / —(z,y) dy] dr =
// a [ 1(z) oy

:/ [P(z, ¢2(x)) — P(x, ¢1(x))] dz

Sammenligner vi de resultatene vi na har, ser vi at

/Pda:_ // dady

Viskal na vise [, Q dy = [[, %—g dxdy for omrader av type II. Vi minner
om at slike omrader er pa formen

R={(z,y) : c<y<d, v1(y) <z <oy}

Figur 5 viser et omrade av type II med omlgpsretningen i Greens teorem
inntegnet.

og vi far

a

y

d

z=1(y) — x = 1a(y)

Figur 5: Omrade av type 11

Lemma 6.5.4 Anta at ¢1,9 : [c,d] — R er to deriverbare funksjoner slik
at Y1 (y) < a(y) for alle y € (¢,d). La

R={(z,y) : c<y<d, 01(y) <z <1ay)}
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og la C veere randen til R orientert mot klokken. Anta at Q er en funksjon
av to variable med kontinuerlige partiellderiverte © R. Da er

/(:Qdy://l%gi?dxdy

Bevis: Beviset er en kopi av det foregdende med rollene til x- og y-aksen
byttet om. Vi begynner med a regne ut linjeintegralet. Randkurven C bestar
av fire deler Cy, Co, C3 og Cy4, der Cy er den venstre funksjonsgrafen, Co er
det nederste, vannrette linjestykket, C3 er den hgyre funksjonsgrafen og Cy4
er det gverste, vannrette linjestykket. Vi har dermed

/chyz/(Zley+/c2Qdy+/c3Qdy+/c4Qdy

Det andre og det fjerde av disse integralene (de to langs de vannrette linje-
stykkene) er null fordi dy = /() dt er null siden y(¢) er konstant nar vi
beveger oss vannrett.
For a regne ut fCl Q) dy parametriserer vi den venstre funksjonsgrafen
ved
ri(t) =Y1(t) i+1tj; t € lc,d]

Siden denne parametriseringen gar i feil retning, ma vi kompensere ved a
sette et minus foran linjeintegralet. Siden dy = y/(t) dt = dt, far vi dermed

Lleyz—/ch<w1<t>,t> dt

For a regne ut fcg Q@ dy parametriserer vi den hgyre funksjonsgrafen ved
I'Q(t) :¢2(t)i+tj; t e [C,d],
og far
d
Qdy= [ Qualt). 1))
Cs c

Dermed har vi
d d
L@ == [ Qi at+ [ Qua.)

Til slutt regner vi ut dobbeltintegralet [[ R %—g dxdy. Ved hjelp av ana-
lysens fundamentalteorem far vi

oQ d i re2v) g0
- dady = / / —(z,y) dx| dy =
/ R 856 c [ wl(y) 81)

d
_/ [Q(¥2(y),y) — Q(¥1(y),y)] dy



48 KAPITTEL 6. MULTIPPEL INTEGRASJON

Sammenligner vi de resultatene vi na har, ser vi at

/CQdy:/Raagdxdy

Med de to lemmaene ovenfor til disposisjon kan selv den mest nidkjeere
med god samvittighet bruke Greens teorem pa alle de sammenhengende,
begrensede mengdene uten hull som dukker opp i praksis. Vi kan ogsa bruke
lemmaene pa omrader med hull, men da dukker det opp en ny effekt.

a

a) | b)

4

Figur 6: Et omrade med hull

Figur 6a) viser er omrade R med hull. I b) har vi delt opp omradet i fire
delomrader Ry, Ry, R3, R4 som vi kan bruke Greens teorem pa. Dette gir

// (362_(9P>dxdy:/ Pda:+Qdy+/ P dz + Q dy+
r \ Ox oy C Ca

+/ Pdw+Qdy+/ Pdx+Qdy
Cs

Cy
der C; er randen til R;. Tar vi en kikk pa figur 6b) ser vi at alle “indre” bidrag
til linjeintegralene kansellerer med fire unntak — linjeintegralene langs hullet
forekommer bare én gang, og de er orientert i negativ omlgpsretning (altsa
med klokken). Vi sitter altsa igjen med

// <8Q—8P>dxdy—/cde+Qdy— Pdz+Q dy

dy Ch

der C er den “ytre” randen til R, og Cj, er den indre randen (mot hullet),
begge med positiv orientering. Vi far en tilsvarende formel for omrader med
flere hull.

Det neste eksemplet viser at man ma vaere litt forsiktig nar man bruker
Greens teorem.
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Eksempel 4: Vi lar C vare enhetssirkelen orientert mot klokken og setter

Y i+ xz .
— 1
242 T2ty

F(z,y) = P(z,9) i+ Q(z,y) j =

La oss fgrst regne ut linjeintegralet fc F - dr pa vanlig mate. Siden enhets-
sirkelen har parametriseringen

r(t) = costi+sint j, t € [0,2n]

far vi
27 :
t t
/F-dr:/ S i ) (—sint i+ cost ) di =
c 0 cos“t +sin“¢ cos“t +sin“t

27
:/ 1dt =2x
0

La oss sa forsgke a bruke Greens teorem isteden. Vi observerer at

0Q 1-(a*+y*) —z-2x y? — 22

or (22 +y?)? (22 +y?)?

OP  1-(2®+y?)—y-2y  y*—a?

dy (@2 +y%)? (22 +y?)?
Dermed er %—g — %—]; = 0, og ifglge Greens teorem burde vi vel fa

/F-dr:/de—i-Qdy:// <8Q—8P>d:ndy://0d:rdy:0
c c r\0z Oy R

selv om dette ikke stemmer med utregningene ovenfor?

Hva er galt? Ser vi ngyere etter, ser vi at F ikke er definert i origo, og at
vi derfor strengt tatt ikke kan bruke Greens teorem. Vi kan imidlertid prgve
a unnga problemet pa fglgende mate. Vi lar C, veere en liten sirkel om origo
med radius r, og bruker Greens teorem pa omradet mellom de to sirklene.
Vi burde da fa

0://R<g§2—g];)dxdy:/cPdm+Qdy—/chdx+Qdy (6.5.1)

Lar vi r ga mot null, far vi en kortere og kortere kurve & integrere over, og
vi ville tro at

/de+Qdy—>0 narr — 0
Cr

I sa fall sitter vi nok en gang igjen med

/Pdm—l—Qdy—O
c
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Men la oss se nzermere pa integralet fCT P dx + @ dy. Dersom vi parametri-
serer C, med

s(t) =rcosti+rsint j, t € [0,27]
far vi
Pdz+Qdy=
Cr
/27r rsint - rcost i) it t3) dt
= - i «(—rsint i+r cos
0 r2cos2t + r2sin’ ¢t r20082t+r2sin2tJ J

21
:/ 1dt=2m
0

Na stemmer alt! Gar vi tilbake til ligning (6.5.1) ovenfor, ser vi at

/Pda:—l—Qdyz/ Pdr+Qdy=2n
C r

akkurat som vi skulle ha.

Dette eksemplet har en dobbelt moral (men ikke en dobbeltmoral!). Det
ene poenget er at vi ma vaere forsiktig nar vi bruker Greens teorem og sjekke
at funksjonene vi bruker, virkelig er definert i alle punkter vi integrerer over.
Det andre er at det ikke er sikkert at integralet over stadig kortere kurver gar
mot null dersom integranden samtidig gar mot uendelig. Vaer oppmerksom
pa at dette ikke er matematiske spissfindigheter — grunnleggende fysiske
krefter som gravitasjon og elektromagnetisme har en form som gjgr at slike
problemstillinger stadig dukker opp i praksis. &

Greens teorem er et eksempel pa det som ofte kalles vektoranalyse. 1 tre
(og hgyere) dimensjoner finnes det enda viktigere eksempler pa slike teore-
mer — Stokes’ teorem og Gauss’ teorem (ogsa kjent som divergensteoremet).
Det forste av disse binder sammen et integral over en flate med et integral
langs randkurven til flaten, mens det andre binder sammen et integral over
et romlegeme med flateintegralet over randen til dette legemet. Vi ser at
temaet hele tiden er det samme — et integral over et omrade sammenlignes
med et annet integral over randen til omradet.

6.6 Jordan-malbare mengder

I seksjon 6.4 s& vi hvordan vi kunne regne ut arealet til en mengde A ved
hjelp av dobbeltintegraler:

Areal(A) = // 1 dzdy
A
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Dette forutsetter selvfolgelig at integralet [[,1 dady er definert, og det er
det samme som at funksjonen

1 hvisze A
la(z) =
0 hvisz¢A

er integrerbar. I denne seksjonen skal vi finne betingelser som sikrer at 14
er integrerbar, og vi skal bruke disse betingelsene til & finne kriterier som
garanterer at generelle integraler av typen [/ 4 f(x,y) dxdy eksisterer. Dette
vil blant annet sette oss istand til & bevise at dobbeltintegraler av kontinu-
erlige funksjoner over omrader av type I og type II virkelig eksisterer (husk
seksjon 6.2).

Sammenlignet med de foregadende er denne seksjonen ganske teoretisk,
og det er ikke sikkert at alle har lyst til & lese alle bevisene. Det er imidlertid
viktig & f& med seg definisjonen av begrepene “Jordan-malbar” og “innhold
null” som vi skal fa bruk for i senere seksjoner.

Definisjon 6.6.1 Vi sier at en begrenset mengde A C R? er Jordan-malbar
dersom 14 er integrerbar.

Bemerkning: Det finnes et sterkere begrep Lebesque-malbar (sterkere i den
forstand at flere mengder er Lebesgue-malbare enn Jordan-malbare) som du
vil stgte pa i videregaende kurs. Nar folk bare sier “malbar”, mener de som
regel “Lebesgue-malbar”, og vi skal derfor dra med oss “Jordan”-forstavelsen
i dette heftet.

Det viser seg at det eneste som kan hindre en mengde i & veere Jordan-
malbar, er at randen ikke er “liten” nok. Den neste definisjonen presiserer
hva “liten” betyr i denne sammenhengen.

Definisjon 6.6.2 En begrenset mengde B C R? har innhold 0 dersom det
for hver € > 0 finnes endelig mange rektangler

Ry = [a1,b1] X [c1,d1], Ry = [a2,b2] X [c2,d3], ..., Ry = [an, by] X [cn, dy]

slik at
BCRiURyU...UR,

og summen av arealene til Ry, Ra,..., R, er mindre enn €.

En begrenset mengde har altsd innhold null dersom den kan dekkes av en-
delige familier av rektangler med vilkarlig lite samlet areal. Mengder med
innhold null er “sma” sett med to-dimensjonale gyne. Man vil f.eks. vente
at en-dimensjonale objekter som en kontinuerlig funksjonsgraf har innhold
null (vi skal vise dette i beviset for setning 6.6.5).

Vi kan na formulere det fgrste hovedresultatet vart:
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Teorem 6.6.3 En begrenset mengde A C R? er Jordan-mdlbar hvis og bare
hvis randen 0A til A har innhold 0.

Vi trenger noen forberedelser for vi kan bevise teoremet.

Lemma 6.6.4 Anta at A C R? er en begrenset mengde, og at R er et
rektangel som inneholder A i sitt indre. Anta ot 11 er en partisjon som deler
R inn i delrektangler R;; = [a;—1, a;] % [bj—1,b;].

(i) Dersoma € 0A, sa er a med i et delrektangel R;; som bade inneholder
punkter som er med i A, og punkter som ikke er det.

(ii) Dersom et delrektangel R;; bade inneholder punkter som er med i A,
og punkter som tkke er det, sa inneholder R;; et randpunkt a € OA.

Bewis: (i) Siden a ligger i R, ma det hgre til minst ett delrektangel R;; (siden
naborektangler har felles rand, kan a godt hgre til flere rektangler). Dersom
a ligger i det indre av R;;, ma R;; apenbart inneholde bade punkter som er
med i A og punkter som ikke er det (husk at a € 9A). Dersom a ligger pa
randen til R;; (enten pa en kant eller i et hjgrne), kan det hende at R;; enten
bare inneholder punkter som er med i A eller bare punkter som ikke er med i
A, men da er det lett & overbevise seg om at ett av de andre smarektanglene
som a hgrer til, ma inneholde bade punkter som er med i A, og punkter som
ikke er det (lag en tegning).

(ii) Vi ma vise at dersom R;; bade inneholder punkter som er med i A,
og punkter som ikke er det, s& ma R;; inneholde et punkt fra 0A. Vi skal
bruke samme teknikk som i beviset for Bolzano-Weierstrass’ teorem 5.2.3.
Vi deler forst R;; opp i fire mindre, lukkede rektangler, og observerer at
minst ett av dem (kall det K1) ma inneholde bade punkter som er fra A, og
punkter som ikke er det (tenk gjennom dette — det er ikke helt opplagt).
Deler vi pa samme mate K; inn i fire mindre rektangler, ma minst ett av
dem bade inneholde punkter som er med i A, og punkter som ikke er det. Ved
a fortsette pa denne maten far vi en folge { K, } av stadig mindre rektangler
som alle inneholder bade punkter som er med i A, og punkter som ikke er
med i A (se figur 1).

L'E'* Ky

K,

Figur 1: Rektanglene K,
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Lar vi a, vere nedre, venstre hjorne i K, vil folgen {a,} konvergere
mot et punkt a i R;;. Siden hver K, bade inneholder punkter som er med i
A, og punkter som ikke er det, finnes det punkter av begge typer vilkarlig
nzr a, og a ma derfor ligge pa randen 0A til A. O

Fgr vi gar lgs pa beviset for teorem 6.6.3 gjor vi en liten observasjon til.
Dersom II er en partisjon av rektanglet R, og A er en delmengde av R, vil
hvert delrektangel R;; hgre til én av fplgende tre kategorier:

(i) Kategori 1: Alle punktene i R;; er med i A
(ii) Kategori 2: Ingen av punktene i R;; er med i A
(iii) Kategori 3: Noen (men ikke alle) punktene i R;; er med i A

Bevis for setning 6.6.3: Anta forst at A er Jordan-malbar. Vi ma vise at
randen JA til A har innhold 0.

La R vere et rektangel som inneholder A i sitt indre. At A er Jordan-
malbar, betyr at funksjonen 14 er integrerbar over R. Gitt ¢ > 0, finnes
det da en partisjon II av R slik at O(IT) — N(II) < ¢, der O(II) og N(II) er
gvre og nedre trappesum til funksjonen 14. Dersom delrektanglet R;; er av
kategori 1 eller 2, er supremum M;; og infimum m;; over rektanglet Iz;; like
(henholdsvis 1 for den forste kategorien og 0 for den andre), mens for den
tredje kategorien er M;; = 1 og m;; = 0. Dette betyr at

e> Q) — N(II) = > |Rij|

R;; av tredje kategori

der |R;j| er arealet til rektanglet R;;. Fra lemmaet ovenfor vet vi at ethvert
randpunkt a er med i et rektangel R;; av kategori 3, og dermed utgjor
rektanglene av kategori 3 en overdekning av randen OA. Dermed har vi
funnet en overdekning av 0 A med totalt areal mindre enn €, og fglgelig har
0A innhold 0.

Anta sa at randen 0A til A har innhold 0. Gitt en € > 0, méa vi finne en
partisjon II slik at @O(IT) — N(II) < e. Dette vil medfgre at 14 er integrerbar,
og dermed bevise teoremet.

Siden 0A har innhold 0, finnes det en samling rektangler

St = [a1,b1] x [c1,di], S2 = [ag, ba] X [c2,da], ..., Sp = [an, bn] X [cn, dy]

som dekker 0A, og har samlet areal mindre enn e. Lag en partisjon Il av R
ved & bruke punktene ai,as,...,a, og by,bs,...,b, som delepunkter langs
x-aksen og c1,Ca, ..., Cp 08 dy,do, . .., d, som delepunkter langs y-aksen. Ob-
server at hvert av smarektanglene R;; til denne partisjonen ligger inni et av
de opprinnelige rektanglene S1, Ss,. .., S, (lag en figur!). De av rektanglene
R;; som inneholder punkter fra A ma derfor ha samlet areal mindre enn e.
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Akkurat som ovenfor vil rektanglene R;; vaere av tre forskjellige katego-
rier, og som ovenfor har vi

OII) — N(II) = > | Rij|

R;; av tredje kategori

Fra lemmaet vet vi at ethvert rektangel av kategori 3 inneholder et punkt
fra 0A, og dermed har vi

Q1) — N(IT) = > |Ri;| < e

Ri; av tredje kategori

Beviset er fullfert. O

Vi kan na vise at ethvert omrade av type I eller II (se seksjon 6.2) er
Jordan malbart.

Setning 6.6.5 Ethvert omrade av type I eller II er Jordan-malbart.

Beuvis: Vi ngyer oss med a bevise setningen for et omrade A av type 1. Ifglge
teoremet ovenfor er det nok a vise at randen til A har innhold 0. Siden randen
til A bestar av fire deler (to funksjonsgrafer og to loddrette linjestykker), er
det nok a vise at hver av disse delene har innhold 0 (sjekk dette!). Vi tar for
oss funksjonsgrafene og overlater linjestykkene til leserne.

Anta altsa at ¢ : [a,b] — R er en kontinuerlig funksjon. Vi ma vise at
funksjonsgrafen

G ={(z,0(2)) | x € [a, 0]}

har innhold null. Figur 2 viser ideen i beviset som bestar i & overdekke grafen
med rektanglene som skiller en gvre trappesum fra en nedre.

YA

x

Figur 2: Overdekning av en graf

Her er detaljene: Siden alle kontinuerlige funksjoner er integrerbare, fin-
nes det for enhver € > 0 en partisjon II av intervallet [a, b] slik at O(IT) —
N(II) < e. Ser vi pa den tilsvarende overdekningen i figur 2, ser vi at det
totale arealet til de overdekkende rektanglene er
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n
> (M; = mi) (i —ti1) < O(x) — N(II) < e
i=1
Dermed har vi funnet en overdekning av grafen G med totalt areal mind-
re enn ¢, og fplgelig har grafen innhold 0. O

Vi kan na bevise et kriterium for integrerbarhet av kontinuerlige funk-
sjoner.

Teorem 6.6.6 Anta at A C R? er en lukket, begrenset, Jordan-mdlbar
mengde. Da er enhver kontinuerlig funksjon f : A — R integrerbar over
A (dvs. at integralet [[, f(z,y) dedy eksisterer). Spesielt er alle kontinuer-
lige funksjoner integrerbare over omrader av type I og II.

Bevis: La R veere et rektangel som inneholder A. Vi ma vise at funksjonen

f(z,y) hvis (z,y) € A
fA(xay) =

0 ellers

er integrerbar over R. Det er nok a vise at f er begrenset og at det for hver
€ > 0, finnes en partisjon IT av R slik at O(IT) — N(II) < e.

Ifglge ekstremalverdisetningen 5.7.2 er f begrenset, og det finnes derfor
et tall M slik at |f(x)| < M for alle x € A. Dette betyr at dersom R;; er et
delrektangel i en partisjon av R, sa er alltid M;; —m;; < 2M.

Fra setning 6.6.3 vet vi at det finnes en partisjon II slik at hvis Qs(ﬂ) og
n(f[) er henholdsvis gvre og nedre trappesum til funksjonen 14 med hensyn
pa II, sa er o(II) — n(II) < 1z 1folge setning 6.1.4 er f : A — R uniformt
kontinuerlig, og det finnes derfor en § > 0 slik at hvis a og b er to punkter i
A med |[a—Db| <d,saer|f(a)— f(b)] < 31y der |R| som vanlig er arealet
til R. Ved & legge inn enda flere delepunkter hvis ngdvendig, kan vi forfine
IT til en partisjon II slik alle punkter som hgrer til samme delrektangel R;;,
har innbyrdes avstand mindre enn §. Vi har

G(IT) = N(II) = > (Mij — maj)| Rij| =

alle rektangler Rr;;

= Y (My-mpRyl + Y (My—my)|Ryl +
rektangler av rektangler av
kategori 1 kategori 2

+ > (My —my)| Ryl
rektangler av
kategori 3
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I det siste uttrykket er
S (My-my)lRyl<s Y SRyl <<
= 2|R|" T 2

rektangler av rektangler av
kategori 1 kategori 1
pa grunn av den uniforme kontinuiteten. Videre er
>, (M —mgy)|Ri| =0
rektangler av

kategori 2

siden M;; = m;; = 0 i dette tilfellet. Endelig er

> (M —my)|Ryl <2M Y |Rij| <

rektangler av rektangler av
kategori 3 kategori 3
€
<2M (g(I1) — n(1D)) < =
< 2M (o(I1) — n(IT)) < 5

(husk at ¢(IT) og n(II) er gvre og nedre trappesum til funksjonen 14, og at
vi har laget partisjonen slik at ¢(II) — n(II) < z57). Alt i alt er da

€

O(I) - N(IT) < §

€
04— =

+0+ 5 =€

som viser at f er integrerbar. Utsagnene om integraler over omrader av type

I og II fglger na fra setning 6.6.5. O

Bemerkning: Hvis man arbeider litt hardere, kan man beskrive ngyaktig
hvilke funksjoner f som er integrerbare over et rektangel R — det viser
seg at f er integrerbar hvis og bare hvis mengden av punkter der f er
diskontinuerlig, har mal null (dette er en mer generell betingelse enn a ha
innhold null). Resultatet ovenfor holder imidlertid for vare behov i dette
kapitlet — spesielt er det tilstrekkelig for beviset av formelen for skifte av
variabel.

6.7 Skifte av variable i dobbeltintegral

Husk hvordan vi skifter variabel i et vanlig integral f; f(x) dz: Dersom
vi gnsker a innfgre en ny variabel u = g(z), regner vi ut z = h(u) og
dx = h'(u) du, og setter inn (husk a bytte integrasjonsgrenser):

b g(b)
x) de = h(u))h (u) du
/Gf() /g@f(())()
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Vi ser at vi far to nye ingredienser i integralet etter variabelskiftet — et nytt
intervall [g(a), g(b)] a integrere over og en ny faktor h'(u) i integranden. I
denne seksjonen skal vi se at akkurat det samme skjer for dobbeltintegraler
— vi kan skifte variabel i disse integralene ogsa, men da far vi et nytt omrade
a integrere over og en ny faktor i integranden.

I vanlige integraler skifter vi variabel for & fa en enklere integrand. I
dobbeltintegraler skifter vi vel sa ofte variable for & fa et enklere omrade
a integrere over. Vi skal ta denne situasjonen som utgangspunkt for var
diskusjon.

LV +y

u,v)

u

Figur 1: T avbilder D pa A

Vi tenker oss at vi skal regne ut integralet til en funksjon f over omradet
A til hoyre pa figur 1, altsa integralet [[, f(z,y) dedy. Omradet A er ganske
uregelmessig, og vi ma bryte dobbeltintegralet opp i flere biter for & fa
regnet det ut pa vanlig mate. La oss na tenke oss at det finnes en funksjon
T : R?2 — R? som avbilder et atskillig penere omrade D pa A slik figur
1 viser. Kanskje vi kan gjore om dobbeltintegralet [[, f(z,y) dzdy til et
dobbeltintegral over det enklere omradet D? Kanskje dette integralet har
noe a gjore med funksjonen g(u,v) = f(T(u,v))? (Funksjonen g er altsa
definert slik at verdien til g i punktet (u,v) € D er lik verdien til f i det
“tilsvarende” punktet (z,y) = T(u,v) i A.)

For a undersgke dette spgrsmalet nsermere tenker vi oss at vi har delt
opp D i et rutenett, og at vi har brukt T til & flytte dette rutenettet bort
til A slik figur 2 viser.

Vi plukker ut et punkt (u;j,v;;) i den ij-te ruten D;; i oppdelingen av
D, og lar (xij,yij) = T(uij,vij) veere det tilsvarende punktet i ij-te ruten
A;; i oppdelingen av A. Er oppdelingen fin nok, burde

D F @i vig) | Al
ij

(der |A;;| er arealet til A;;) veere en god tilneerming til dobbeltintegralet
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[ 4 f(z,y) dzdy. Tilsvarende burde

> g(uig, vij)| D

]
vaere en god tilnserming til dobbeltintegralet [ [, g(x,y) dudv.

AV Y

(uij, vij)

N}

N\

u

Figur 2: T flytter rutenettet fra D til A

Hva er sammenhengen mellom disse to uttrykkene? Per definisjon av
g er g(uij,vij) = f(zij,vij), sa funksjonsverdiene i de to summene er de
samme, men hva med arealene |A;;| og |D;;|? I seksjon 3.8 observerte vi at
tallverdien til Jacobi-determinanten

m(u,v) %(U,’L))

o) o)
G (u,v) G (u,v)

det T'(u,v) =

er en forstgrrelsesfaktor for avbildningen T, og derfor er
|Aij| &~ | det T (uij, vij)| | Dy
Vi burde derfor ha

D F@ig,vig)|Aijl = > g(uij, vij) | det T (uij, vig)| | Dij
ij ij
med bedre og bedre tilnserming dess finere oppdelingen er. Summene i dette

uttrykket er Riemann-summer som naermer seg hvert sitt integral, og dermed
sitter vi igjen med

//A f(z,y) dedy = //D g(u,v) | det T (u, v)| dudv =

_ / /D F(T(u,0)) | det T (u, )| dudv
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der vi i siste overgang har brukt at g(u,v) = f(T(u,v)).

Argumentet ovenfor er langt fra et matematisk bevis, men det er sa pass
overbevisende at resultatet burde veere riktig under passende forutsetninger.
Vi skal na formulere et presist resultat som vi skal bevise mot slutten av
seksjonen. Det er slett ikke det mest generelle resultatet man kan bevise,
men det holder for vare anvendelser og er mulig & bevise med de redskapene
vi har til disposisjon. Husk at en funksjon T er injektiv dersom a # b
medfgrer T(a) # T(b).

Teorem 6.7.1 (Skifte av variable i dobbeltintegral) La U vere en
dpen mengde i R?> og anta at T : U — R? er en injektiv funksjon med
kontinuerlige partiellderiverte slik at det T/ # 0 pa hele U. Hvis D C U
er en lukket, Jordan-malbar mengde, og f : T(D) — R er en kontinuerlig
funksjon, sa er

J[ ey dan = [ pre ) aet T o) dudo
der A=T(D).

For vi ser pa noen eksempler, skal vi innfgre litt hendig notasjon. Dersom
vi kaller komponentene til T(u,v) for x(u,v) og y(u,v) slik at

T(u, U) = (x(uv U)? y(“? U))?

blir Jacobi-determinanten
det T/ (u,v) =

Det er vanlig & bruke notasjonen

8(3;7y)_ %(U,’L)) %(uvv)
OL) | Ghu,v) G(uv)

Formelen for skifte av variabel blir da

J[ st sty = [[ statuo) vt | 522

Det er instruktivt a sammenligne denne formelen med den formelen for skifte
av variabel i vanlige integraler som vi startet denne seksjonen med, altsa

dudv

b g(b)
/ f@de= [ F(h(u) (u) du

g(a)

(likheten blir enda mer sliende om vi skriver A'(u) = 4%).
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Eksempel 1: Beregn integralet [[ xy dzdy der A bestar er omradet av-
A

grenset av linjene y = —x, y = -z +4, y =2+ 2, y = x + 3. Figur 3 viser
omradet A.

y=—z+4 Y y=a+2

y=x+3
Figur 3: Omradet A

Legg merke til at A bestar av de punktene (z,y) som oppfyller ulikhetene
2<y—x<3 og O0<y+z<4

Ideen er a innfgre nye variable v = y — x, v = y + x slik at rendene til
omradet blir parallelle med koordinataksene. Lgser vi disse ligningene med
hensyn pa y og x, far vi

—u+v U+ v
€r = N =
2 2
Avbildningene vére blir dermed z(u,v) = =% og y(u,v) = “3¥. Lar vi D

veaere rektanglet
D={(u,v):2<u<3 og 0<v<A4}
ser vi at T (D) = A. Dermed har vi

[fmone f (252) () o2

A

du dv

Vi regner ut Jacobi-determinanten:

o) o) 1 1
Owy) |ou oo | _| 72 2|_ 1 1_ 1
O(u,v | 9y oy | L 1| 4 4 2
ou ov 2 2
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Dette gir oss

m\
\
8
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8
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<
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v |+
4
N———
NS
QU
4
QU
IS

&

Fgr vi gar 1gs pa det neste eksemplet, viser vi frem et triks som av og til
er nyttig. Siden funksjonen

(z,y) = T(u,v)

er injektiv, har den en omvendt funksjon T~! som vi kan finne (i hvert fall
i prinsippet!) ved a lgse ligningen ovenfor for z og y:

(u,v) = T~ (z,y)

Jacobi-determinanten til denne funksjonen er

ou Ou

_ o(u, v 9z dy

det ((T 1)’(w,y)) - 8E:E y% e o
) 9 oy

Fra omvendt funksjonsteorem 5.6.2 vet vi at Jacobi-matrisen til T~! er
den inverse til Jacobi-matrisen til T. Det samme méa gjelde for Jacobi-
determinantene (siden det(A~!) = (det A)~! ifglge korollar 4.9.15), og der-
med har vi

ox 8 du Qu |71 _
ox,y) o o | oz dy B (8(u,v)> !
Nu,v) | oy oy | | ow o -~ \9(z,
(wv) | 2y % & o (2,y)

Formelen for skifte av variable kan derfor ogsa skrives:

[ sa) doty = [ttt |52

I noen tilfeller er denne formen enklere & bruke enn den opprinnelige slik
det neste eksemplet illustrerer.

-1

dudv
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Eksempel 2: Vi skal regne ut integralet [[ A5 dvdy der A er omradet i

forste kvadrant avgrenset av kurvene y = 1, y = % og linjene y = 5, y = 2x.

€T
Figur 4 viser omradet.

Y y =2z

Il
8= 8lw NI

jre « o«
I

Figur 4: Omradet A

For treningens skyld skal vi regne ut integralet pa to mater; fgrst skal vi
bruke “standardmetoden”, og sa skal vi bruke metoden vi nettopp presen-
terte med a regne ut ggzzz) istedenfor %. I begge tilfeller skal vi bruke
det samme variabelskiftet, sa la oss finne det fgrst. Omformer vi litt pa

ligningene som beskriver omradet A, far vi betingelsene

1
1 <2y <3 og - < ¥ <2
2 " «x
Vi innfgrer derfor nye variable
_ _y
U= xy og v==
x

og ser at betingelsene ovenfor na blir til 1 < u < 3, % < v < 2. Det nye
integrasjonsomradet vi skal integrere u og v over, er derfor rektanglet

D=3 x[2

2
Metode 1: For & komme videre, lgser vi ligningene u = xy og v = £ for x og
y. Fra den andre ligningen far vi y = vx, og setter vi dette inn i den forste,
ser vi at u = x(vz) som gir x = /% (husk at vi er i forste kvadrant og
derfor bare er interessert i positive x-verdier). Setter vi dette inn i ligningen

y = vz, far vi y = Juv. Vi har altsa

yc—\/a og Yy = Vuv
v

Vi kan na regne ut Jacobi-determinanten

LY L _vu
d(x,y) | Ou v | 2y/uv 2vv3 1 1
ou,v) | oy oy | | W u v dv 2

ou  Ov 27/u 270
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Dermed er vi klare til & skrive opp det nye integralet:

//dxdy—//DMQUdudv—/ ﬁdudv

Resten er enkelt:

1 5121 33 1

/ 317 L3 _1
ek o], 4 4 2
O(u,v)

Metode 2: I denne metoden skal vi finne Jacobi-determinanten D)’ sa vi
kan derivere med en gang uten a lgse for x og y forst:

Ou  Ou
8(u,v)_ dr Oy _' Y 93|_y+y_2y_20
o(z,y) v v _y 1 T T
ox Oy 2 oz
-1
Dette gir ggzzg = i Observerer vi at % = %, kan vi na sette rett inn i
integralet:

//dxdy_//DdUdU—//Ddeudv

Resten av regningen er som ovenfor.

Vi ser at i dette eksemplet gir metode 2 kortere og enklere utregninger
enn metode 1. Det er flere grunner til dette. For det fgrste er det lettere
a derivere u og v med hensyn pa x og y enn omvendt, og for det andre er
det enkelt & uttrykke integranden og Jacobi-determinanten ggz;% ved hjelp
av u og v uten fgrst a4 matte finne z og y uttrykt ved u og v. Er ikke disse
betingelsene oppfylt, er det ofte vel sa raskt a lgse integralet ved hjelp av

metode 1. &

Du har kanskje lurt pa sammenhengen mellom integrasjon i polarkoor-
dinater, som vi behandlet i seksjon 6.3, og teorien ovenfor. Den er sveert
tett — vi kan tenke pa integrasjon i polarkoordinater som resultatet av et
variabelskifte der vi innfgrer nye variable r og 6 slik at

x =rcosf og y =rsinf
Dette gir oss Jacobi-determinanten

d(x,y) | cosf®  sinf | 2 L9,
d(r,0) | —rsing rcosf =rcos”f4rsin®f =r
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Den ekstra faktoren r i polarintegrasjon er altsa Jacobi-determinanten til
variabelskiftet. Formelen for skifte av variable i dobbeltintegraler blir na til
den vanlige formelen for integrasjon i polarkoordinater:

//A f(x,y) dedy = //D f(rcos,rsin®)r drdf

der D er omradet A beskrevet i polarkoordinater.

Bemerkning: Ser du ngye etter, vil du se at vi egentlig bare har lov til
a bruke teorem 6.7.1 pa polarkoordinater dersom origo ikke er med i inte-
grasjonsomradet — betingelsen om at det T/ # 0 er nemlig ikke oppfylt i
origo. Det er imidlertid ingen problemer med & bruke polarkoordinater pa
omrader som inneholder 0. Vil man begrunne dette, kan man fgrst fjerne en
liten sirkelskive B(0,¢) fra integrasjonsomradet og sa se pa grenseverdien
nar e gar mot 0.

Vi tar med et eksempel der det er naturlig & bruke polarkoordinater.

Eksempel 3: Vi skal finne volumet til en kule med radius a. Ligningen
for en kuleflate med radius a og sentrum i origo er

? +y? + 2 =a?

Lgser vi for z, far vi

2 2

z=2+v\a%— 122 —y2.

Halve volumet ligger dermed under funksjonsgrafen f(z,y) = v/a? — 22 — y?
og over sirkelen

S{(z,y) € R*: 2® +y* < a?}

Dermed er

V:2//\/a2—m2—y2 dzdy .
S

Skifter vi til polarkoordinater, far vi

a

2m
V:2/ vaz—r2rdf| dr

0 0

(husk Jacobi-determinanten er r). Dette gir

V:47T/\/a2—r2rdr
0
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For & lgse dette integralet innfgrer vi en ny variabel u = a? — r2. Da er
du = —2rdr, og vi far

/\/ r2rdr——/fdu—— 3/2+c—%(a2—r2)3/2+c

Dermed er
1 ¢ g
V=dnr [—3((12 - 7"2)3/2]0 = §7Ta3

[ )

Bruk av polarkoordinater er sa vanlig at du fritt kan bruke formelen a(f’gi( =
an

r uten a4 matte begrunne den. Veer forgvrig oppmerksom pa at det ofte
veere lurt & bruke polarkoordinater med et annet sentrum enn origo. @Jnsker
du f.eks. a integrere over en sirkel med sentrum i (a,b), er det som regel lurt
a innfgre polarkoordinater med dette punktet som sentrum. Det betyr at du
setter

r=a+rcosf og y=>b+rsinf

Ogsa 1 dette tilfellet blir Jacobi-determinanten ((T’g)) T.

“Bevis for skifte av variabel i dobbeltintegraler

Vi skal na bevise teorem 6.7.1. Beviset er langt og vanskelig, og vi skal
stykke det opp i flere etapper. Fgrst ser vi pa hvordan affinavbildninger
transformerer arealer. (Dersom du synes det er noe kjent ved dette, skyldes
det nok at lemmaet nedenfor bare er en presisering av setning 2.9.3.)

Lemma 6.7.2 Anta at D C R? er en begrenset, Jordan-mdlbar mengde med
areal |D|. Dersom F(x) = Bx + b er en affinavbildning fra R? til R? med
matrise B, sa er bildet

A=F(D) = {F(x)| x € D}

Jordan-malbart med areal |A| = |det(B)||D|. Tallverdien til determinanten
er altsa forstgrrelsesfaktoren til affinavbildningen.

Beuwis: Fra seksjon 2.9 vet vi at formelen gjelder nar D er et rektangel (strengt
tatt viste vi den bare nar D er et kvadrat, men beviset for rektangler er
akkurat det samme). For a vise at den gjelder for en generell, begrenset,
Jordan-malbar mengde D, ma vi tilnseerme D ved hjelp av rektangler. Her
er detaljene:

Siden D er Jordan-malbar, er funksjonen 1p integrerbar, og vi kan for
enhver € > 0 finne en partisjon Il av et rektangel R som innholder D slik at

€

o) = 1Pl < 556 B
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og
€

D|— N(1I _
IPl= N < 555 B

der O(II) er den gvre trappesummen til funksjonen 1p, og N(II) er den
nedre trappesummen. Siden

oM = > Ryl

rektanglene Rij
slik at [2;; ND#£D

og
NI = D[Ryl

rektanglene R;;

slik at R;;CD
vil det samlede bildet av de forste rektanglene (de som inngar i summen til
A(I1)) under F gi en overdekning av F(D) med samlet areal | det(B)|Q(II) <
|det B||D| + §, mens det samlede bildet av rektanglene i den andre sum-
men, vil gi en mengde som ligger inni F(D) med areal |det(B)|N(II) >
|det B||D| — §. Bildet F(D) ligger dermed klemt mellom to mengder der
den stgrste har areal mindre enn |det B||D| + §, og den minste har areal
stgrre enn |det B||D| — §. Det folger at A = F(D) er Jordan-malbar med
areal |A| = |det B||D|. O

Bemerkning: Er man virkelig kritisk, vil man si at vi har jukset litt i be-
viset ovenfor — vi har nemlig brukt to arealbegreper om hverandre uten &
sjekke at de faktisk er sammenfallende. Det ene arealbegrepet er det ufor-
melle som vi har med oss fra skolen, og som forteller oss hvordan vi kan regne
ut arealet til trekanter og parallellogrammer ol., mens det andre arealbegre-
pet er det vi har innfgrt i dette kapitlet, og som bygger pa dobbeltintegraler.
Det er ikke vanskelig a vise at de to begrepene stemmer overens, men det
tar litt tid, og vi overlater utfordringen til leserne!

For vi for alvor gar lgs pa beviset for teoremet, trenger vi noen tekniske
hjelpemidler. Den neste setningen er et generelt resultat om lukkede mengder
som ogsa er nyttig i mange andre sammenhenger.

Setning 6.7.3 Anta at B og C er to disjunkte (dvs. at AN B =), lukkede
mengder i R™, og at minst én av dem er begrenset. Da finnes det en 6 > 0
slik at |b —c| > 6 for allebe B ogc € C.

Bewvis: La oss si at det er B som er begrenset. Dersom resultatet ikke hol-
der, kan vi for hver n € N finne et par av elementer b,, € B og ¢, € C
slik at [b, — c,| < 1. Siden B er lukket og begrenset, har {b,} en delfslge
{b,, } som konvergerer mot et punkt b € B. Siden |b,, — c,, | — 0, vil
0gsad c,, — b. Siden C er lukket, ma da b € C, og det er umulig siden
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BNnC =0. m|

I argumentene nedenfor er det ofte lurt & male stgrrelsen til en vektor
pa en litt annen mate enn vanlig. Dersom x = (z1, 22) er en vektor i R?, lar
vi |x| = max{|z1]|, |r2|}. Et kvadrat med sentrum i x og sider € er na gitt
ved

€
K(xe)={y eR* ||y = x| < 3}

Siden vi maler vektorer pa en litt uvanlig mate, er det naturlig ogsa & male
sterrelsen til matriser pa en annen mate enn vanlig. Dersom A er matrisen

< a1l a2 ) lar vi
, lar vi
az1 Q22
| Al = max{|a11] + [a12], |az1| + |azz[}
(OBS: Selv om vi bruker den samme notasjonen, er dette ikke den samme
matrise-normen som vi brukte i setning 1.6.3). Her er et enkelt lemma om

sammenhengen mellom disse normene:

Lemma 6.7.4 For alle x € R? og alle 2 x 2-matriser A har vi

|Ax| < | AJl]

a1121 + 1222
Ax = ,
a2121 + @222

||AX|| = max{|a11331 + (112132|, |021£L'1 + a22m2|}

Bewvis: Siden

er

Videre er

lan1z1+a1222| < lan[z1]+|arz|[z2] < (Jani|+|ai2|) max{|z1], [z2]} < |A]]x]
og

|ag1z1+a20ws| < fagi||z1|+|azz||z2| < (la2i|+|a|) max{|z1], [z2[} < |A]]x],
og folgelig er |Ax| < [A[[x| o

Grunnen til at vi innfgrer de nye normene, er at de egner seg utmerket
til & beskrive hva som skjer med kvadrater nar de transformeres ved hjelp av
en funksjon. Figur 5 viser problemstillingen — vi er interessert i stgrrelsen
til det minste kvadratet K’ (med sider parallelle med aksene) vi kan putte
bildet av det opprinnelige kvadratet K inn i.
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S

/\\

K/

e

Figur 5: Avbildning av kvadrater

Setning 6.7.5 La K C R? vere et kvadrat med areal |K| og sentrum c.
Anta at S : K — R? er en deriverbar avbildning slik at |S'(x,y)| < C for
alle punkter (x,y) i det indre av K. Da er S(K) inneholdt i et kvadrat med
sentrum i S(c) og areal C?|K|

Bevis: La ¢ = (z9,y0) og la (z,y) veere et annet punkt i K. Ved middel-
verdisetningen for funksjoner av flere variable (5.4.5) finnes det et punkt d
i det indre av K slik at

1S1(z,y) — S1(z0,90)| = [VSi(d) - (z — 20,y — yo)|

Hvis s er halvparten av sidekanten i det opprinnelige integralet, er |z — x| <
s og |y — yo| < s. Dermed er

$1:0) = S1an ) = (| G| + |52 @) s < 0
Tilsvarende resonnement for Sy gir |Sa(x, y) —S2(x0, yo)| < C's, og resultatet
folger. O

Vi er na ferdige med de forste forberedelsene. De neste to resultatene gir
oss viktig informasjon om malbarhet. Husk at tillukningen N til en mengde
N C R? bestar av N pluss randen til N — med andre ord N = N UON.

Setning 6.7.6 La U vere en dpen mengde i R? og anta at N er en mengde
med innhold 0 slik at tillukningen til N er inneholdt i U. Dersom S : U — R?
er en funksjon med kontinuerlige partiellderiverte, sa har S(N) innhold null.

Bewis: Siden U er apen, er mengden
Ut={acR’|lag¢U}

(den kalles komplementet til U) lukket. Ifglge setning 6.7.3 finnes det dermed
en 6 > 0 slik at avstanden fra ethvert punkt i IV til det nsermeste punktet i
U® er minst 4. La K veere tillukningen til mengden

{x € R? : det finnes a € N slik at |x —a| < §/2}
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Da er K en lukket og begrenset delmengde av U, og ifglge ekstremalverdi-
setningen finnes et tall M slik at tallverdien til de partiellderiverte til S er
mindre enn X pa mengden K. Dermed er |S/(x)| < M for alle x € K.
Gitt en € > 0, kan vi finne en overdekning av IV med samlet areal mindre
enn 475 slik at alle rektanglene i overdekningen ligger inni K. Vi kan anta at
alle rektanglene i denne overdekningen er kvadrater. (For a se dette velger
du fgrst en overdekning som bestar av rektangler, sa utvider du hvert rek-
tangel grlite slik at alle hjgrner har rasjonale koordinater, men det samlede
arealet fortsatt er mindre enn 7, og sa observerer du at alle rektangler
med rasjonale hjgrner kan deles opp i et endelig antall kvadrater — det siste
har noe med fellesnevnere a gjgre!). Ser vi pa bildene av alle kvadratene
i overdekningen, forteller forrige setning oss at hvert av dem ligger inni et
nytt kvadrat med areal maksimalt M? ganger arealet til det opprinnelige
kvadratet. De nye kvadratene overdekker dermed S(N) og har et samlet
areal mindre enn M 2]\6/[—22 = e. Folgelig har S(N) innhold 0, og setningen er
bevist. |

Det neste resultatet viser at injektive funksjoner med ikke-null Jacobi-
determinant bevarer malbarhet.

Setning 6.7.7 La U vere en dpen mengde i R?, og anta at D er en Jordan-
mdlbar mengde med tillukning inneholdt i U. Anta at S : U — R? er en
injektiv funksjon med kontinuerlige partiellderiverte slik at det S'(x) # 0 for
alle x € U. Da er S(D) Jordan-malbar.

Bevis: Ifglge teorem 6.6.3 er en mengde Jordan-malbar hvis og bare hvis
randen har innhold 0. Dette betyr at randen N til D har innhold 0, og
ifplge forrige setning har dermed S(V) innhold 0. Dersom vi kan vise at
0S(D) C S(N), sa ma S(D) vaere malbar og teoremet folger (de to mengdene
er faktisk like, men det har vi ikke bruk for).

Anta y € 0S(D). Siden detS # 0 pa U, forteller omvendt funksjons-
teorem 5.6.2 oss at S har en kontinuerlig omvendt funksjon S~1 : S(U) — U
som er definert i en omegn om y. Siden y € 9S(D), kan vi na finne to fglger
fra S(U) som konvergerer mot x — den ene, {y,}, bestar av punkter som
ligger i S(D), den andre, {z,}, bestar av punkter som ikke er med i S(D).
Siden S™! er kontinuerlig, vil S~™!(y,) og S™!(z,) begge konvergere mot
x = S7!(y). Den ferste av disse fglgene bestar av punkter som er med i D,
den andre av punkter som ikke er med i D. Fglgelig er x € N = dD. Siden
y = S(x), er dermed x € S(IV), og setningen er bevist. O

Vi kan na for alvor tenke pa a bevise teoremet. Hovedideen i beviset er
at hvis K er et lite kvadrat med sentrum a, sa vil bildet T(K) ha areal
tilngermet lik |det T(a)||K|. For & gjennomfere beviset trenger vi a vite
hvor god tilngermelsen er. Dette skal vi gjore pa folgende indirekte mate. Vi
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bruker fgrst den inverse linezeravbildningen B = T’(a) ! til 4 avbilde T(K)
tilbake til utgangspunktet — dvs. vi ser pa mengden BT(K). Siden B og
T nesten er inverser til hverandre i det omradet vi ser pa, er BT(K) og K
svaert like, og vi skal bruke setning 6.7.6 til a vise at BT (K) kan passes inn i
et kvadrat K’ som bare har litt stgrre areal enn K. Dermed er T'(a)(K’) en
mengde som inneholder T(K), og som har et areal som bare er grlite grann
stgrre enn | det T’(a)|| K. Det neste lemmaet oppsummerer de regnetekniske
delene av dette resonnementet:

Lemma 6.7.8 La U vere en dpen mengde i R? og anta at T : U — R?
er en injektiv funksjon med kontinuerlige partiellderiverte slik at det T # 0
pa hele U. Dersom K er et lukket kvadrat inni U, og B : R? — R? er en
inverterbar matrise, sa er

2
IT(K)| < |det B|™" (sup IIBT’(u)||> K|
uekK

Bewvis: La S vaere den sammensatte funksjonen S(u) = BT (u). Daer S'(u) =
BT'(u) og
C = sup [S'(u)| = sup [BT'(u)]
uek uek
eksisterer siden K er lukket og begrenset, og de partiellderiverte til T er
kontinuerlige. Ifplge setning 6.7.5 er S(K) inneholdt i et kvadrat med areal
mindre enn C?|K| og ma derfor selv ha areal mindre enn C?|K| (vi vet fra

forrige setning at S(K) er Jordan-malbar og dermed har et areal). Siden
T(K) = B~ 1(S(K)), folger det fra lemma 6.7.2 at

I T(K)| = [det BT'[|S(K)| < | det B|~'C?|K]

og dermed er lemmaet bevist. O

Vi trenger ogsa et lemma som viser at vi kan fa konstanten

C = sup |BT'(u)]
uekK

ovenfor sa naer 1 vi matte gnske dersom K er et tilstrekkelig lite kvadrat,
og B er T'(a)~! der a er sentrum i K:

Lemma 6.7.9 La U vere en dpen mengde i R? og anta at T : U — R? er
en injektiv funksjon med kontinuerlige partiellderiverte slik at det T' # 0 pa
hele U. Anta at R er en lukket, begrenset delmengde av U. For enhver € > 0
finnes det da en 6 > 0 slik at

T (V) T ()] -1 <e

0g
| | det T'(v)| ! det T/ (u)| — 1| <e

for alle u,v € R slik at lu—v| <46
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Bevis: Siden T’ er kontinuerlig pa R, er (T')~! det ogsa , og det fglger at
funksjonene

fla,v) =T (v)"' T’ (u)
0og
g(u,v) = |det T'(v) ! det T (u)|
er kontinuerlige funksjoner pa mengden

RxR={(u,v) € R*|u,veR}

Siden R x R er lukket og begrenset, er f og g uniformt kontinuerlige ifglge
setning 6.1.4. Gitt € > 0, finnes det derfor en § > 0 slik at

[f(u,v) = f(u, V)] <€ og [g(u,v)—g(u v <e

nar |(u,v) — (u/,v')| < 4. Velger vi u’ = v/ = u, folger lemmaet. O

Vi har na kommet til selve kjernen i argumentet vart:

Lemma 6.7.10 La U vere en dpen mengde i R? og anta at T : U — R? er
en injektiv funksjon med kontinuerlige partiellderiverte slik at det TV # 0 pa
hele U. Hvis D C U er en lukket, Jordan-malbar mengde, sa er

T(D)| < //D | det T (u, v)| dudv

(de to uttrykkene er faktisk like, men vi ngyer oss med ulikheten forelopig)

Beuis: Velg et kvadrat R som inneholder tillukningen til D. For ethvert tall
n, lar vi II™ veere den partisjonen av R som vi far ved & dele sidene til
R inn i 2" like store deler. Velg Ny sa stor at de delkvadratene R;; i 1Mo)
som overlapper med D, ligger inni U (dette er mulig ifplge setning 6.7.3).
La K,, veere unionen av alle (de lukkede) delkvadratene i II" som overlapper
med D. Da er K, en lukket, begrenset mengde, og dersom n > Ny, sa ligger
K, inni Ky,. Observer at siden D er Jordan-malbar, er lim,,_, | K| = |D|
(tenk gjennom dette — det er ikke helt opplagt!).

Gitt en € > 0, velger vi n sa stor at |K,| < |D|+ €. Ved eventuelt a velge
n enda storre, kan vi ifglge forrige lemma anta at hvis u og v ligger i samme
delkvadrat i K, sa er

[TV T ()] -1 < e

og
| | det T'(v)] | det T/ ()| — 1| < €

Anta at Sq, .9, ..., S, er delkvadratene som utgjer K, og la a; veere sentrum
i S;. Bruker vi lemma 6.7.8 med B = T(a;)~!, far vi

I T(S)] < | det T' () |(1 + €)?|4|
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Summerer vi opp, har vi

m

Z SO < (146 |det T'(a;)]| Sl

=1

Fra lemma 6.7.9 ser vi ogsa at for alle u € 5;, er
| det T'(u)| > (1 — €)| det T'(a;)]

Dermed er
1
| det T'(a;)|]Si| = // | det T'(a;)| dudv < T // | det T/ (u,v)| dudv
Si —€ Si

og kombinerer vi dette med resultatet ovenfor, far vi

(1
IT(D)| < 1+6 // | det T/ (u, v)| dudv
—€

(husk at K, = S;USaU...USy,). Dersom C er supremum til | det T/ (u, v)]
pa K, (dette er en kontinuerlig funksjon over en lukket, begrenset mengde,
sa et supremum finnes), er

// | det T/ (u,v)| dudv < // | det T/ (u,v)| dudv + Ce
n D

(husk at vi har valgt n sa stor at |K,| < |D|+ €). Totalt har vi dermed
Ce(1 + ¢)?

— €

(o) < L

< / | det T/ (u, v)| dudv +
—€

Siden € > 0 er vilkarlig, kan vi fa uttrykket pa hgyre side av ulikheten sa
naer [ [, [det T (u, v)| dudv vi matte gnske ved & velge e liten nok. Det betyr
at

IT(D)| < / | det T (u,v)| dudv
D

og beviset er fullfert. O

Vi er na gjennom det verste, og resten av beviset for teoremet bestar
bare i a fa bitene pa plass. Fgrst utvider vi lemmaet ovenfor fra mengder til
positive funksjoner.

Lemma 6.7.11 La U vere en dpen mengde i R? og anta at T : U — R? er
en injektiv funksjon med kontinuerlige partiellderiverte slik at det T' # 0 pa
hele U. Hvis D C U er en lukket, Jordan-malbar mengde, og f : D — R er
en tkke-negativ, kontinuerlig funksjon, sa er

// F@y) d:cdy<//f (1, 0))] det T (u, v)| dudy
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Beuwis: Fra teorem 6.6.3, teorem 6.6.6 og setning 6.7.6 vet vi at de to funksjo-
nene er integrerbare over henholdsvis T(D) og D. La II" veere partisjonene

i forrige bevis, og la
= > mylR}|
(]

vaere den nedre trappesummen. Legg merke til at det bare er de kvadratene
som ligger inni D som bidrar til summen. Lar vi

(n) _ m—1/pn)

v

vet vi fra forrige lemma at ]RZ(]n)| < ffs(n> | det T (u, v)| dudv. Dermed er
ij

NII™) < Z mij // | det T/ (u, v)| dudv <

RVcD

//US o)) det T'(w0)| dude < [ [ FOP( )] det T 0] dude

Siden vi kan fa N(II") sa neer ffT_l(D) f(z,y) dedy vi matte gnske ved &
velge n tilstrekkelig stor (tenk gjennom dette!), sa er

// (2,7) da:dy<// F(T(u, v))]| det T (u, 0)| dudv

og lemmaet er bevist. O

Forelppig har vi bare bevist teoremet vart for positive funksjoner og med
ulikhet istedenfor likhet. Det kan se ut som vi fortsatt har en lang vei a ga,
men det viser seg at vi bare er et triks fra malet. La oss skrive opp teoremet
pa nytt for vi beviser det:

Teorem 6.7.12 (Skifte av variable i dobbeltintegral) La U vere en
dpen mengde i R? og anta at T : U — R? er en injektiv funksjon med
kontinuerlige partiellderiverte slik at det T # 0 pa hele U. Hvis D C U
er en lukket, Jordan-malbar mengde, og f : T(D) — R er en kontinuerlig
funksjon, sa er

// Fy) dxdy—//f (1, 0))| det T (u, v)| dudv

Beuvis: Anta fgrst at f er ikke-negativ. Fra lemmaet ovenfor vet vi at

// Fy) da:dy<//f (u, 0))] det T (u, 0)| dudv
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For a fa den omvendte ulikheten bruker vi trikset vart. La E = T(D),
g(u,v) = f(T(u,v))|det T'(u,v)| og S = T~!. Da er forutsetningene i lem-
maet ovenfor oppfylt nar vi erstatter D, f og T med henholdsvis E, g og S
(sjekk dette!). Folgelig er

// g(u,v dudv<// (x,y))|det S'(z, y)| dzdy
S(E)

Setter vi inn de opprinnelige uttrykkene og bruker at
det T'(S(z,y)) det S'(z,y) = 1

(husk omvendt funksjonsteorem) og S(F) = D, omdannes ulikheten ovenfor

v //D f(T(u,v))| det T (u, v)| dudv < //P(D) f(z,y) dzxdy

som er den omvendte ulikheten av den vi har fra fer. Dermed er teoremet
bevist for ikke-negative funksjoner. For & utvide til generelle funksjoner,
observerer vi fgrst at dersom f er en funksjon som oppfyller betingelsene i
teoremet, sa er f begrenset. Velger vi en tilstrekkelig stor, positiv konstant
C er da f(z,y) + C en ikke-negativ funksjon, og dermed er

//( (u,0) +C’>!detT(uv)|dudv—//r(D< wy)+C> dady

Etter det vi allerede har vist (C' er en positiv funksjon!), er
/ C|det T (u,v)| dudv = / C dxdy
D T(D)

og trekker vi dette fra ligningen ovenfor, far vi

J[L, S dody = [[| 50w aet T ) due

og teoremet er omsider bevist! O

6.8 Uegentlige integraler i planet

Hittil har vi alltid integrert over begrensede omrader i planet, men i mange
anvendelser er det viktig a kunne integrere over ubegrensede omrader, og vi
skal na se hvordan dette kan gjgres. Vi skal forst definere slike integraler for
ikke-negative funksjoner, og sa utvide til mer generelle funksjoner senere.
Litt notasjon fgr vi begynner: I denne seksjonen er

Ko ={(z,y) € R?||z|,[y| < n}

det lukkede kvadratet med sentrum i origo og sidekant 2n.
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Definisjon 6.8.1 La A vere en delmengde av R? slik at ANK,, er Jordan-
malbar for alle n € N. Hvis f : A — R er en positiv, kontinuerlig funksjon,

definerer vi
// f(z,y) dedy = lim // f(z,y) dzdy
A n—=o ) JANK,

dersom denne grenseverdien eksisterer. I sa fall sier vi at det uegentlige in-
tegralet ffA f(z,y) dedy konvergerer, i motsatt fall sier vi at det divergerer.

La oss se pa et eksempel:

Eksempel 1: Vi skal integrere f(z,y) = pyr% over omradet
A=Rx[0,2] = {(z,y) € R*|0 <y <2}

A er altsa en uendelig lang stripe med bredde 2. Legg merke til at nar n > 2,
saer AN K, =[-n,n] x [0,2], og vi far

//Af(x,y) dmdyznllngo/r; [/;f(a:,y) dy} dx

Setter vi inn funksjonsuttrykket og regner litt, ser vi at

n 2 y2 n % y=2 8 n 1
2dy dr = 5 T = — 72(13;:
nlJo 1+2z nll+z 0 3,1+
y:

" 8T
= — | arctan z = —(arctann — arctan(—n)) — —
3 .3 3

der vi i siste overgang bruker at lim,, ., arctann = § og lim,, . arctan(—n) =
—%. Dermed har vi vist at

2
Y 8
daxdy = — &
//Rx[oz} 1+ a2 3

I definisjonen ovenfor brukte vi kvadratene K, til a definere dobbeltin-
tegraler over uendelige omrader. Ofte er det mer behagelig & bruke omrader
av en annen type, for eksempel sirklene B(0,n)

Setning 6.8.2 Anta at A er en delmengde av R? slik at AN B(0,n) er
Jordan-malbar for alle n. Hvis f : A — R er en kontinuerlig, ikke-negativ
funksjon, sa er

/f(w,y) drdy = lim // f(z,y) dvdy
A n—o00 JJANB(0,n)

(hvis integralet til venstre divergerer, er grenseverdien til hoyre lik co)
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Bevis: Siden rette linjer og sirkelbuer har innhold null, vil mengdene AN K,
vaere Jordan-malbare hvis og bare hvis mengdene A N B(0,n) er det, sa det
er ingen problemer med malbarheten. Siden

K, s C B(0,n) C K,

(lag en tegning!) og f er ikke-negativ, har vi

//AmKn/ﬂ f(z,y) dedy < //AmB(o,n) flz,y) dedy < //AﬁKn f(z,y) dedy

Dersom integralet konvergerer, gar bade det venstre og det hgyre uttrykket
mot ffA f(z,y) dzdy, og dermed ma uttrykket i midten ogsa gjore det. Der-
som integralet divergerer, gar uttrykkene til venstre og hgyre mot oo, og da
ma uttrykket i midten ogsa gjore det. O

Det neste eksemplet viser en overraskende bruk av dobbeltintegraler.
z2

Husk at vi hittil ikke har veert istand til & regne ut integralet f_oooo e 2 dr
(som via normalfordelingen spiller en sentral rolle i sannsynlighetsregning og

12
statistikk) fordi funksjonen e~ = har en antiderivert som ikke kan uttrykkes
ved hjelp av de funksjonene vi kjenner.

12 2
Eksempel 2: Vi skal regne ut dobbeltintegralet ffRQ e dzdy pa to

forskjellige mater. Lar vi
n IQ
I, = / e” 2 dx,
-n
ser vi fgrst at

12 2 n n ZQ 2
no2 no o no2
= / e 7 {/ ez dm} dy = In/ e” 7 dy =12

Lar vi n gd mot uendelig, ser vi at

0 22 22402
/ e 2 dxr = \/// e 3 dxdy
—00 RQ

(forutsatt at integralene konvergerer, men det skal vi vise om et gyeblikk).
La oss na se hva som skjer nar vi bruker sirklene B(0,n) til & regne ut
dobbeltintegralet. Da er det naturlig & bytte til polarkoordinater, og vi far

12+y2 n 2m 72 n 2
// ez dxdy :/ {/ e 27 d@] dr = 27r/ re 2 dr
B(0,n) o LJo 0
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Na har det skjedd et lite under — det nye integralet er lett a regne ut ved
2

substitusjonen u = 5. Vi far

n2

a:2+y2 n r2 2 n2
// e 2 dxdy= 271'/ re” 2 dr = 271'/ e Ydu=2nr(l—e"27)

Dette uttrykket gar mot 27 nar n gar mot uendelig, og folgelig er

22402
// e dxdy = 2w
R2

Kombinerer vi dette med utregningene ovenfor, ser vi at

o0 322
/ e 2 dr=+V2m

o0

som ogsa kan skrives

1 a2 d
— e 2 dr=1
\ 27 /—oo
Dette forklarer hvorfor v/27 dukker opp i normalfordelingen. &

Hittil har vi bare sett pa uegentlige integrasjon av ikke-negative funk-
sjoner. For a utvide til generelle funksjoner, observerer vi forst at enhver
funksjon f kan skrives som en differanse mellom to positive funksjoner; vi
har

f(@) = fo(z) = f-(2)

der
f(x) hvis f(z) >0
f+(z) =
0 ellers
—f(z) hvis f(z) <0
fo(a) =

0 ellers

Legg ogsa merke til at |f(z)| = f+(z) + f-(x).

Definisjon 6.8.3 La A vere en delmengde av R? slik at ANK,, er Jordan-
malbar for alle n € N, og anta at f : A — R er en begrenset, kontinuerlig
funksjon. Vi sier at integralet ffA f(z,y) dzdy konvergerer dersom begge

integralene [[, f(x,y) dedy og [[, f-(x,y) dedy konvergerer, og i sa fall
definerer vi

//Af(x,y) dzdy = //A fe(z,y) dedy — //A f—(z,y) dady
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Bemerkning: Definisjonen ovenfor kan se litt tungvinn ut — hvorfor sier
vi ikke bare at integralet [[, f(x,y) dzdy konvergerer dersom grenseverdien
limy oo [f4n x, (@, y) dzdy eksisterer slik vi gjorde for ikke-negative funk-
sjoner? Grunnen er rett og slett at vi da risikerer & fa integraler med ganske
rare egenskaper som er vanskelige a regne med. Holder vi oss til definisjonen
ovenfor, gjelder de vanlige regnereglene for integraler fortsatt.

Legg forgvrig merke til at siden |f(z)| = f+( ) + f-(x) sa kan de to
kravene om at bade ffA f1(z,y) dzdy og ffA (z,y) dzdy skal konvergere,
reduseres til ett krav, nemlig at [[ 4| f(x,y)| drdy konvergerer. Legg ogsa
merke til at hvis vi vet at integralet [[, f(x,y) dedy konvergerer, sa kan vi
regne det ut ved

// f(x,y) dedy = lim // f(x,y) dxdy
A n— ANK,

I sa fall har vi nemlig

//Af(x,y) dxdyz//Ah(x,y) dmdy—/Af(x,y) drdy =
= nh_{go //AﬂKn fi(z,y) dedy — nh_)lfrolo //AQKn f-(z,y) dedy =

= m [ )~ f (o) dady = i /I ) dody

Fra teorien for funksjoner av én variabel vet vi at det ogsa finnes en
annen type uegentlige integraler — de hvor integranden gar mot uendelig.
Tilsvarende tilfeller finnes ogsa for dobbeltintegraler, men vi skal ikke grave
oss ned i denne teorien, men ngye oss med a se pa et eksempel.

Eksempel 3: Vi har lyst til & integrere funksjonen f(x,y) = T +y2)p ,p>0,

over sirkelen A = B(0, 1). Siden f ikke er definert i origo, og f(x,y) neermer
seg uendelig nar (z,y) — 0, er det ikke opplagt hvordan vi skal gjgre dette.
En naturlig idé er a fjerne en liten sirkel rundt origo og forst integrere over
omradet A. = {x € R? : € < |x| < 1}. Bytter vi til polarkoordinater, far vi
da (anta forst at p # 1):

27 1 1 1
// $2+y da:dy—/ {/0 7427“d9}d7“:27r/6 77“27’*1(“:

T 1 ! T
= = 1—6272p
1—p[?"2’"2L 1—p( )

Lar vi € ga mot 0, ser vi at det siste uttrykket gar mor uendelig hvis p > 1
og mot 1%{) hvis p < 1. I dette siste tilfellet er det rimelig a sette

1 T
e dady = ——,
//A<x2+y2>p T
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mens vi i det fgrste sier at integralet divergerer. Gar vi tilbake til det utelatte
tilfellet p = 1, far vi

1 11 !
// Mdmdy:%r/ drz27r[lnr] = —27lne — o0
A5 T Y e T ¢

som viser at integralet divergerer ogsa i dette tilfellet. s

6.9 Trippelintegraler

Vi skal na se hvordan vi kan integrere funksjoner av tre variable over omrader
i rommet. Teoretisk er ikke dette sa veldig forskjellig fra & integrere funk-
sjoner av to variable over omrader i planet, men i praksis blir det ofte litt
mer komplisert fordi geometrien er mindre oversiktlig. Vi skal derfor legge
hovedvekten pa praktisk utregning av integraler og hoppe over utledninger
som er nesten identiske med de to-dimensjonale.

La oss forst se hvordan vi kan integrere en funksjon f(z,y,z) over en
rektangulaer boks

R = a1, ag] x [b1,ba] x [c1,c0] =

={(z,y,2) €R? | a1 <z < ag,by <y<byer <2< cr)

Vi begynner med a lage en partisjon II av R. En slik partisjon bestar rett
og slett av en partisjon av hvert av intervallene [a1, as], [b1, b2, [c1, c2]:

a1 =T <1 <2< ... Tp—-1 < Ty =0az
b1:y0<y1 <Yy < ...Yn—1 <ym:b2
cl=20< 21 <2m<...211<z=c¢C
Partisjonen II deler R opp i mange mindre “delbokser”. Vi lar
Riji = [wi—1, @3] X [yj—1,Y5] X [2k—1, 2]
veaere den ijk-te delboksen, og lar
Mgk = 1nf{f(:1:,y, Z) | (xvyv Z) € R’ij}

Mijk = sup{f(x,y,Z) | (ZL‘,y, Z) € lek}

vaere henholdsvis infimum og supremum til funksjonen f over denne delbok-
sen. Pa vanlig mate definerer vi na den nedre og den gvre trappesummen til
f med hensyn pa partisjonen II:

n m 1

N(I) = Z Z Z mijr| Rijkl

i=1 j=1 k=1
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og

(1) = Z Z Z M;ji| Riji|
=1 j=1 k=1
der
|Riji| = (vi — zi-1)(yj — yi-1) (2 — 21-1)

er volumet til delboksen R;j.
Nedre- og gvreintegralet til f kan vi ogsa definere pa vanlig mate. Ned-
reintegralet er gitt ved

/// f(x,y, z) dedydz = sup{N(II) | IT er en partisjon av R}
JJJ R

og gvreintegralet ved

/// f(z,y,2) dedydz = inf{O(II) | II er en partisjon av R}
R
Dermed har vi kommet frem til definisjonen av trippelintegraler:

Definisjon 6.9.1 En begrenset funksjon f : R — R er integrerbar over R

o ///Rf(x,y, z) dxdydz = ///Rf(:n,y, z) dxdydz

1 sa fall definerer vi integralet av f over R til a vere

///R f(z,y,2) dedydz = ///Rf(ﬂc,y, 2) dxdydz = ///Rf(x,y, 2) dxdydz

Som i det to-dimensjonale tilfellet har vi na to grunnleggende spgrsmal
— hvilke funksjoner er integrerbare, og hvordan regner vi ut integraler? Vi
begynner med det forste spogrsmalet.

Setning 6.9.2 Anta at R = [a1, as] X [b1, be] X [c1, ca] er en rektanguler boks
iR3 og at f: R — R er en kontinuerlig funksjon. Da er f integrerbar over
R.

Bewis: Akkurat som beviset for teorem 6.1.5. O

La oss na se pa det neste spgrsmalet — hvordan vi regner ut trippel-
integraler. Akkurat som for dobbeltintegraler kan vi gjore dette ved iterert
integrasjon, det vil si ved a regne ut flere enkeltintegraler etter hverandre.
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Setning 6.9.3 Anta at R = [a1, as] X [b1, ba] X [c1, c2] er en rektanguler boks
iR3 og at f: R — R er kontinuerlig. Da er

///Rf(ﬂc,y,z) dmdydz://A [/:f(:r,y,z) dz] ddy =
:/:2 [/ble [/:f(%y,z) dz] dy] da

der A = [a1,a2] X [b1,ba] er projeksjonen av R ned i xy-planet.

Setningen ovenfor gjelder ogsa for ikke-kontinuerlige, integrerbare funk-
sjoner dersom vi er litt forsiktigere med hvordan vi formulerer oss (sammen-
lign med setning 6.1.7). Rekkefolgen av de itererte integralene spiller ingen
rolle, sa vi kan ogsa regne ut trippelintegraler slik

///Rf(a:,y,z) dudydz — /12 [/:2 U:Q F(@,9,2) dm} dy] dz

eller slik

///Rf(:n,y,z) dxdydz:/blb2 [/ U F@,2) d:c} dz] dy

(i alt er det seks muligheter og vi skriver ikke opp alle). Vaer oppmerksom
pa at selv om resultatet blir det samme, kan det vaere mye lettere a regne
ut trippelintegralet i én rekkefglge enn en annen.

La oss se pa et eksempel:

Eksempel 1: Vi skal regne ut [[[,(z + ye**) dwdydz, der R = [0,1] x
[1, 3]0, 2]. Legg merke til hvordan vi integrerer med hensyn pa den aktuelle
variabelen som om alle andre variable var konstanter.

J[ [ @+ v dnayaz - /02 [/13 [/Olcc T ye®) dm} dy] 4o —
:/02 [/13 [Q;QJFJ;%%E:; dy] dz:/02 [/13 <;+y€2z> dy] g

2 y yz y=3 2 2
= / [ + eQZ] dz = / (1 + 462Z) dz = [z + 2622] = 2¢t
o 12727 |, 0 o

[ )

Trippelintegraler i MATLAB: Trippelintegraler i MATLAB utfgres pa
samme mate som dobbeltintegraler, bortsett fra at vi ma bruke kommandoen
triplequad istedenfor doublequad. Vil vi for eksempel ha MATLAB til a
regne ut integralet i eksemplet ovenfor, skriver vi
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>> triplequad(@(x,y,z) (x+y.*exp(2%z)),0,1,1,3,0,2)

Veaor oppmerksom pa at MATLAB kan bruke lang tid pa a regne ut trippel-
integraler. Dersom én av integrasjonene er enkel, kan det derfor vaere greit
a utfgre den for hand for du kobler inn MATLAB.

Trippelintegraler over mer generelle omrader

Ofte gnsker vi a regne ut trippelintegraler over omrader som ikke er rektan-
gulere bokser. Vi bruker da det samme trikset som for dobbeltintegraler;
vi putter omradet inni en tilstrekkelig stor rektangulser boks og “nuller ut”
funksjonen utenfor det omradet vi er interessert i:

Definisjon 6.9.4 Anta at S er et begrenset omrdide i R3, og la R vere
en rektanguler boks som inneholder S i sitt indre. Hvis f : S — R er en
begrenset funksjon, sier vi at f er integrerbar over S dersom funksjonen

f(x,y,2) hvis (z,y,2) € S

fS(x7 y? Z) =
0 ellers

er integrerbar over R. I sa fall setter vi

///sf(m’y“) dxdydz://Rfs(m,y,@ dadydz

Integrerbarhet over begrensede omrader er mer komplisert enn integrer-
barhet over rektangler siden vi ogsa ma ta hensyn til hvordan omradet ser
ut. Den neste setningen er nyttig i mange situasjoner.

Setning 6.9.5 Anta at A er en lukket, begrenset, Jordan-madalbar mengde
1 xy-planet, og at g,h : A — R er to kontinuerlige funksjoner slik at
g(x,y) < h(z,y) for alle (x,y) € A. La S vere omradet mellom de to
funksjonsgrafene, dvs.

S={(x,y,2) €R® | (x,9) € A og g(z,y) < z < h(z,y)}

Da er enhver kontinuerlig funksjon f : S — R integrerbar over S, og

///Sf(a:,y,z) dxdydz://A

Legg merke til at nar vi bruker resultatet ovenfor, regner vi forst ut et

h(z,y)
/ f(z,y,2) dz | dzdy
9(z,y)

enkeltintegral fg}zgpg’%) f(z,y, z) dz og deretter et dobbeltintegral. Nar vi reg-
ner ut dobbeltintegralet, har vi selvfglgelig lov til & bruke alle de triksene vi
kjenner — vi kan regne det ut som et iterert integral, men vi kan ogsa bytte



6.9. TRIPPELINTEGRALER 83

variable hvis det er lgnnsomt. Her er et eksempel.

Eksempel 2: Beregn integralet

/A//xdxdydz

der A er omradet som ligger over xy-planet, men under flaten z = 4—22 —y2.
Figur 1 viser omradet S. Projeksjonen A av S ned i xy-planet

Figur 1: Paraboloiden z = 4 — 2% — ¢

er sirkelen om origo med radius 2. I dette tilfellet er den nedre avgrensningen
av omradet konstanten 0 og den gvre funksjonen z = h(z,y) = 4 — 2% — 2.
Vi far dermed

4—z2—y2

I:///xdxdydz:// / rdz| dxdy
S A 0
2:4—x2—y2
= // [:rz] dxdy = //(43} — 2% —y2z) dzdy
A =0 A

Siden A er en sirkel, lgnner det seg & skifte til polarkoordinater. Vi far

27 2
I = / /(47" cosf — r3 cos® 6 — r3 cos 0 sin® O)rdr| do
o Lo

2

/

X

2
T COSU — T COS — 7 COSU S1n T
4r% cos 0 — r* cos® 0 — r* cos O sin® 0)dr | db
0

=

32 32 32
(3 cosf — = cos® 6 — = cos 0 sin® 9) db

I
o
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Det fgrste og det siste av disse integralene er greie, vi har

27 o

/320089d9: %siHO =0
3 3 0

0

0g

27
92 9 27
/3cost98in29d0: 3—sin39 =0
5 15 0
0

Det midterste integralet skriver vi om

27 27
/?;QCOSSQd@:/?;2(1—Sin29)C089d9
0 0

32 32 2m
= [5Sin9— 15511139}0 =0.

Altsaer I=0—-0—-0=0.

Nar svaret blir sa enkelt som dette, er det grunn til & stoppe opp og
tenke seg om. Kunne vi ha kommet frem pa en enklere mate? I dette tilfellet
er svaret ja — pa grunn av symmetrien til integrasjonsomradet er det klart
at bidraget fra positive og negative z-verdier vil oppveie hverandre. Det kan
veere lurt & se seg om etter slike symmetrier for man begynner — ofte kan de
forenkle regnearbeidet betraktlig. O

Vi tar med et eksempel til.

Eksempel 3: Vi skal integrere funksjonen f(z,y,z) = xy over omradet R
som ligger under planet z = 2z + 4y og over parboloiden z = z2 + y? (lag
en figur!).

Vi ma fgrst finne ut hvor de to flatene skjeerer hverandre. Setter vi de to
z-verdiene lik hverandre, far vi

22+ =22+ 4y

For a finne ut hva slags kurve dette er, flytter vi forstegradsleddene over pa
den andre siden og fullfgrer kvadratene:

Py =2t dy = 2?20+ —dy=0<= (z - 1>+ (y—-2)?=5

Dette er ligningen til en sirkel med sentrum i (1,2) og radius v/5. Innsiden
av denne sirkelen er altsa projeksjonen A av omradet R ned i xy-planet. Vi

har dermed
2z+-4y
/// xy dedydz = // [/ Ty dz] dxdy
R A LJx2+y2
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Utfgrer vi den innerste integrasjonen, far vi

z=2x+4
I= // [:L“yz] dzdy = // vy (2z + 4y — (% + y2)) dxdy
A z=x24y2 A

Det er fristende & gange ut parentesene, men la oss tenke litt fremover fgrst.
Neste trinn i utregningen er a integrere over sirkelskiven

A={(z,y) R’ [ (2~ 1)+ (y — 2)* < V5}

Den enkleste maten a gjgre dette pa, er a bytte til polarkoordinater med
sentrum i (1,2), altsa a sette

r—1=rcost og y—2=rsind
Siden 2z +4y — 22 — 9> =5— (z — 1) — (y — 2)?> =5 — r? (dette er samme

kvadratkompletteringen som ovenfor), ser vi at integralet na kan skrives
(husk Jacobi-determinanten r):

V5 27
I—/ {/ (14 rcosf)(2+rsind)(5 —r*)r dG] dr
0 0
Ganger vi ut, gir dette
\/5 27
I= / (5—r%)r {/ (2+ 7sind + 2r cos 6 +r251n96089) d&} dr =
0 0

V5 r2 0=27
:/ (5—r?)r [29—rcos«9+2rsin9—|—zsin29] dr =
0

0=0
5 5
:47T/ (5—7”2)7“d7“:47r/ (5r —r3) dr =
0 0
5, Y0 20mv/5
= 47T —-rT - — — 507T -
2" 3,

Som vi ser, blir utregningene ganske lange og kompliserte selv om integran-
den og integrasjonsomradet i utgangspunktet ikke ser altfor kompliserte ut.
Dette er slett ikke uvanlig for trippelintegraler. &

Setning 6.9.5 gjelder selvfplgelig ogsa med variablene byttet om. @Onsker
vi for eksempel & integrere over et omrade med formen

S={(z,y,2) €R®| (y,2) € Aog g(y,2) <z < h(y,2)},

bruker vi formelen

I:///Sf(z:,y,z) dxdydz://A [/g:::)f(x,y,z) dx] dydz
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Mer om trippelintegraler i MATLAB: Skal vi bruke MATLAB til a
integrere over omrader som ikke er rektangulaere bokser, ma vi bruke det
samme trikset som vi brukte for dobbeltintegraler; vi ma “nulle ut” funksjo-
nen over de delene vi ikke er interessert i. @nsker vi for eksempel a integrere
funksjonen f(z,y,2) = 2%y + 22 over kulen med sentrum i origo og radius
1, skriver vi

>> triplequad(@(x,y,z) ((x."2.%y+z."2) .*(x. " 2+y. " 2+z."2<=1)),-1,1,-1,1,-1,1)

Vi minner om at trippelintegraler tar tid (selv for MATLAB), og at det kan
hende du ma vente pa svaret noen minutter.

6.10 Skifte av variable i trippelintegraler

Teorien for skifte av variable i trippelintegraler er nesten identisk med den
tilsvarende teorien for dobbeltintegraler, og vi gir derfor bare en rask gjen-
nomgang av de viktigste resultatene for vi gar lgs pa eksemplene. En be-
grenset delmengde A av R? kalles Jordan-mdlbar dersom integralet

J[[ 1 dadya:

eksisterer — altsa hvis funksjonen 14 definert ved

1 hvis (z,y,2) € A

]-A(x7 Y, Z) =
0 ellers

er integrerbar. Vi kan né formulere teoremet for skifte av variabel pa akkurat
samme mate som for dobbeltintegraler.

Teorem 6.10.1 (Skifte av variabel i trippelintegral) La U vere en
dpen mengde i R3 og anta at T : U — R3 er en injektiv funksjon med
kontinuerlige partiellderiverte slik at det T' # 0 pa hele U. Hvis D C U
er en lukket, Jordan-malbar mengde, og f : T(D) — R er en kontinuerlig
funksjon, sa er

JJ 1y, fev2) vtz = [ 000 det T 00 du

La oss forsgke a forklare hva dette betyr. Vi tenker oss at vi starter med
et trippelintegral fffA f(z,y, z) dedydz der omradet A er komplisert a in-
tegrere over. Det finnes imidlertid et mye penere omrade D og en funksjon
T : D — A som avbilder hvert punkt (u,v,w) € D pa et korresponderende
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punkt T(u,v,w) = (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) i A. Dersom avbildnin-
gen D “fyller ut” hele A, har vi likheten

///A f(z,y,2) dedydz =

- ///D f(@(u, v, w), y(u, 0, w), 2(u, v, w)) ‘m dudvdw

der ‘ g((fgz)) er tallverdien til Jacobi-determinanten
9r Oz Oz
ou Ov Ow
I(z,y, 2) _| oy oy oy
a(u’ v, w) ou Ov Ow
0z 0z 0z
ou Ov Ow

Vi kan altsa erstatte integralet over det kompliserte omradet A med et in-
tegral over det enklere omradet D, men prisen vi ma betale er a fa inn en

. A(z,y,2)
Jacobi-faktor ‘ 3u0,0)

i integralet.

Eksempel 1: Vi skal integrere funksjonen f(z,y,z) = 4x — y + 2z over
parallellogrammet A utspent av vektorene a = (1,0,—1), b = (0,1,2) og
c=(2,3,1).

Siden parallellogrammet ligger skjevt i forhold til aksene, blir det kom-
pliserte integrasjonsgrenser hvis vi forsgker & integrere direkte. Vi skal derfor
prove a “rette opp” parallellogrammet for vi integrerer. Ideen er a bruke en
funksjon T som avbilder boksen D utspent av enhetsvektorene e; = (1,0, 0),
ez = (0,1,0) og e3 = (0,0,1) pa den opprinnelige boksen A. Dette er ikke
sa vanskelig; vi bruker bare lineszeravbildningen som avbilder e; pa a, es pa
b og e3 pa c (husk setning 2.8.4), dvs.

T(u,v,w) = (u+ 2w, v + 3w, —u + 2v + w)

Vihar altsa ¢ = u+2w, y = v+3w, z = —u+2v+w, og Jacobi-determinanten
blir
owyz) | o
o) 01 3|=-3
(u, v, w) -1 2 1

(vanligvis blir Jacobi-determinanten en funksjon av u,v,w, men siden av-
bildningen T er linezr, blir den et tall i dette tilfellet). Ifplge teoremet

ovenfor er na
I:///(4xy+22) dxdydz =
A

—///D(4(u+2w)—(v+3w)+2(—u+2v+w))'|—3| dudvdw =
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:/// (2U+3v+7w)‘3dudvdw=/// (6u + 9v + 21w) dudvdw
D D

Det gjenstar & integrere over D, men det er enkelt:

1:/01 [/01 [/01(6u+9v+121w)du] dv] dw =
:/01 u=1

1
/ [(3u2 + 9uv + 21uw)} dv
0
11,1 1 9 v=1
:/ [/ (24 9v + 21w) dv] dw:/ [31}+02+212}w)} dw =
0 0 0 2 v=0

u=0
115 15 21 v
= Zaolw) dw = | == “Zw? =18
/0(2—|— w) dw [2w+2w}

dw =

w=0

&

De vanligste koordinatsystemene & bytte til er sylinderkoordinater og
kulekoordinater. Vi skal na ta en grundig kikk pa disse.

Integrasjon i sylinderkoordinater

Fra seksjon 3.7 kjenner vi sammenhengen mellom sylinderkoordinater og
vanlige (kartesiske) koordinater:

xr=rcosl, y=rsinfd og z=z2

Dette gir Jacobi-determinanten

O(z,y, = cos 0 sinf 0
Y2 | _psing reosf 0|=r

Jacobi-determinanten for sylinderkoordinater er altsd den samme som for
polarkoordinater i planet (dette er ingen tilfeldighet — sylinderkoordinater
er bare polarkoordinater med en ekstra koordinat som ikke endrer seg).
Formelen for skifte av variabel blir na seende slik ut

///A f(x,y,2) dedydz = ///D f(rcosf,rsind, z)r drdfdz

der D er omradet beskrevet i sylinderkoordinater.
Ikke unaturlig egner sylinderkoordinater seg godt nar vi skal integrere
over et omrade som ligner en sylinder. Her er et eksempel.
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Eksempel 2: Vi skal integrere funksjonen f(z,y, z) = 2%z over det omradet

A som ligger over zy-planet og inni bade sylinderen z? + y> = 1 og kulen
x? 4+ 3% + 22 = 4. Dette omradet ser ut som en staende sylinder avrundet av
en kuleflate pa toppen. Skifter vi variable til sylinderkoordinater, far vi

I= /// 2%z dedydz = /// (rcos )%z r drdfdz = /// 32 cos® 0 drdfdz
A D D

der D er omradet beskrevet i sylinderkoordinater. Det er ikke sa vanskelig &
finne denne beskrivelsen: Siden vi hele tiden skal befinne oss inni en sylinder
med radius 1, ma vi ha 0 < r <1 o0g 0 < 6 < 27, og siden vi méa holde oss
over zy-planet og innenfor kulen med radius 4, ma vi ha 0 < z < V4 —r2
(dette uttrykket far vi ved & lgse ligningen 22 + y? + 22 = 4 for z og bruke
at 22 + y? = r2.) Dermed har vi

27 1 VAa—r2
I—/ / / r32cos? 0 dz | dr| do
0 0 0

Det gjenstar a utfgre integrasjonene:

VAa—r2

2w 1 22
I= / ! / [r3cos2 9} dr] df =
0 0 2 0
1 27 1 1 27 1
= / [/ r3(4 — %) cos® 0 dr} do = / cos? @ [/ (4r® — r5)dr] do =
2 Jo 0 2 Jo 0

2m 6 11 2m
_;/0 (30820|:(T4—%):|0d0_152/(; cos? 0 db

Det gjenstaende integralet kan lgses pa mange mater. Vi velger a bruke
formelen cos 20 = 2cos2 @ — 1, som gir cos® @ = H'CTOS%). Dermed er

1
9+§S1n29

1

2
) 5[ &

2m
o
=1, (1+00829)d0—24 ]

o 12

I noen integraler Ignner det seg & bruke sylinderkoordinater med sentrum
i et annet punkt enn origo. @nsker vi & ha sentrum i punktet (a, b, ¢), bruker
vi substitusjonen

x=a+rcosf, y=b+rsind og z=c+=z

Siden konstantene blir borte nar vi deriverer, er Jacobi-determinanten fort-
satt r.
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Integrasjon i kulekoordinater

Fra seksjon 3.7 kjenner vi sammenhengen mellom kulekoordinater og vanlige
koordinater:

x = psingcos, y=psingsind og z=pcoseo
Jacobi-determinanten blir dermed

sin ¢ cos 0 sin ¢ sin cos ¢
a(m,y,z) _ : : 2
o0 0) pcospcosf pcospsingd —psing | = p”sin ¢
(p,¢.0) —psingsinf  psin ¢ cos b 0

der vi i det siste skrittet har brukt formelen cos? v+sin? v = 1 bade for v = 0
og for v = ¢. Legg merke til at siden 0 < ¢ < 7, sa er Jacobi-determinanten
p?sin ¢ aldri negativ. Formelen for skifte av variabel blir dermed

///A f(x,y,2) dedydz =

:/// f(psin¢cosf, psin ¢psin b, p cos ¢)p? sin ¢ dpdpdf
D

der D er omradet A beskrevet i kulekoordinater.
Kulekoordinater egner seg godt nar vi integrerer over et omrade som er
(delvis) begrenset av en kuleflate. Her er et eksempel:

Eksempel 3: Vi skal integrere funksjonen f(z,y,2) = z over omradet R
som ligger inni bade kjeglen z = /22 + 42 og kulen x? 4+ 3% + 22 = 1.

Figur 1: Kjeglen z = \/m

Figur 1 viser kjeglen — kuleflaten ville ligge over denne som et krumt lokk.

La oss prgve a finne ut hvilke verdier av p, 6, og ¢ som svarer til punkter
i integrasjonsomradet. Siden kjegleflaten danner en vinkel pa 45° med z-
aksen, ma ¢ ga fra 0° til 45°, altsa fra 0 til § radianer. Radien p skal lgpe
fra origo til kuleskallet, altsa fra 0 til 1, mens 6 kan ha en hvilken som helst
verdi, og gar altsa fra 0 til 27. Integralet blir na

us

I:///Rz:dxalydz:/04 [/01 {/O%pcosqﬁpzsind)d@]dp} do =
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:/01 [/01 [/Oﬂp%in(bcosqﬁdﬁ] dp} dp =

z 1 T p=1
_27r/0 [/0 p3sin¢cos¢dp}d¢—27r/0 [Zsin¢c05¢}p:0dqj_

w[sin%r’_ (v2/2’ _w

u 7
2 |, 2 2 8

= 2/04 sin ¢ cos ¢ do = 5

La oss se pa et eksempel til:

Eksempel 4: Vi har en kule med radius 1 og et punkt P utenfor kulen. Vi
gnsker & finne gjennomsnittsavstanden fra et punkt inni kulen til P.
Vi begynner med a legge kulen i origo og P i punktet (0,0,a) der a > 1.

Middelavstanden er da gitt ved é der I er integralet
3

I:// Va2 + 42 + (z — a)? dedydz
A

og A er kulen (vi ma dele I pa volumet %’r til kulen for a fa et gjennomsnitt).
Bytter vi til kulekoordinater, far vi

1 ™ 2
/0 [/0 [ ; V/ (psin ¢ cos 0)2 + (psin ¢ sin )2 + (pcos ¢ — a)? dﬁ} p° sin ¢ dgb] dp

Ganger vi ut parentesene og bruker var gamle venn sin?v + cos?v = 1 et
par ganger, sitter vi igjen med

1 s 2m
I:/ [/ [ \/p2—2apcosqb+a2p2sind>d0} dqb] dp
o Lo LJo

Siden integranden ikke inneholder 6, er den innerste integrasjonen enkel, og
vi far

1 g
I:27r/ [/ \/p2—2apcos¢+a2p281n¢d¢] dp
0o LJo

Det neste integralet er verre, men setter vi u = p? — 2apcos ¢ + a2, far vi
du = 2apsin ¢ d¢. Dermed er

/¢p2—2apcos¢+a2 p2sin¢d¢=2p/ﬁdu=;u3+cz
a a

3
= % (p* —2apcos ¢ +a?)? + C

Setter vi inn grensene, ser vi at

s

1
_ P2 23 _
I27r/O [3@ (p 2apcos€+a)2}¢zo dp =
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or (1 3 3
=34/ p[(p2+2ap+a2)2—(02—2ap+a2)2} dp =
2w 1 2\ 3 2\ 3
=% /. p[((p+ )2 = ((p—a))3] dp=

or 1
=34 J, Lo+ —(a=p)] dp

der vi i siste skritt har brukt at ((p — a)Q)% = (a — p)? siden a > p. Ganger
vi ut parentesene inni integralet og forkorter, far vi

1
2 [2a2p3 N 2;)5] _ 4n(5a* + 1)

I 27T/1(622+24)d
= —_— a = =
3a Jo P TP T 5, 5 |, 15a

Gjennomsnittsavtanden er dermed é =a+ .. &
3

I noen integraler lgnner det seg a bruke kulekoordinater med sentrum i
et annet punkt enn origo. @nsker vi a ha sentrum i punktet (a, b, ¢), bruker
vi substitusjonen

r=a+psin¢cosh, y=>b+psingsind og z=c+ pcose
Siden konstantene blir borte nar vi deriverer, er Jacobi-determinanten fort-
satt p?sin¢. Vi skal se flere eksempler pa bruk av kulekoordinater i neste
seksjon.
Integrasjon i R"

Det gar selvfplgelig an a integrere funksjoner f(x1,x2,...,z,) med flere enn
tre variable. Disse integralene betegnes med

/--~/f(m1,:n2,...,xn) dﬂ?ld-TZdl'n
S

Den grunnleggende teorien er den samme, men det er vanskeligere & visuali-
sere omradene vi skal integrere over.

Ogsa n-dimensjonale integraler kan regnes ut ved iterasjon. Dersom om-
radet S er pa formen

S={(x1,...,2n-1) € Al g(x1,...;2n-1) < xp < h(x1,...,29p-1)}

sa er (under rimelige betingelser)

/"'/f(frhlﬁz,-..,xn) dridxs .. .dx, =
s

h(z1, s Tn—1)
:// / f(z1,29,...,2y) doy | derdxs ... drp_1
A [Jg(z1,.s@n_1)

Kjerneregelen er ogsa den samme som fgr:
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Teorem 6.10.2 (Skifte av variable i R") La U vare en dpen mengde
1 R" og anta at T : U — R" er en injektiv funksjon med kontinuerlige
partiellderiverte slik at det TV # 0 pa hele U. Hvis D C U er en lukket,
Jordan-malbar mengde, og f : T(D) — R er en kontinuerlig funksjon, sa er

// f(z1,20,,...,2p) drrdzs . . . dz)y =
T(D)

:// F(T(ur,ug, ..., uy))| det T (uy, us, . .., up)| durdus . . . duy,
D

Vi skal ikke komme nzermere inn pa integrasjon i mer enn tre varible her
— skulle du stgte pa slike integraler i andre fag (og det er slett ikke utenke-
lig!), greier du deg som regel godt med formlene ovenfor og den intuisjonen
du har fra to og tre dimensjoner.

6.11 Anvendelser av trippelintegraler

Vi skal na se pa noen praktiske anvendelser av trippelintegraler. Mange av
disse anvendelsene ligner pa de anvendelsene av enkelt- og dobbeltintegraler
som du kjenner fra tidligere.

La oss tenke oss at vi har et tredimensjonalt legeme som utgjor et omrade
S C R3. Anta videre at dette legemet har en varierende tetthet beskrevet
ved en funksjon f(z,y,z) (dette betyr at en liten del av legemet rundt
punktet (z,y,z) med volum V har masse tilneermet lik f(z,y,2)V). Den
totale massen til dette legemet er da gitt ved trippelintegralet

M:///Sf(x,y,z) dzdydz

Er tettheten konstant lik 1, er massen og volumet like, og vi far

Volum(S) = / / /S 1 dzdydz

Eksempel 1: Vi skal finne volumet til omradet S avgrenset at paraboloiden
z = 22 +y? og planet z = 2x — 4y + 4. Lager du en figur, ser du at planet
ligger som et lokk over paraboloiden, og at volumet derfor er

2x—4y+4
V:///ld:rdydz:// {/ 1dz}dmdy:
S A LJx24+y2

://14(233—4y+4—m2—y2) dxdy

der A er projeksjonen av S ned i zy-planet. For a se hvilket omrade dette
er, finner vi skjeeringskurven mellom de to flatene:

Py =2 —dytde—=at -2+ 14+ Ay +4=4+1+4—
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= (r—1)2+(y+2)* =32

A er altsa sirkelskiven i xy-planet med sentrum i (1, —2) og radius 3. For a
komme videre, bytter vi til polarkoordinater med sentrum i (1, —2), dvs. vi
setter

r=1+rcosf og y=—2+rsinf

Jacobi-determinanten er r, og vi far

3 2m
V:/ U (201 +7cos) = 4(=2+7sin0) +4 = (1 +rcos6)” = (=2 +rsin0)?) r df | dr =
0 0

3 27 3 ) 443
1

:/ / (9r —r?) do dr:27r/ (9r — r3) dr = 2 97 | _ 8w
0 0 0 2 4 0 2

(du far litt enklere regninger om du fullfgrer kvadratet i integranden fgr du
setter inn de nye koordinatene). L]

Bemerkning: I eksemplet ovenfor kunne vi like godt ha regnet ut volumet
ved hjelp av et dobbeltintegral. Det finnes imidlertid eksempler der det er
enklere & bruke trippelintegraler; det gjelder spesielt i tilfeller der vi ma
gjgre et ekte tre-dimensjonalt variabelskifte.

La oss ogsa regne ut massen til et romlegeme.

Eksempel 2: Vi skal regne ut massen til den begrensede kjeglen z =
V2?2 4+ y?%, 0 < 2 < 1, nar tettheten er proporsjonal med avstanden til origo.

At tettheten er proporsjonal med avstanden til origo, betyr at den har

formen f(x,y,2) = ky/x? + y* + 22. Vi har dermed
M= /// kv/x2 + y2 + 22 dedydz
A

Det er mulig a lgse dette integralet bade med sylinderkoordinater og kule-
koordinater. Vi velger kulekoordinater som viser seg & gi de enkleste regnin-
gene. Vi ser at f(x,y,z) = kp, og vi vet at Jacobi-determinanten er p?sin ¢.

Dermed har vi
M= k/// p2sin ¢ drpdodd
S

Grensene for ¢ og 6 er greie a finne. Siden sidekanten i kjeglen danner en
vinkel 7 med z-aksen, ma ¢ ga fra 0 til 7. Alle f-verdier er mulige, sa 0 gar
fra 0 til 27. For a finne grensene til p ser vi pa figur 1 som viser et snitt
gjennom kjeglen (de tykke strekene er kjegleveggen). Enkel trigonometri pa
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A
A B
H
1
1 ¢p—cos¢
5 -

Figur 1: Tverrsnitt gjennom kjeglen

trekanten OAB viser at |OB| = ——. Dermed gar p fra 0 til —— og vi har

cos ¢’ cos ¢
us

M:k:/o4 /Olé [/O%p?’singbdﬁ] dp] dé

Integrasjonene blir na ganske greie:

il e 3 ipt ac
M = 2kr psing dp| d¢ = 2krw —sin¢ dp =
0 0 o L4 p=0

_km 1 sin ¢ d¢_k7r cos 3¢ %_k‘w 1 i
2 Jy coste T 2 -3 ], 6 lcosPg],
der vi i siste integrasjon har brukt substitusjonen u = cos ¢. Setter vi inn
grensene, far vi

M:?((;)sq):’?(zﬁ—l) L)

Vi kan ogsa bruke trippelintegraler til & regne ut massemiddelpunktet
til et legeme. Dersom tettheten er f(x,y,z), er koordinatene (z,y,z) til
massemiddelpunktet gitt ved

_ =i @y, 2) dadydz

8l

M
_— fffs yf(z,y,z) dedydz
- M
5= [[fs2f(x,y, z) dedydz
B M

der M = [[[s f(z,y,2) drdydz er massen. Det tar mye tid a regne ut
et massemiddelpunkt siden det er 4 integraler man skal beregnes. Ofte er
det imidlertid mulig & slippe unna med feerre beregninger dersom man er litt
smart. Dnsker man f.eks. a finne massemiddelpunktet til legemet i eksemplet
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ovenfor, ser man at Z og ¢ er 0 av symmetrigrunner. For & finne massemid-
delpunktet er det derfor nok & regne ut z. Dette er ikke sa vanskelig na som
vi vet hva grensene skal veere (husk at z = pcos ¢):

I—///zfxy, drdydz =
:k/ow [/0¢ |:/027rp cos ¢ sin ¢ df dp] de

Vi regner som ovenfor

1 -

[:2k7r/4 [/Cos¢p4cos¢sin¢ dp| do =
0 0

™ 5 p:ﬁ 2%k .,
2k7r/4 [”E)cosqbsinqb] d¢:”/4 Sing
0 0

p=0 5 cost ¢
%r [ cos 3]t 2r [ 1 1T 2%kn
5 [ -3 ]0 15 [cos?’qb] 15 5 @vV2-1)

Dermed har vi

z =

2k‘7r (2\/5 _ 1) 4
’fg(2\f ~1) 5
Massemiddelpunktet er altsa (0,0, 2).



