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Oppgave 6.5.5

Vi setter F(x,y) = (0, ””2—2) Skisserer vi kurven ser vi at orienteringen er mot klokka.
Dette kan vi ogsa se ved & regne ut

v(it) = r
a(t) = v'(t)=(-2,-6t).

Regner vi ut z-komponenten i (v(t),0) x (a(t),0) far vi

2
1 1
(1—2t)(—6t)+2(1—3t2):6t2—6t+2:6<t—2) +5>0.

2

Forspk sa & overbevise deg selv om at fortegnet til z-komponenten i (v(¢),0) x
(a(t),0) avgjor om kurven har positiv eller negativ orientering! Dette trickset er
egentlig ikke pensum, si ikke bli oppgitt hvis du ikke forstar det. Det & se orien-
teringen ut fra en tegning er nok.

Vi regner ut
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= 5/0(—3t6+6t5—27&4—2753+1t2)dt
1] 3., & 2. 1, 14"
= 2[—7t+t—5t—2t +3t]0
_ 1(_3+1_2_1+1>
2\ 7 5 23
1/-15-14 5
- 2( 35 6)
1 /=174 4175 1
- 2( 210 >:420



Oppgave 6.5.8
a)

Kurven C er sammensatt av kurvene C; og Co, der C; folger parabelen, Cy fglger
langs x-aksen. Vi parametriserer C; med ri(z) = (x,1 — 2?), der x gar fra 1 til —1.
Vi far da

—yaxr IE2 = _1— —1'2 x2—x i
/cl ydo + 22dy /1<<1 ) +22(~20))d

—1
/ (=223 + 2% — 1)dx
1

1,1 -
[—2x4 + -2 — x]

3

— - i4l41=
= 573 =

Q| s =

Vi parametriserer Co med ro(z) = (2,0), der x gar fra —1 til 1. Vi far da

1
/ —ydz + 2*dy = / (0 + 2% x 0)dz = 0.
Ca

-1

Vi far derfor

/ —ydx 4+ 22dy = —ydx + 2% dy + / —ydx + x3dy
c

/Zl CZ
33
b)
Med P(z,y) = —y og Q(z,y) = 22 far vi at %—g = 2z, og % = —1. Parabelen
y = 1 — 22 skjeerer z-aksen for x = —1 og x = 1. Vi far dermed

/ —ydx + 22dy = // ((’)Q — 8P> dxdy
C R 817 6y
1 pl—a?
/ / (2 + 1)dydz
-1Jo

/1 (22 4 1)(1 — 2?)dx

-1

1
/ (22 — 22 + 1 — 2?)dx
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1
= x2—1x4+x71x3
2 3 1
= 1+1 1 1.4
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Oppgave 6.5.12
a)

Vi fullfgrer kvadratene og far

922 +49% — 18z 4+ 16y = 11
9(2? —22+1) - 9+4(* +4y+4)-16 = 11
9z -1 +4(y+2)° = 36
(z—-1)? (y+2)°
5+ = 1

Vi ser derfor at ellipsen har sentrum (1, —2), store halvakse 3 og lille halvakse 2.

b)
Vi regner ut
(x—1)2 (y+2)? (1+2cost—1)2 (=24 3sint + 2)?
2 T T 22 * 32
(2cost)?  (3sint)?
- T2 Ty

= cos’t+sin’t= 1,

som viser at r(t) ligger pa ellipsen. Det er ogsé klart at r(¢) ma dekke hele ellipsen,
siden r(t) vil bevege seg et help omlgp mot klokka nar ¢ gar fra 0 til 27. Vi har at

27
/CF Sdr = /0 F(r(t)) - r'(t)dt
(=2 + 3sint)?(—2sint) + (1 + 2cost)(3cost))dt

(—18sin®t 4 24 sin?t — 8sint + 3cost + 6.cos? t)dt

Il
o\o\wo\

2w
(24sin?t 4 6 cos? t)dt = / (6 + 18sin? t)dt
0

27 27
— [ (64 9(1 — cos(20)))dt = / (15 — 9 cos(26))dt
0 0
= 30m.
c)
Vi ser at
0@ _oF __,
oxr Oy v

Vi har derfor at

//R(l—m/)dxdy = 307

pa grunn av Greens teorem og utregningen i b).



Oppgave 6.7.1
a)

Vi har at
O(u,v)

(z,y)

_’—1 1

Vi har da at 2% — _ 1 Tntegralet blir derfor

O(u,v)

//xzdxdy =
A

b)
Vi har at

Integralet blir derfor

//xdmdy =
A

c)

Vi har at

/ =22 dudv

ddv

1
// v —2uv+u)dudv
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/ [uv — w4 ug} dv
0 0
2
[ (o)
3
G-t
2 0

( 1

‘ <

W =
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Integralgrensene blir 0 < v < 2, —2 < v < 0. Integralet blir derfor

[ fommea = [ =55
/

2
2
/0 g(u - v)%(élu — v)gdudv

dudv

3 3
64 16
= — +20+ —
2 3 0T 3)
_ 410560
27 3 8l
Oppgave 6.7.3
a)
Vi har at
ou,v)| [ 1 2| _3
Nzyy)| |1 L] 7
Derfor blir ‘% ‘ = % Videre blir integralgrensene —1 < u < 3, 1 < v < 4.

Integralet blir derfor

/ / zydxdy
R

dvdu

|
—
_ o
—
B

8

<
2|2
s8R
E/@

1
(u— v)gdvdu

1 3 ) 2

= L 28430 168)
27

10

o7

For a beregne integralet med Matlab eller Python kan vi fgrst finne skjseringen
mellom de fire linjene som definerer omradet:



e Skjeering mellom z + 2y = —1logax —y=1: (z,y) = (%7 _%)
e Skjeering mellom x +2y=-logz —y=4: (x,y) = (%7 _g)
e Skjeering mellom z +2y =3 ogx —y =1: (z,y) = (%7 %)

e Skjeering mellom z +2y =3 og x —y =4: (z,y) = (%7 _%)

Integrasjonsomradet ligger derfor innenfor rektanglet % < xls—l, —g <y< %
<)
Vi har at 3(u,v) )
u,v y y .,y Y
— = — _ = — = 2
oy | 4 T]-tei-Rew
Derfor blir ggizg = 5. Integralet blir derfor
2 2 1
/ / (y* — ya)dedy = / / (v — ya) —dvdu
R 1 J1 2v
2 2,
= / / uo udvdu
1 J1 2v
2 2
= / / (E—i)dvdu
1 J1 \2 2o
2 2
= / [g(v —lnv)} du
1 L2 1
2
= / E(1—1112)clu
1 2
2 2
u
= [(1 - ln2)] =—-(1-1n2)
4 1
Oppgave 6.7.5
a)
Vi setter u =y —x, v =y + x. Vi har at
Ou,v) | =1 1| o
Oay) | 1L L[ 7
Derfor blir ggizg = —1. Integralet blir derfor
T—y 5 rd _—u
//e da:dy://edvdu
AT + Yy 0 2 2v
5 1 4
= / [e‘“lnv} du
o L2 2
°1 o1
= / fe_“(1n4—1n2)du:/ —e “In2du
0o 2 0o 2
1 1 1 1
= [—26_“1112}0 = —56_51112 + 5 In2= 3 In2(1—e®).



b)

Vi setter u = £, v = yx. Vi har at
9 oy 1
(U,U) — x2 x :_g_g__@__zu
o(z,y) y T x x
Derfor blir ggzg; = —5-. Integralet blir derfor

[ [ avizay = | /

3
3 2
1 2
= / [vz} du = / —du =2 lnu]f =2In2.
1 4w |y U

Oppgave 6.7.8

a)

Vi kan begrense oss til verdier u > 0, 0 < v < 27.
e Fgrste kvadrant av xy-planet svarer til at 0 < v < 7.

e y = 2x svarer til at 2usinv = 2ucoswv, slik at v = Z eller v = %’T. Her er det
bare den forste vi er interessert i.

e Ellipsen z2 + y; =1 svarer til at u? cosv + @ =u?=1,slikat u=1
eller v = —1. Omréadet innenfor ellipsen ser vi derfor er beskrevet ved at
0<u<l.

Vi ser at omradet vart, D, er beskrevet ved at 0 < u < 1,0 < v < 7. La sa
T (u,v) = (ucosv,2usinv). Vi har at

T'(u,0) = ( COS v —usmv)

2sinv  2ucoswv

|det T'(u,v)] = |2ucos®v + 2usin®v| = 2u.

Arealet blir derfor

//dzdy = // dxdy
R T(D)
L
// |detT'(u,v)|dudv:/ / | det T’ (u, v)|dudv
D o Jo
T 1 T 1
= / /2ududv:/ [uQ]Odv
o Jo 0
.

b)

2 2

2
Flaten z = 2? + % = u? cos® v + 2u®sin” v = w?(1 + sin? v) kan parametriseres ved

hjelp av u og v ved

r(u,v) = (ucoswv,2usinv, u?(1 + sin®v))



Vi far da

or
ou
or
ov
or or
ou Ov
or o
ou Ov

Arealet av flaten er gitt ved

Oppgave 6.8.1

Omradet mellom z-aksen og linjen y = z i fgrste kvadrant er beskrevet i polarko-
Vi far derfor

ordinater ved 0 < 4 < I

/1,

% dudv

e Y dzdy

(cos v, 2sinv, 2u(1 + sin®v))
(—usinw, 2u cos v, 2u? sin v cos v)

(—4u? cos v, —4u? sin v, 2u)

vV 16ut + 4u? = 2u/4u? + 1.

= el
/ / 2u 4u2 1ldudv
0 0
iMn
/ [ 4u + 1 3/2] dudv
0 6 0
1 /%
1 53/2
i
1m 7(5v/5 — 1)
ga0Vo—1 =" —

2 2
lim e T 7Y dxdy

7HC>°//Ama(o,n)
lim //
n—00 ANB(0,n)

e~ rdrdd

w/4
lim / —* rdrdf
lim [—e } / db
n—oo 0

/4
lim (1 — le_"2> do
n—oo Jq 2 2
i T (L1
i1 (2 7 2°¢
Tl _«
42 8’



Oppgave 6.8.2

1 1
———dxdy = 1 —————dxd
//R21+902+y2 e ”EEO//B(o,n)1-1-%‘24-?!2 Y
27
— lim / " _arde
n—oo Jq o 1+ 72
27 n 1 n
= lim ./ {ma+ﬁﬂ do
n—oo 0

271'
= lim /flnlJrn )do

n—oo

= lim 7rln (1+n?) = co.

n—oo

Derfor divergerer integralet.

Oppgave 6.8.4

Det er klart at f(x,y) = zy er en positiv funksjon pa A, siden A er inneholdt i
fgrste kvadrant. Siden

AmKﬂ:{(xay)‘ 70§y§n}

1
<z <n0<y< —ju{(z,y)0<a<
X

S|
3=

sa splitter vi integralet i to biter:

//f(x,y)dacdy = lim // xydxdy
A n—o0 ANK,
1

1
n 1 "1
= lim (/ ,Jdeer/ dx)
n— 00 0 2 1 2z
2 1= n
. ne 5" 1
= — -1
,}lfgo([ﬁh 2 nWL)
. 1 1 1 1
= nllrrgo<4+2lnn—21n( ))
. 1
= lim <4+1nn):oo

Integralet konvergerer derfor ikke pa A.



Oppgave 6.8.5

Det er her lurt & integrere med tanke pa z fgrst, siden integralgrensene da blir
enklest. Definerer vi A,, = {(z,9)[0 <y <n,0 <z < ,/y} far vi at Vi har at

X X
——dydx = i ——duxd
/A1+y4yx nl—{réo//Anl—ky‘lxy

n VY T
= lim// —dxdy
n—oo J 0 1+y
n 2

- N
— lim LA

o Jo {2<1+y4>h Y
= lim y dy

n—oe Jo 2(1+y)

= lim [iarctan(yz)}

n—oo

n

0

= = lim arctan(n?)

n—oo

IERSE

Oppgave 6.9.1

a)
s = L[ [
- [ imvinfe- [ )
= /Ol[inZ]édz = /01 izdz
1,, 1
= [gz lo = 3
b)

[y

/01 [/12(95 + yez)dz} dy} dz

1
/ [xz + yez]? dy} dx
0

/01 (z+y(e®—e)) dy} dx
1

1
xy + 5(62 — e)yz} dz

/ / A(m+yez)d$dydz _
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Oppgave 6.9.2
a)

///A(xy—kz)dmdydz

b)

| [ [ zdsdua:

2
/ / (zy + 2)dz
o |Jo

Il
O\H
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i
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Il
S~

///A(x + y)zdxdydz /O\/? [/04@ +y)zdz] dac] dy

/Oﬁ B(x + y)z"’Kdz] dy

Il
S~

4 rvy
= / / 8(z + y)dx| dy
o [Jo
4
— / [4x2+8xy](‘)/ydy
0
4
= /<4y+8y3/2>dy
0
4
]. 14
_ |:2y2+6yo/2:|
5 0
16 21 672
= 32+ 232=32— =22
32+ 53 3 E E

)

Pyramiden kan beskrives ved 0 <2 <1,0<y<1—-2,0<z<1—x—y. Vifar

[ s = L[]

rpl—x
/ [:z:yz](l)_m_y dy] dx
LJo

r rl—zx
/ zy(l —x — y)dy} dx
LJo

—_

—_

—_

r rl—zx
/ (zy — 2%y — xyz)dy] dx
LJo

1—x
1 1
2 §$2y2 — 3xy3} . dx

—_

H
= e N T L

8
~—
—
I
8

)2 — %x2(1 —x)? — %x(l - x)3> dx

N~ N~

x(1—x)% - %x(l - x)3) dx

—_

Il
Nhhho\o\o\
[\Dé)—ll

V3dx

=
_

I

8

(x — 322 + 32° — 2M)dx

S—

1

1 3 1
[21‘2 -z + 1x4 - 5335]

1 3 1
(2‘1+4‘5>
10-20+15—4 1

20 1200

0

D= D= D= D=
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Oppgave 6.10.1
a)

0 < x,y <1 betyr i sylinderkoordinater 0

| [ [ wteaa:

w/2
J

18.

b)

/ / / rydxdydz
A

[\
3

S—

v}
3

S|
/ [27“3 sin
LJo

v}
B

v}
3

-l
/ (2r3 sin
LJo

1
_57“4 sin(26)

[\v)
3

[\v]
3

(1 sin(26

2

S— S o S

1
cos(26) — R

A~ =

e

[18sin 0]

<0< 3. 22 +y? <9 betyr r < 3.

-3 2
/ [/ r2 cos Gdz} dr} do
L/o 0

3
|
2

13

272 cos er} do

3

do
0

3 cos 9}

18 cos 0db

/2

[ 1 4—r(cos 6+sin 0) )
/ / r3sin @ cos Odz | dr| df
0 0

4—r(cos O+sin 6

0 cos 9]0

) dr] 9

ol
/ (4 — r(cos 0 + sin 6))r® sin 6 cos Gdr} do
0

(20) — 7"4(sin2 6 cos 0 + sin 0 cos? 9)) dr} do

1

do

1
- 57“5(sin2 6 cos 6 + sin @ cos? 9)}
0

1
) — 5(sin2 6 cos 6 + sin 6 cos? 9)) do

1 1 ) 27
Zsin® 6 — = cos® 0
3 3

( )

0

13



Oppgave 6.10.2
a)

Vi setter inn 22 + y? = p?sin® ¢ cos? 0 + p?sin® psin’ 6 = p? sin’ ¢, og Jacobideter-

minanten p? sin ¢ og far

///A(acQerz)dxdydz

14

2rr T
/O _/O_O

_f(— cos ¢ + 1—15 cos® gb)} do

1
/ p?sin? ¢p? sin qﬁdp} dgb] do

Tl
/ p* sin® gbdp] d(;ﬁ} 76
LJo

Tr 1
/ 1,)5 sin® qb] do| do
0 _5 0

—_

2w [ pT
/ — sin? ¢d¢] do
L/ O

_/ﬂ 1(1 — cos? ¢) sin qﬁdgb] do
LJo

s

0



b)

0 < z,y <1 betyr i kulekoordinater at 0 < 0 < g x? + y2 +22<1 betyr at p < 1.

Kombinert med z > % betyr dette at m < p < 1. Vi far derfor

/2 [ px/3 [ p1
/// rdrdydz = / / / psin ¢ cos 0p? sin qbdp} dd)] df
A 0 0 L

L~ 2cos¢

/2 x/3 [ r1
= / / / p2sin® ¢ cosOdp| do| do
0 0 1

L~ 2cos¢

1

w/2 /3 B
= / / —p*sin? ¢ cos 9} de| df
0 0 4 .

L B 2cos ¢

7T/2 7T/3 1 1 Sin2¢
= 6 =sin?¢ - — de| do
/0 /0 cos (48111 10) 64cos4¢> 10}

w2 /3 1 1 tan2 ¢
= /0 /0 cos 6 (8(1 —cos(29)) — 61 o2 ¢) dqﬁ] de

/ 056 (16— L sin2) - L tant0)] " o
= - — — S1n —_ I
A A TR T 196 .
w/2
= / cosf l—é—% do
0 24 32 196
ﬂ‘/Q T 3\/:);
= A C059<24—64 0
_ T 33
24 64

hvor subsitusjonen u = tan ¢ (du = Coi‘.f 3) ble brukt.

Oppgave 6.10.3
a)

Vi finner forst skjaeringspunktene mellom paraboloiden og kuleflaten:

—1++v148
4yt =2 —a2 —y?2 = r’= 2—7“2<:>r4:2—r2<:)r:72 + )

15



Eneste positive lgsning her er r = 1.

Vi far derfor (omradet er beskrevet ved

0<6<2mog0<r <1, ogkuleflaten ligger gverst)

[ s = [

[ 1 V2=rZ
[\
r 1 212
/ {2227"] dr] do
0 2

zrdz] dr] df

2w T 1 1 1
= / / ((2 — 7“2)7“ — r5) dr} do
0 L. 0 2 2
27 T 1 1 1
= /0 /0 (—27"5 57"3 + T) d’f‘:| da
2w T 1
_ 1o 1a, 1o
= A 127“ 87“ —|—27'Ld9
2 1 1 1
= /0 <_12_8+2>d9
M _9 3412
N /0 24 d0
_
12
b)
2 2
/// rdxdydz = / {/ r cosﬁdz} dr] do
A 0 0
2 2
= / / r? cos 9z dr} df
0 0
27 2
= / (4% cos§ — r* cos 0) dr} de
0 0
27 2
= / %7"3(:059—17" C059:| do
o L3 5 0
27
= / (32 — 32) cos 0d6
0 3 5
271' 2
= 32/ — cos 6df
o 15
64
= [sing]2" = 0.
e)

Likningen 2% — 22 + y* = 1 kan skrives (z — 1)? +¢? =

2, som er en sirkel med

sentrum i (1,0) med radius v/2. Visetter u = 2—1,v = y,w = z, og ser umiddelbart
at Jacobideterminanten blir 1. Lar vi D veere den delen av sylinderen u? + v? = 2

16



som ligger mellom planene z = 0 og z = 2 far vi

///A(xQ—i—yQ)dxdydz

Oppgave 6.10.5

Vi bruker kulekoordinater.
¢ = 7 pa kjeglen.

| [ [ stzaya:

Matlab-kode

% Oppgave 6.7.2 a)

=//;A
[

_/D<

+1)2 + v?)dudv
rop2

/O (u+1)%+ UQ)TdZ} dr] do

V21 2
/ ((rcosf + 1)? 4 r?sin? H)sz] dr] de
0

\/E -

Il
J

2
/ (r3 4 2r? cos O + r)dz} dT] de
0 0

V2
/ (2r® 4 472 cos O + 2r)dr | df
0

1 4
—rt + §r3 cosO+r*| do

e
4
/ <2+32\/§cos9+2) df
0

2m

-

0

- {40 + ix/isine] = 87.

0

Siden kjeglen z = /22 4+ y2 = psin¢g = pcos¢ sd ma

27 /4
A

1
/ p cos pp? sin (bdp} dqb} do
0

1
/ 1p3sin(2¢)dp] dgs] do
LJO 2

1

on [ pm/4 1 .

= /0 /0 _gp sm(2¢)]0d¢1 do
27 /4 1

_ /O _ /0 8s1n(2¢)d¢] d

2w T 1 /4
= _—— S 2
/0 16 cos( qb)L dé
2m 1 T
- —dg=",
/0 T

dblquad(@(x,y)x.~2.*(x<=y) .* (y<=x+1) .*(-x<=y) . *(y<=-x+2) ,-0.5,1,0,1.5)

% Oppgave 6.7.2 b)

dblquad (@(x,y)x.*(y<=x) .*(x-3<=y),0,4,0,1)

17



% Oppgave 6.7.2 c)
dblquad(@(x,y)x.*y.*(y<=2%x) .*(y<=(x/2)+2) .* (2*¥x-2<=y) . *(x/2<=y) ,0,8/3,0,10/3)

Python-kode

from integrate2D import *

# Oppgave 6.7.2 a)
print integrate2D(lambda x,y: x**2%(x<=y)* (y<=x+1)*(-x<=y)*(y<=-x+2),-0.5,1,0,1.5,100,100)

# Oppgave 6.7.2 b)
print integrate2D(lambda x,y: x*(y<=x)#*(x-3<=y),0,4,0,1,100,100)

# Oppgave 6.7.2 c)
print integrate2D(lambda x,y: x*y*(y<=2xx)*(y<=(x/2)+2)*(2*x-2<=y)*(x/2<=y),0,8.0/3,0,10.0/3,100,100)

18
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