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Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: MAT 1110 — Kalkulus og linezer algebra
Eksamensdag: Onsdag 29. mai 2019.
Tid for eksamen: 14:30-18:30.

Oppgavesettet er pd 7 sider.
Vedlegg: Formelsamling.
Tillatte hjelpemidler: Godkjent kalkulator.

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmalene.

Settet bestar av 10 deloppgaver som alle teller 6 poeng. Du méa begrunne
alle svar, og du ma vise nok mellomregninger til at man lett kan folge
argumentene dine.

Oppgave 1. La A veere matrisen

()

a) Finn egenverdiene og egenvektorene til A.
Svar:
Den karakteristiske likningen blir

det(A] — A) = (A — 2/5)(A — 1/5) — 12/25
3. 02 12, 3. 2

_ 2 _ © = 7 [ N —
=A 5A+25 25 A 5A 5 0

slik at egenverdiene blir

3 9 | 8
N_BTVETS S5 3 T
B 2 210710
det vil si )\1 = —2/5, )\2 =1.
Vi har at
—2I—A— —4/5 =3/5 1 3/4
5 ~\—4/5 =3/5 0 0 )°
Komponentene i en egenvektor for \y = —2/5 mé dermed oppfylle x =

—3y/4. En generell slik ma derfor veere pa formen <_35/ 4). Setter vi

y = 4 fa vi spesielt egenvektoren <_43>
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r-a= (2000~ (6 0)

Komponentene i en egenvektor for Ay = 1 ma dermed oppfylle x = y. En

Vi har at

generell slik mé derfor veere pa formen <z> Setter vi y = 1 far vi spesielt

egenvektoren (1) .

b) Skriv vektoren xy = (3

9 4> som en sum av egenvektorer, og regn ut

grenseverdien lim,, ., A"xg.

Svar: Sett v1 = (

1
4 > 0g vy = <1> Disse danner en basis av egenvektorer

for R2. For & skrive xyg = (234> som en lineser kombinasjon av disse

radreduserer vi
-3 1 3 1 -1/3 -1 1 -1/3 -1
4 1 24 4 1 24 0 7/3 28
1 —1/3 -1 10 3
0 1 12 01 12/’
slik at g = 3v1 + 12v5. Vi far dermed

lim A"xy = le A" (3v1 + 12v9) = ILm (3(=2/5)"v1 + 12v3)

n—00
12
= 12’1.72 = (12> .

a) Finn volumet avgrenset av paraboloidene z = 4—x2 —y? og z = 2+x2+1°.
Svar: Skjeeringen mellom de to paraboloidene finner vi ved & Igse

Oppgave 2.

4—a?—y? =242 +42

Dette gir 22 + y? = 1, slik at sirkelen om origo med radius 1 er skjeeringen
mellom dem. Det er videre klart at paraboloiden z = 4 — z? — 2 ligger
gverst innenfor det avgrensede omradet (dette kan verifiseres ved & sette inn
x =y = 0), slik at hgyden pa det avgrensede omradet er 4 — 22 — % — (2 +
2% +y?) = 2— 227 — 2y®. Volumet blir derfor V = [ [(2—22% — 2y?) dx dy,
der D = {(x,y) € R? : 22 + y? < 1}. 1 polarkoordinater blir integralet

27 1 27 1 1
/ {/ (2 — 27“2)7"d7"} df = / I:TQ — rﬂ do
0 0 0 2 1o
2T 1
= —df = .
I
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b) Regn ut linjeintegralet fc (m — %:v?’ —xy2) dy der C er enhetssirkelen
22 + y? = 1 orientert mot klokka.
Svar: Med P(z,y) =0 og Q(x,y) = — %xS — zy? far vi forst at %—1; =0og

% =1 — 22 — 42, Bruker vi Greens teorem far vi at

R R _// 0@ _ob
/C<a; 3x :cy)dy oz~ oy dx dy
://(1—x2—y2)dxdy
D
:1//(2—21:2—2y2)d:1:dy
2J) Jp
1 m
:771':—’
2 2

det vi brukte svaret fra a). Dette kan ogsa vises direkte ved regning: Med
parametriseringen r(t) = (cost,sint) far vi

1 2m 1
/ (x e wy2> dy = / (cost — —cos®t — costsin? t) cos tdt
c 3 0 3
2 1
= / (1 — — cos?t — sin? t) cos? tdt
0 3

27
cos* tdt

Il
S—

0
2w

(1 + cos(2t))2dt

27
(1 + 2cos 2t + cos?(2t))dt

Il
S— — S—

2m 1
(1 + 2cos 2t + 5(1 + cos(4t))> dt

27r(1 +1/2)dt = 7/2.

0

D~ O~ OR Ol WiN
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Oppgave 3. La A veere matrisen

5 0
20 1
18 1
12 0

ORI Ny
W oW A

a) Regn ut den reduserte trappeformen til A, og skriv ned tre sgyler fra A
som er linesert uavhengige.
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Svar: Radreduksjon gir

1 1 5 0 1 1 5 0
44 20 1| preargrr-anv—or (00 0 1
4 3 18 1 0o -1 -2 1
2 3 12 0 0 1 2 0
1 1 5 0
e |0 120
0o -1 -2 1
0 O 0 1
1 1 5 0
o 00120
0 0 01
0 0 0 1
1 1 5 0
v-rr [0 120
00 0 1
00 0 O
1 0 3 0
11 01 20
0 0 0 1
00 0O

slik at sgyle 1,2, og 4 er pivotsgyler. Sgyle 1,2, og 4 1 A er derfor linesert
uavhengige.

b) Finn en basis for R*, der de tre linezert uavhengige sgylene du kom fram
til i a) inngéar.

Svar: Vi erstatter den tredje sgylen i den reduserte trappeformen til A
med en vektor som er linesert uavhengig fra de andre, og gjor de inverse
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radoperasjonene over i motsatt rekkefglge:

1 0 0 O
01 0 0
0 0 01
0010
1 1 00
17 |0 100
- 000 1
0 010
1 1 0 0
v+ (010 0)
00 01
00 1 1
1 1 0 0
- |01 00
0 -1 0 1
0O 0 11
1 1 00
e |00 11
0 -1 0 1
0O 1 0 0
1 1 0 0
r+anirranivyer | 40411
4 3 0 1
2 3 00

Vi kan derfor utvide de tre sgylene fra A som vi fant i a) med (0, 1,0,0) for
& fa en basis for R*.

Oppgave 4.

Hva blir konvergensomradet for rekken S(z) = > > W? Finn ogsé
et uttrykk for S(z) der rekken konvergerer.

Svar: Forholdstesten gir at |ant1/an| = [(z—1)?n/(n+1)| = |x—1J?, slik at
rekken konvergerer absolutt i (0,2). For 2 = 0 far vi rekka —Y_°° | 1, og for
x =2farvirekka > 7, % Begge disse divergerer, slik at konvergensomradet
blir (0,2).

For & regne ut summen av rekka kan vi fgrst dele med x — 1 pa begge sider:

S() S (x—1)
P D Dl

Deriverer vi begge sider far vi at

S(x)\' > - 20z —1
(7) =22 -l et

Integrasjon gir s at % =—In ‘1 —(x — 1)2‘ + C. Setter vi inn x = 1 ser

vi at C = 0. Vi far dermed at
S(z) =—(z— 1)ln’17 (x — 1)2’ =—(z-1)In(1-(z-1)%.
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Oppgave 5. [ denne oppgaven skal vi se pa funksjonen
f(x,y) = 22%® + (3y® — 6y)e” + 1.

a) Finn de stasjoneere punktene til f.

Svar: Vi har at ) )
_ T
Vf— (x*+ 2z + 3y - 6y)e ‘

(6y — 6)e
Setter vi dette lik 0 fglger det fra den andre likningen at y = 1. Setter vi
dette inn i den forste likningen far vi at 22 + 2z — 3 = 0, som gir at z = 1
eller z = —3. Dermed blir de stasjoneere punktene (1,1) og (=3, 1).
b) Avgjor om de stasjonzere punktene er sadelpunkter, lokale minimum-

spunkter, eller lokale maksimumspunkter.
Svar: Hessematrisen til f er

<(:1:2 + 22 + 3y? — 6y + 2w + 2)e*  (6y — 6)e$>

(6y — 6)e” 6e”
~((2* 442+ 3y — 6y +2)e*  (6y —6)e”
- (6y —6)e” 6e® '

4
For punktet (1,1) blir Hessematrisen e <O g) , som har egenverdiene 4e og

6e. Derfor er (1,1) et lokalt minimumspunkt.

0
—4e73 og 6e73. Siden disse har motsatt fortegn er (—3,1) et sadelpunkt.

For punktet (—3,1) blir Hessematrisen e~3 ( g), som har egenverdiene

c) Bruk Lagrange’s multiplikatormetode til & vise at lokale ekstremalpunkter

for f under betingelsen y = 3 — 2z ma veere skjeeringspunkter mellom linjen
y = 3 — 2z og ellipsen (xIQI)Q + (Ely/:[?’g);
ha et globalt minimum under denne betingelsen (du trenger ikke skrive opp
selve minimumspunktet). Har f et globalt maksimum under den samme
betingelsen?

Hint: Verifiser at f(1,1) < 1, og at limyo f(z,3 — 22) = o0,
lim, oo f(2,3 —22) = 1. Dette kan brukes til & vise at f ma ha et globalt
minimum under den gitte betingelsen.

Svar: Vi setter g(z,y) = 2x + y — 3. Fra leereboka folger det at, i et lokalt
ekstremalpunkt for f under betingelsen g(z,y) = 0, sa er enten Vg = 0, eller
Vf=AVg.

Siden Vg = (2,1) # 0 far vi ingen kandidater fra forstnevnte. Lokale
ekstremalpunkter mé derfor tilfredsstille V f = AVg, som kan skrives

= 1. Forklar videre hvorfor f ma

(2% 4 22 + 3y? — 6y)e” = 2\
(6y — 6)e” = A.

Eliminerer vi A far vi at 2 + 22 + 3y?> — 6y = 2(6y — 6), som kan
skrives som 22 + 2z + 3y? — 18y = —12. Fullfgrer vi kvadratene far vi
at (r+1)? 4+ 3(y — 3)? = 16, som er ellipsen gitt i oppgaven. Dette beviser
at lokale ekstrmalpunkter under den gitte betingelsen er skjeeringspunkter
mellom linjen og ellipsen.

(Fortsettes pa side 7.)
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Vi har at g(1,1) =0, og f(1,1) = e! —3e! +1=1—2e < 1, slik at f antar
verdier mindre enn 1 under den gitte betingelsen. Nar  — oo vil 2% — oo.
Videre vil da ogsa y = 3 — 2x — —oo0, og da vil (3y? — 6y)e® — oo ogsa.
Det folger at limy_,o0 f(2,3 — 22) = co. Det folger at f ikke ha noe globalt
maksimum under den gitte betingelsen.

Nar x — —oo sa vil e® ga raskere mot 0 enn potenser av zx, slik at
limg oo f(2,3 —2x) = 1.

Det folger at det finnes et intervall [—K, K] slik at f(z,3 —2z) > 1 —¢€ >
f(1,1) utenfor dette intervallet. Siden f(z,3 — 2x) har et globalt minimum
pa intervallet [—K, K|, s& folger at dette ogsa er et globalt minimum for f
under den gitte betingelsen.

Man kan bruke samme argument som over til & vise at (1, 1) ogsa er et globalt
minimum for f, uten noen betingelse. Siden (1, 1) ligger pa linjen, si méa det
ogsa veere globalt minimum for f, med den gitte betingelsen.

Lykke til!



