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Det matematisk-naturvitenskapelige fakultet

Eksamen i: MAT 1110 — Kalkulus og linezer algebra
Eksamensdag: Onsdag 1. Juni 2022
Tid for eksamen: 9:00-13:00.

Oppgavesettet er pd 5 sider.
Vedlegg: Formelsamling.
Tillatte hjelpemidler: Godkjent kalkulator.

Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmalene.

Alle deloppgaver (la, 1b, 2a, 2b, 2c, osv.) teller 10 poeng. Du mé enten
begrunne svarene eller vise nok mellomregninger til at man lett kan fglge
argumentene dine.

Oppgave 1. La A veere 2 X 2-matrisen
0.3 0.6
A= (0.7 0.4)

a) Finn egenverdiene til A og tilhgrende egenvektorer.

Lgsning.
Vi finner egenverdiene ved a lgse likningen

0.3—A 0.6

0.7 04_)\’ = (0.3—-X)(0.4—X)—0.6-0.7=X—0.7A—-03=0

Det gir egenverdiene Ay = 1 og Ao = —0.3.

For A1 = 1 Igser vi

og far egenvektor
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For Ay = —0.3 lgser vi
0.6 0.6\ (z\ (0
07 0.7)\y) \O
T\ 1
y) ~"\-1

1
b) La v = ( 1>. Skriv v som en lineserkombinasjon av egenvektorene fra

som gir egenvektorer

.

oppgave a), og regn ut grenseverdien

lim A™v
n—o0

Lgsning,.
Vi lgser likningssystemet

D () 4o (!
1) ~"\7) T4~
Detgirt:%,uzl—%. Videre har vi
o (1N (26 1[1
s (3) = g (35 (5) + 15 ()
. 2 _, (6 1 nf 1
= b <131 (7) + 13703 <_1>)
_ 2 (6
13 \7

Oppgave 2. La funksjonen f : R? — R veere gitt ved

fz,y) = 20y° + 4wy — 2 + 1

a) Finn de stasjongere punktene til f.

Lgsning.

Vi har 9 9
- =2y + 4y — 2z, —f:4xy+4x
ox oy

Setter vi begge disse lik 0 far vi 3 muligheter for stasjonsere punkter
(‘T7y)7 (0)0)7 (07 _2) og (_17 _1)

b) Avgjor om de stasjonzere punktene er sadelpunkter, lokale minimum-
spunkter eller lokale maksimumspunkter.

(Fortsettes pa side 3.)
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Lgsning.

Vi har o o o

Hesse-matrisen i dette tilfellet er derfor gitt ved

2 dy+4
Hf(”“”y)_<4y+4 y4x>

Det gir

0.0 =(7 o). mio-=(2 ).

Hf(~1,-1) = (‘02 _04>

Determinantene er henholdsvis —16, —16 og 8. I det siste tilfellet
2

er %(—1,—1) = —2. Det betyr at de to forste punktene er

sadelpunkter, mens det siste er et lokalt maksimum.

c) Finn den minste verdien til funksjonen f under bibetingelsen

r—y*—2=0

Lgsning.
Vi lar g(z,y) = v — y? — 2y. Det gir % =1og g—z = —2y — 2. Ved
Lagranges metode ma vi finne lgsningen av likningssettet

22 +4y—2x=X-1
dey+4dz =X (—2y—2)
z—y?—2y=0

Hvisy = —-1farvi -2 -2z =X, 0 = A-0o0g z+ 1 = 0. Dette gir
punktet (—1,—1) med funksjonsverdi f(—1,—1) = 2.

Hvis y # —1 kan vi forkorte den andre likningen med y + 1 og siden
2y + 4y — 20 = —2(z — y? — 2y) = 0 reduseres likningssystemet til

4o = —2)
t—1y?—2y=0

som betyr at © = 0 og y = 0 eller y = —2. Innsetting vir
f(ovo):]-v f(07_2):1

som betyr at 1 er den minste verdien pa kurven x — y? — 2y = 0.

Oppgave 3.

a) Forklar hvorfor rekka Y W konvergerer.

(Fortsettes pa side 4.)
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Lgsning.
Ved forholdstesten har vi
ant1| _ (n+1)2"  n+l _>1< |
an (n+2)2ntl  2(n+4+2) 2

nar n — oo.

b) Finn konvergensomradet til rekka » > n“—:l
Lgsning.
Ved forholdstesten har vi
ang1| |t Ya| nt] |z| — |z|
an, (n+2)z" n+2

nar n — oco. Det betyr at vi har konvergens pa det apne intervallet
(=1,1). I endepunktet x = 1 far vi den harmoniske rekka som
divergerer, mens i endepunktet x = —1 far vi den konvergente
alternerende harmomiske rekka. Konvergensomradet blir derfor det
halvapne intervallet [—1,1).

¢) Finn summen av rekka

o0 xn
nzzon+1

og bruk dette til & vise at

o0

Z¥ —=2In?2
— (n+1)2" o

Lgsning.
La -
:En
flw) = nz:;) n+1

Da har vi

=, @i ;N . 1

2f@) =Y > @ @) = 3" =
n=0 n=0

i konvergensomradet. Det gir

acf(ac)—/omll_tdt——ln(l—x)

og

(Fortsettes pa side 5.)
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Setter vi inn = % far vi

l, &= 1  Wm@-3
f(z)_nzo(nﬂ)zn__ ! =22

Oppgave 4. Et omrade A i (z,y)-planet er avgrenset av de to parablene
y=a>—1logy=1—2z>

a) Finn arealet av A.

Lgsning.
De to parablene skjeerer hverandre i © = +1. Arealet er derfor gitt

ved
1 pl-z? 1
a(A):/ / 1dyd:v:/ (1—22%) — (22 -1)dx
—1Ja2-1 —1
1

2
:/_12—2x2d$:[2:c—3:1:3]1_1=§

\.

b) Et vektorfelt F er definert over omradet A ved
F(z,y) = (y° —y+ )i+ (22 +y° + 329%)]

Finn linjeintegralet av F langs randa 0 A til omradet A, orientert mot klokka.

Lgsning.

La F(z,y) = Pi+ Qj. da har vi
— — — =(24+3y" ) - By —1)=3
ar 0y (2+3y7) —(By” - 1)

Ved Greens teorem har vi

P
7{ Pdl‘—l—Qdy://aQ—adxdy://3d:rdy:3-a(A):8
8A A Oz dy A

SLUTT.



