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Motivasjon



Gitt et linezrt likningssytem

2x—y =3
x+3y =4

Fra den fgrste likningen Igser vi ut y = 2x — 3 som vi setter inn i den
andre;

x+3y=x+432x—-3)=x+6x—9=7x—-9=4 = 7x=13



Alternativt, bytt om likningene:
x+3y=4
2x—y =3
legg -2 ganger fgrste likning til den andre (og behold den fgrste):

x+3y=4
—T7y = -5

del s3 den andre likningen pa -7:

x+3y=4
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xX+3y =
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Legg -3 ganger andre likning til den fgrste (og behold den andre)
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Hvilket likningssytem er enklest 3 lgse?

2x—y =3
x+3y =4
eller
x4+ 3y =

<
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~Nlon A



Gauss-eliminasjon



Definisjon

For et likningsystem definerer vi 3 elementaere radoperasjoner:
(i) Bytt om to likninger

(ii) Multipliser en likning med et reelt tall forskjellig fra 0

(iii) Legg et multiplum av en likning til en annen likning



Setning

Elementaere radoperasjoner endrer ikke lgsningsmengden til
likningssystemet

Bevis.
La L;, i =1,2,...n vere likningene i likningssystemet L.
(i) Opplagt
(ii) Dersom L;(x) =0 s& vil ogsa (cL;)(x) =c-Li(x)=c-0=0
(iii) La L; og L; vaere to likninger i systemet £ og anta at x er en Igsning
av likningssytstemet, dvs. L;j(x) = L;j(x) = 0. Men da vil

(Li+cLj)(x) = Li(x) + cLj(x) =04+c-0=0

Siden operasjonen L; — cL; gir oss det opprinnelige likningssystemet
tilbake vil Igsningsmengden for de to systemene vare den samme.
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Setning

Elementzere radoperasjoner kan alltid bringe et likningssystem over pa
trappeform.

Bevis.
1. Sgrg for at den fgrste likningen har ikke-null koeffisient lengst til
venstre i systemet.

2. Legg den fgrste likningen til de andre likningene for a fjerne den
lengst-til-venstre koeffisienten i de andre likningene

3. La fgrste likning vaere og gjenta punkt 1 og 2 med det resterende
likningssystemet



Et eksempel pd Gauss-eliminasjon:

2y +z=-1
3x+5y+z=2
x+2y+z=1
I« 1l
x+2y+z=1
3x+5y+z=2
2y +z=-1
n—-3-1
x+2y+z=1
—y—2z=-1

2y +z=-1



x+2y+z=1

—y—2z=-1
2y +z=-1
m+2-1

x+2y+z=1

—y—2z=-1

—3z=-3
-1
—1ll
3
x+2y+z=1
—y—2z=-1

z=1



x+2y+z=1
—y—2z=-1

z=1
n+2-1
x+2y+z=1

—y -1
z=1

1+2-1

X +z=3






Fra likninger til matriser



Gitt et likningssystem

aiixy + axg + -+ ainxp = by
a01Xy + apxp + -+ aypx, = by

Am1X1 + ameX2 + -+ AmnXn = bm

a1l aio . din ail aio N din b1
ani ano N aon ani ano e aon b2
dmli dm2 ... amn dml  dm2 amn bm

Koeffisientmatrisen Den utvidede koeffisientmatrisen



Det er en 1-1-korrespondanse mellom lineaere likningssystemer og
utvidede koeffisientmatriser. Det betyr at alle begreper vi har for
likningssystemer ogsad har sin parallell for tilsvarende matriser.



Likningssystem:

2x—y =3
x+3y =4

Utvidet koeffisientmatrise:

2 -1 3
1 3 4



Definisjon

For en matrise definerer vi 3 elementare radoperasjoner:
(i) Bytt om to rader

(i) Multipliser en rad med et reelt tall forskjellig fra 0

(i) Legg et multiplum av en rad til en annen rad



Definisjon

Vi sier at to m x n-matriser A, B er radekvivalente dersom det finnes
en sekvens av radoperasjoner som forvandler A til B. Vi skriver A~ B
nadr A og B er radekvivalente.



Definisjon
En matrise er pd trappeform dersom
(i) Enhver rad betsar enten bare av nuller, eller s er det fgrste ikke-null
elementet et 1-tall.

(ii) Enhver rad som ikke bare betsir av nuller, begynner med minst en
null mer enn raden over.

Mer at nar vi sier fgrste element i en rad, sd mener vi elementet lengst til
venstre i raden.



Eksempel

To matriser pa trappeform.
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Eksempel
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To matriser pa redusert trappeform.
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Setning
Til enhver matrise A finnes en matrise B pa trappeform slik at A ~ B.



Vi kan uttrykke de elementare radoperasjonene for en matrise ved a
multiplisere matrisen fra venstre med elementaere matriser.



Definisjon
Fglgende kvadratiske matriser kalles elementaere matriser:

(i) Permutasjons- (transposisjons-)matriser, f.eks.
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(i) Multiplkasjon
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Et eksempel pd Gauss-eliminasjon for matriser:

2 4 -2
1 2 0
-1 3 1
m+n
100 2 4 -2
010 12 0
01 1 —13 05 1
I—2-1I
1 -2 0 2 4 00 -2
0 1 0 1 2 12 0
0 0 1 05 05 1
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5
100 120 120
0t ofl-(o5 0]=|010
001 001 001

Merk at trappeformer ikke er entydig. | tilsvarende eksempel i boka ender
vi opp med

1 2 -1
01 0
0 0 1

men de to matrisene er radekvivalente gjennom
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Definisjon
De ledende 1-erne i en matrise pa trappeform kalles pivotelementer og
deres sgyler kalles pivotsgyler.

2 3
0 1 0
0 13

1

Ledende 1-ere markert i rgdt, resten av pivotsgylene markert i grgnt.



Dersom alle pivotsgylene kun inneholder den ledende 1-eren, og ellers
bare 0-er, sier vi at matrisen er pd redusert trappeform.

Pa trappeform

1 2 -1 1 3

00 1 30

0 0 0 1 3
og pa redusert trappeform

12 0 0 -9

0 01 0 -9

0 001 3



Setning

Ethvert linezert likningssystem har enten 1, ingen eller uendelig mange
Igsninger.



Eksempel

Vi betrakter et likningssystem i 3 variable; (x,y,z). Alle mulige tripler
(x,y,2z) kan vi se p4 som punkter i R3. En linezer likning skjzerer ut et
plan. For to lineaere likninger har vi 3 muligheter:

(i) Planene skjarer hverandre i en rett linje.
(ii) Planene er sammenfallende og snittet er fortsatt det samme planet.

(iii) Planene er parallelle og skjzeringen er den tomme mengden.



Setning

Anta at den utvidede koeffisientmatrisen til et linezert likningssystem kan
radreduseres til trappematrisen C. Da har vi

(i) Dersom den siste sgylen i C er en pivotsgyle, har likningssystemet
ingen lgsninger.

Dersom den siste sgylen ikke er en pivotsgyle, har vi videre:

(ii) Dersom alle de andre sgylene i C er pivotsgyler, har likningssystemet
ngyaktig en Igsning.

(iii) Dersom minst en av de andre sgylene ikke er en pivotsgyle har
likningssystemet uendelig mange Igsninger.



Eksempel

Uendelig mange Igsninger

Ingen Igsninger

Ngyaktig en Igsning
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Setning

Anta at
a1l aio . din
dp1 a2 ... aon
A =
dnl  dp2 . dnn

kan reduseres til trappematrisen D. Da har likningssystemet

a1 Xy + axe + -+ + aipxp = by

ac1x1 + axpXxo + -+ -+ apXxp, = by

an X1 + an2X2 + -+ + appXp = bn

en lgsning for alle valg av by, bo, ..., b, hvis og bare hvis alle radene i D
inneholder pivotelementer.

Dersom ogsa alle sgylene i D inneholder pivotelementer, vil Igsningen
veaere entydig.



Setning
Likningssystemet

a11X1 + axe + -+ + aipxp = by

a21X1 + apXxp + -+ apXp = by

anX1 + an2X2 + -+ + appXp = bn
har entydig Igsning for alle valg av by, by, ..., b, hvis og bare hvis

a1l d12 ... din

1 0 ... O
ax ax» ... ap 01

0

anl @2 ... am 00 ... 1



