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Areal og tyngdepunkt



Arealet av et omr̊ade A i (x ,y)-planet:

areal(A) =
∫∫

A
1dxdy



Eksempel

Vi skal finne arealet av omr̊adet i xy -planet som ligger inne i parabelen
y = x2, under y = 1 og mellom x =−1 og x = 1. Vi beregner
dobbeltintegralet

A =
∫ 1

−1

∫ 1

x2
1dy dx =

∫ 1

−1
[y ]1x2 dx

=
∫ 1

−1
1−x2 dx = [x− 1

3
x3]1−1

= (1− 1

3
)− (−1− 1

3
(−1)3) = 2− 2

3
=

4

3



Eksempel
t=linspace(0,2*pi,200);
x=sin(0.5*t).*cos(t);
y=sin(0.5*t).*sin(t);
plot(x,y)
axis equal



A er parametrisert ved R : 0≤ r ≤ sin( θ

2 ), 0≤ θ ≤ 2π:

areal(A) =
∫∫

A
1dx dy

=
∫∫

R
r dr dθ

=
∫ 2π

0

∫ sin( θ
2 )

0
r dr dθ

=
1

2

∫ 2π

0
sin2 (

θ

2
)dθ

=
1

2

∫ 2π

0

1− cosθ

2
dθ =

π

2



Definisjon
La A være et omr̊ade i (x ,y)-planet. Vi definerer massemiddelpunktet
til A til å være et punkt (x ,y) slik at∫∫

A
(x−x)dx dy =

∫∫
A

(y −y)dx dy = 0

Dersom A beskriver en plate der tettheten i punktet (x ,y) er gitt ved
f (x ,y), har vi∫∫

A
(x−x)f (x ,y)dx dy =

∫∫
A

(y −y)f (x ,y)dx dy = 0

(Archimedes likevektsprinsipp)



∫∫
A

(x−x)f (x ,y)dx dy = 0

gir∫∫
A
xf (x ,y)dx dy =

∫∫
A
xf (x ,y)dx dy = x

∫∫
A
f (x ,y)dx dy = x ·volum(A)

dvs.

x =

∫∫
A xf (x ,y)dx dy∫∫
A f (x ,y)dx dy

=

∫∫
A xf (x ,y)dx dy

volum(A)

Dersom f (x ,y) = 1, f̊ar vi

x =

∫∫
A x dx dy

areal(A)

og tilsvarende for y ;

y =

∫∫
A y dx dy

areal(A)



Eksempel
Vi kan bruke disse formelene til å finne tyngdepunktet til en trekant med
grunnlinje a og høyde h. Vi legger de tre hjørnene i punktene (− a

2 ,0),
( a2 ,0) og (0,h). Siden trekanten stikker like mye ut p̊a hver side av
y -aksen vil et enkelt symmetriargument gi at x = 0. For å finne
y -koordinaten deler vi trekanten i to og betrakter den delen som ligger i
første kvadrant. Igjen vil et symmetriargument gi at y -koordinaten til
tyngdepunktet er den samme for den halve trekanten som for hele
trekanten. Omr̊adet vi skal integrere over er gitt ved 0≤ x ≤ a

2 og

0≤ y ≤ h− 2h
a x . Den siste ulikheten f̊ar vi fra uttrykket som gir likningen

til hypotenusen i den halve trekanten, nemlig y = h− 2h
a x . Arealet av den

halve trekanten er A = 1
2 ·

a
2 ·h = ah

4 og formelen over gir oss



Eksempel

y · ah
4

=
∫ a

2

0

∫ h− 2h
a x

0
y dy dx

=
∫ a

2

0
[
y2

2
]
h− 2h

a x
0 dx

=
∫ a

2

0

h2

2
− 2h2

a
x +

2h2

a2
x2 dx

= [
h2x

2
− h2

a
x2 +

2h2

3a2
x3]

a
2
0

= h2
a

4
− h2

a
(
a

2
)2 +

2h2

3a2
(
a

2
)3

= ah2(
1

4
− 1

4
+

1

12
) = ah2

1

12

Deler vi ut f̊ar vi at y = 1
3h som er y -koordinaten til tyngdepunktet.



Definisjon
La A være et omr̊ade i (x ,y)-planet og f : A→ R. Vi definerer
gjennomsnittsverdien f til f i A ved

areal(A) · f =
∫∫

A
f (x ,y)dx dy

Det gir

f =

∫∫
A f (x ,y)dx dy

areal(A)



Eksempel
Vi skal beregne gjennomsnittsverdien til funksjonen f (x ,y) = x2 + xy over
rektangelet [0,1]× [0,2]. Arealet av omr̊adet er opplagt 2, og
gjennomsnittsverdien blir da

f = 1
2

∫ 1

0

∫ 2

0
x2 + xy dy dx

=
∫ 1

0
[x2y +

1

2
xy2]20 dx

= 1
2

∫ 1

0
(2x2 + 2x)dx

= 1
2 ( 2

3 + 1) = 5
6



Integral over flater



Gitt parametrisert flate S
r : A→ R3

Rektangel p̊a venstre side: [ui ,ui+1]× [vj ,vj+1] med areal
aij = (ui+1−ui )(vj+1−vj ) svarer til firkant p̊a høyre side:

[r(ui ,vj ),r(ui ,vj )+ru(ui ,vj )(ui+1−ui )]×[r(ui ,vj ),r(ui ,vj )+rv (ui ,vj )(vj+1−vj )]

Arealet av firkanten er gitt ved

|ru(ui ,vj )(ui+1−ui )×rv (ui ,vj )(vj+1−vj )|
= |ru(ui ,vj )× rv (ui ,vj )|(ui+1−ui )(vj+1−vj )

= |ru(ui ,vj )× rv (ui ,vj )|aij



Den siste likheten skriver vi

dS = |ru× rv |dA

hvor dA svarer til et infinitesimalt rektangel i (u,v)-planet.

Definisjon
La A være et omr̊ade i (x ,y)-planet og r : A→ R3 en parametrisert flate
som vi kaller S . Da har vi

areal(S) =
∫∫

S
1dS =

∫∫
A
|ru× rv |dA



Vi skal beregne overflaten til en torus:

Parametrisering:

r(u,v) = ((A+acosu)cosv ,(A+acosu)sinv ,a sinu)

med 0≤ u,v ≤ 2π. Det gir

ru = (−a sinu cosv ,−a sinu sinv ,acosu)

rv = (−(A+acosu)sinv ,(A+acosu)cosv ,0)



ru× rv =

∣∣∣∣∣∣
i j k

−a sinu cosv −a sinu sinv acosu
−(A+acosu)sinv (A+acosu)cosv 0

∣∣∣∣∣∣
=−a(A+acosu)(cosv cosu i + sinv cosu j + sinv k)

og

|ru× rv |= a(A+acosu)|(cosv cosu,sinv cosu,sinv) |
= a(A+acosu)

∫∫
S
dS =

∫ 2π

0

∫ 2π

0
|ru× rv |dudv

=
∫ 2π

0

∫ 2π

0
a(A+acosu)dudv

= 4π
2aA



r(x ,y) = x i + y j + f (x ,y)k

rx = i +
∂ f

∂x
k

ry = j +
∂ f

∂y
k

rx × ry =−∂ f

∂x
i− ∂ f

∂y
j + k

med absoluttverdi √
1 + (

∂ f

∂x
)2 + (

∂ f

∂y
)2



Eksempel
Areal av f (x ,y) = x2 + y2 over x2 + y2 ≤ 1:∫∫

A

√
1 + 4x2 + 4y2 dA =

∫ 1

0

∫ 2π

0
r
√

1 + 4r2 dθ dr

= 2π

∫ 1

0
r
√

1 + 4r2 dr

=
2π

8

∫ 5

1

√
udr

=
π

4

2

3
[u

3
2 ]51

=
π

6
(5
√

5−1)



Definisjon
La A være et omr̊ade i (x ,y)-planet og r : A→ R3 en parametrisert flate
som vi kaller S . La f være en kontinuerlig funksjon p̊a S . Da kaller vi∫∫

S
f dS =

∫∫
A
f (u,v) |ru× rv |dA

for flateintegralet av f over S .



Eksempel

f (x ,y ,z) = xyz2

r(u,v) = u cosv i +u sinv j +u2 k

0≤ u ≤ 2, 0≤ v ≤ 2π.

∂ r

∂u
= cosv i + sinv j + 2uk

∂ r

∂v
=−u sinv i +u cosv j

∂ r

∂u
× ∂ r

∂v
=

∣∣∣∣∣∣
i j k

cosv sinv 2u
−u sinv u cosv 0

∣∣∣∣∣∣
=−2u2 cosv i−2u2 cosv j +uk



Eksempel

| ∂ r

∂u
× ∂ r

∂v
|= |−2u2 cosv i−2u2 cosv j +uk|= u

√
4u2 + 1

∫∫
S
f dS =

∫ 2π

0

∫ 2

0
f (r(u,v))| ∂ r

∂u
× ∂ r

∂v
|dudv

=
∫ 2π

0

∫ 2

0
(u6 sinv cosv)(u

√
4u2 + 1)dudv

=
∫ 2π

0

∫ 2

0
u7
√

4u2 + 1sinv cosv du dv

=
∫ 2

0
u7
√

4u2 + 1

(∫ 2π

0

1
2 sin(2v)dv

)
du = 0



Jordan-målbare mengder



1A(x) =

{
1 x ∈ A

0 x /∈ A

∫∫
A
dA =

∫∫
R2

1A dA

Er 1A(x) integrerbar? Har A et areal?

Definisjon
En mengde A⊂ R2 er Jordan-målbar dersom 1A er integrerbar.



Definisjon
En begrenset mengde B ⊂ R2 har innhold 0 dersom det for hver ε > 0
finnes endelig mange rektangler

R1,R2, . . . ,Rk

slik at

(i) B ⊂ R1∪R2∪·· ·∪Rk

(ii) ∑j areal(Rj ) < ε

Setning
En begrenset mengde A⊂ R2 er Jordan-m̊albar hvis og bare hvis randen
∂A har innhold 0.



Definisjon
Et punkt x er p̊a randa ∂A til A dersom enhver ε-ball Bε (x) om x
inneholder b̊ade punkter i A og utenfor A.

Setning

([0,1]∩Q)2

er ikke Jordan-m̊albar.



Setning
Ethvert omr̊ade av type I eller II er Jordan-m̊albart.

Setning
Anta A⊂ R2 er et lukket, begrenset og Jordan-m̊albar mengde. Da er
enhver kontinuerlig funksjon f : A→ R integrerbar over A. Spesielt er alle
kontinuerlige funksjoner integrerbare over omr̊ader av type I eller II.



Variabelskifte i integraler



Setning
La U ⊂ R2 være en åpen, begrenset mengde og la T : U → R2 være en
injektiv funksjon med kontinuerlige partiellderiverte slik at detT 6= 0 p̊a
hele U. Hvis D ⊂ U er en lukket, Jordan-m̊albar mengde og f : T(D)→ R
er en kontinuerlig funksjon, s̊a er∫∫

A
f (x ,y)dx dy =

∫∫
D
f (T(u,v))|T′(u,v)|dudv

der A = T(D).

Man bruker ofte notasjonen

T′(u,v) =
∂ (x ,y)

∂ (u,v)



Eksempel

2≤ y −x ≤ 3, 0≤ y + x ≤ 4

Substituerer
x = 1

2 (−u+ v) y = 1
2 (u+ v)

som gir

∂ (x ,y)

∂ (u,v)
=

∣∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣− 1
2

1
2

1
2

1
2

∣∣∣∣=− 1
2



Eksempel

∫∫
A
xy dx dy =

∫ 3

2

∫ 4

0
(
−u+ v

2
)(

+u+ v

2
)|− 1

2 |dudv

= 1
8

∫ 3

2

∫ 4

0
v2−u2 dv du

= 1
8

∫ 3

2
[ 13v

3−u2v ]40 dv du

= 1
8

∫ 3

2

64
3 −4u2 du

= 1
8 [ 643 u−

4
3u

3]32 =− 1
2



Eksempel

Vi skal integrere f (x ,y) = x
y over omr̊adet A gitt p̊a figuren.

1≤ xy ≤ 3,
1

2
≤ y

x
≤ 2

Setter u = xy og v = y
x , som gir x =

√
u
v og y =

√
uv og hvor 1≤ u ≤ 3,

1
2 ≤ v ≤ 2.



Eksempel

∂ (x ,y)

∂ (u,v)
=

∣∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣
1

2
√
uv
−
√
u

2
√
v3√

v
2
√
u

√
u

2
√
v

∣∣∣∣∣= 1
2v

∫∫
A
f dA =

∫∫
x

y
dx dy

=
∫∫

D

√
u
v√
uv

1

2v
du dv

=
∫ 3

1

∫ 2

1
2

1

2v2
dv du

=
∫ 2

1
2

1

v2
dv

= [− 1

v
]21
2

= 3
2



Pensum, midtveiseksamen:

1.9, 1.10
2.7, 2.8
3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9
4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.12
6.1, 6.2, 6.3, 6.4


