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Trippelintegral



Rektanguleer boks: R = [ay, as] X [b1, bo] X [c1, 2] og funksjon f: R — R

[t ssaras— [ ([ ([ ) ) o

f kontinuerlig = f integrerbar



Eksempel

Vi skal regne ut [[[p(x+ ye??) dx dy dz over omridet
R=1[0,1] x[1,3] x [0,2]

S vemrawaye = [([7( [ vere) o ) o
:/01 (/13(2x+§y(e4_1))dy> dx
:/01(2x(3—1)+%(32—12)(e4—1))dx

:/01(4x+2(e4—1))dx
=2+2(e*—1)) =2¢*



Eksempel

Vi skal regne ut [[[px dxdy dz over omridet S, som ligger over
(x,y)-planet og under paraboloiden z =4 — x?> — y?. Vi lar D vaere disken
gitt ved x>+ y? < 4 i (x,y)-planet.

ﬂymMWﬂ—[/</4w_xﬂ>W@
://D4x—x3—xy2dxdy

0<@<2m, 0<r<2

///xdxdydz:/ 4x —x3 —xy? dx dy
S D

21 2
:/ </ (4rcos.07r3cos39fr3cos05in2 9)rdr> de
0 0

Skifter til polarkoordinater:



Eksempel

///dedyd2=// 4x —x* — xy® dx dy
S D

o1 2
:/ </ (4rc059—r3c0539—r3cosesin2 6)rdr> do
0 0
27 4 1 1
:/ [fr3c0567fr5cos3677r5c0565in29](2) do
o 3 5 5

2r (32 2 2
/ (3c059—3cos36—1c0565in29> de
0

3 5

27T 2 2
/ 3—c059—3—c059 do=0
0 3 5



Eksempel

Vi skal integrere funksjonen f(x,y,z) = xy over omridet S som ligger
mellom planet z = 2x + 4y og paraboloiden z = x? + y?

Skjaeringen mellom planet og paraboloiden er gitt ved
x+ay =x*+y? = X*-2x+y*—4y=(x-1)*+(y—-2)*-5

Vi lar A vaere omrédet gitt ved (x —1)?+(y —2)?> <5 i (x,y)-planet. Det

gir
" p 2X+4y

/// xydxdydz:// </ xydz) dx dy
S JA x24y?

2x+4y
/ xy dz = xy(2x + 4y — x> — y?)
x24y2

o8



Eksempel
Vi skifter til polarkoordinater

x=1+4rcos@, y=2+rsinb

hvor 0 < 6 <21 0g 0 < r <+/5. Det gir

///xydxdydz:// xy(2x—|—4y—x2—y2)) dx dy
S

_// xy(5— (x—1)2 = (y —2)?) dxdy
:/0 </0 (1+rcos@)(2+rsin9)(5r2)rd9> dr

NG 2
:/ (5—r)r (/ (24 2rcos @ + rsin 6 4 r? cos O sin 6)d9) dr
0 0

V5
:477:/ (5r —r®)dr
0

5, 1,04 25 25



0 x¢V

Ml v = [

1V(X)—{1 xeV

Definisjon
En mengde V C R? er Jordan-mélbar dersom 1y er integrerbar.



Setning

La U C R3 vaere en 3pen, begrenset mengde og la T: U — R3 vaere en
injektiv funksjon med kontinuerlige partiellderiverte slik at detT # 0 pa
hele U. Hvis D C U er en lukket, Jordan-mélbar mengde og f : T(D) — R
er en kontinuerlig funksjon, sa er

/// Xdedde_/// (u,v,w))| T (u,v,w)|dudvdw

der A=T(D), T(u,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) og

dx  dx  Ox
u 4
Tvw - & %
& dz  dz
du Jdv  Iw
Vi bruker ofte notasjonen
9(x,y,2)

T'(u,v,w) =



A: parallellepipedet utspent av a=(1,0,—-1), b=(0,1,2), c=(2,3,1),
funksjon f(x,y,z) =4x—y+2z.

T(u,v,w) = (u+2w,v+3w,—u+2v+w)

1 0 2
T(uv,w)=]0 1 3/=-3
2 1

///A(4x—y+22)dxdydz

:///D(4(u+2w)f(v+3w)+2(7u+2v+w)~|f3|dudvdw

:/// (6u+9v+21w)dudvdw
D
1 1,1
:///(6u+9v—|—21w)dudvdw
Jo Jo Jo



1,1 g1
///(4Xfy+2z)dxdydz:/ / / (6u+9v+21w)dudvdw
A o Jo Jo

1 1
:/ / [3u? +9uv + 21uw]} dv dw
0 JoO
1 r1
:/ / (34 9v+21w) dv dw
0 Jo

1
:/ (34 2 +21w)dw
o 2

9 21
—3+-+=18
213



Sylinderkoordinater:
x=rcos@, y=rsinf, =z
med Jacobi-determinant:

cos® —rsinB 0
= sin9 rcos® 0| =
0 1

I(x,y,2)
a(r,0,z2)

// f(x,y,z dxdydz—// f(rcosO,rsin@,z)rdrdb dz



Eksempel

f(x,y,z)= X2z

A: over (x,y)-planet, inni sylinderen x>+ y?> =1 og kula x> + y? +z> = 4.

I:///X2zdxdydz:/// (rcos@)?zrdrd6 dz
A D

D: 0<0<2%, 0<r<1, 0<z<\/4—x2—y2=4—12
2 1 pVA—r?
/:/ // r* cos? 0z dz dr 6
o Jo Jo
21 1 1
:/ / rcos’0=(4—r?)drd6
o Jo 2
1 /2@ 1
:7/ c0526</ r3(4—r2)dr> de
2Jo 0

5 (@ 5 (%% (1+4cos26 5T
=2 0do = ST go = 2T
12 /0 o8 12 /0 ( 2 ) 12




Kulekoordinater:
x=psingcosO, y=psin@dsin@, z=pcosP
med Jacobi-determinant:

I(x.y.2) singcos® pcospcos® —psindsinb
ﬁ: singsin@ pcosdsin® psingcosh | = p3sing
(p.9.0) cos ¢ —psing 0

///Af(x,y,z)dxdydz

:/// f(psingcosB,psingsin®,pcos®)p?sing dp dO do
D



Gjennomsnittsavstanden fra et punkt P = (0,0, a) til en kule K med radius
1 og sentrum i origo. Avstanden fra P til et punkt (x,y,z) inne i kula er
gitt ved:

VX2 y2 4 (z—a)?

Gjennomsnittsavstanden:

a= m///K (\/X2+y2+(273)2) dx dy dz

Med kulekoordinater:

(psingcosB)?+ (psingsinB)? + (pcosd —a)® = p> —2ap cos ¢ + a°

P W///K (VP2 —2apcosg+a2) p*sing dp d6 do




B 3 2T T 1
a= E/ (/o </ (\/p2—2apcos¢+az>pzsin¢dp) dd)) do
2/ (/ \/p2 2apcos¢+az)p sm¢d¢> dp
Setter u = p? —2ap cos + a som gir du = 2apsin¢ d¢
p+a)
:2/ (/(pa ﬁ)du>dp
=/ ((p+a)*+( )3)%dp

:/ 2p3 +6ap pdp

( p +3ap>dp

\

_i
5a



La S vare et legeme i R med varierende tetthet, gitt ved f(x,y,z).

vil den totale massen av legemet vaere gitt ved

M:///Sf(x,y,z)dxdydz

Dersom tettheten overalt er 1, far vi ut volumet;

vqum(S)://.ldxdydz
JJS

Da



Volumet av en kule i kulekoordinater:
x=psingcosB, y=psin@dsinB, z=pcosP
hvor 0<p <R, 0<60<2r, 0< ¢ <7 med Jacobi-determinant:

Ax,y,z) .
9(p.9.0) P o0

Det gir



Vi skal beregne gravitasjonen inne i en hul kule S, dvs. r <p < R. Vi
betrakter et punkt P =(0,0,c) inne i hulrommet. Avstanden fra P til et
punkt pa kuleskallet er gitt ved

V/(psing cos0)2 4 (psindsin0)2+(c —pcos¢)?
= \/p2sin2¢+(c—pcos¢)2
=/c2—2cpcos + p?

1

Gravitasjonskraften er gitt ved vetand? !

sa samlet kraft pa punktet P blir

(psingcosO,psindsinB,c— pcoso)
(c2—2cpcos¢ +p2)%

Ved en symmetribetraktning ser vi at samlet kraft i x- og y-retningene blir
0, sa vi trenger bare 3 regne ut

/R /” /2” (c—pcos¢)p?sing d6 ) do | dp
r 0 0 (c2—2cpcos¢+p2)%




Vi setter u = c? —2cpcos¢ + p? og du=2cpsind do og vi far
2 2
c—pcosp = T~

/rR </07r </02n (C(spcos¢)p25in¢3 de) dq)) "

2cpcos¢ +p?)2
R [ ((p+c)? 2_ 42
:2”/ / ure PP ) gy
r (p—c)? 2c 2¢ (u)3
T /R /(p+c) du /R ) ) /(p+c)z du
2¢* Jr ( (p—c)? \/E 2¢2 ( ) (p—cp (u)%

fL/R [z\f](wc dp+ 5 /R(C_ 3 ]p+c)d
T 2cz ), PVl P PPW p

(p—c)?
T (R T
—p_/r 4CPC/P—@/, 4epdp =0



