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Flateintegral av vektorfelt



Gitt parametrisert flate S

(o L, i e
\
[ 5
- | )
.

Rektangel pa venstre side: [uj, ujy1] X [v}, vj+1] med areal
ajj = (ujt1 — u;)(vj41 — vj) svarer til firkant pa hgyre side:

[r(ui, vi), e (uis vi) A ru(ui, vi) (uiea — )] < [r(ui, vi), e (i, vi) e (uis vi) (Vi — )]
Arealet av firkanten er gitt ved

[ru(ui, vi) (Ui — ui) <y (Ui, vi) (Vi — v))|
= [ru(ui, vj) x vy (ui, vi)l(uir = ui) (Vi1 — v)

= [ru(ui,vj) xry(uj,vj)|aj



Den siste likheten skriver vi

dS=lr,xr,|dA
hvor dA svarer til et infinitesimalt rektangel i (v, v)-planet.
Definisjon

La A veere et omrade i (x,y)-planet og v : A— R3 en parametrisert flate
som vi kaller S. Da har vi

areal(S) = // 1dS = // [ry xr,|dA
S A



Definisjon
La A veere et omride i (x,y)-planet og r: A— R3 en parametrisert flate
som vi kaller S. La f vaere en kontinuerlig funksjon pd S. Da kaller vi

//5 Fd5 = //A F(r(u,v))[ryxr,|dA

for flateintegralet av f over S.



Eksempel

f(x,y,z) = xyz*

r(u,v) = ucosvi+usinvj+ u’k

0<u<2 0<v<2rm.

r L or - .
— =cosvi+sinvj+2uk — = —usinvi+ucosvj
du dv

dr  or ! J k
=| cosv sinv  2u

au " v

—usiny wucosv O

= —2u?cosvi—2u?cosvj+ uk



Eksempel

|a— X a—| =|—2u%cosvi—2u?cosvj+ uk| = u\/4u2 +1
u  dv

//fds // )|a aC'd“dV

:/ / u®sinvcosv)(uv/4u2 4+ 1) dudv

_/ / 4u2 1sinvcosvdudv
2
42 +1 (/0 %sin(2v) dv> du=0

\



X

(Enhets-) Flatenormalen til flaten i et punkt er en vektor n (av lengde 1)
som stdr normalt pa tangentplanet til flaten i punktet.



Komponenten av et vektorfelt langs en flatenormal kalles fluksen av
vektorfeltet gjennom flaten.



Definisjon
Gitt en flate S med flatenormal n og et vektorfelt F. Fluksen av
vektorfeltet gjennom flaten er punktvis gitt ved

F-n

//SF-ndS

og over hele flaten:



Definisjon

Lar:A— R3 vare en glatt parametrisert flate T definert p3 en lukket,
begrenset Jordan-mélbar delmengde A C R?. For et kontinuerlig vektorfelt
F pd T definerer vi flateintegralet til F over T til 3 vaere

[ s = [ Fietw) (55 57 ) dud



Produktet f = F - n definerer et skalarfelt pa flaten S, og vi har

//SF-ndS:f/Sde



J[Fds = [[ Fewv)iraxr.|dudv

Vi setter inn f = F-n og far

//de:/F.ndS
S S

://AF(r(u,v))-n(r(u,v))|rL,><rv|dudv

Vi har y
r r
n=—"""" =, xr,=nlr,xr,|
ry xry|

//5" ds = //AF(r(u,v)Hru xr,) dudy

som gir



Kulekoordinater:
x=psingcosO, y=psin@dsin@, z=pcosP
med Jacobi-determinant:

I(x.y.2) singcos® pcospcos® —psindsinb
ﬁ: singsin@ pcosdsin® psingcosh | = p3sing
(p.9.0) cos ¢ —psing 0

///Af(x,y,z)dxdydz

:/// f(psingcosB,psingsin®,pcos®)p?sing dp dO do
D



Et kuleskall er gitt ved
r(0,9) = cosOsin @i+ sin Osin ¢j+ cos ok
hvor 0< 0 <2mrog0< ¢ <.

rg = —sinOsin @i+ cosOsin @j
ry = cos 6 cos @i+sin @ cosj—sinpk

i j k
rg Xry =|cosfcos¢ sinBcos¢ —sing
—sinfBsing cosHsing 0

= cos 0sin gi +sin @ sin ¢ + cos P sin Pk



Betrakt vektorfeltet F(x,y,z) = xi+yj+ zk. Vi har

//FndS // r(6,9)) ro xrydodo

o
:/ /(cosGsin¢,sin95in¢,cos¢)
o Jo
-(cosBsin? ¢,sinBsin® ¢, cosPsing) dO do

21 T
:/0 /o (sin®*¢ +cos® ¢sing) dO do

:/Ozﬂ/onsin(j)dedq)

:Zn/nsinqbd(p
0

=2n[—cosO]|f =4n



Vektorfelt
F(x,y,z) =2i+xj+yzk

over flaten
r(u,v)=(u+v)i+(u—v)j+uvk, 0<u,v<1
to=itj+vk, ry—i—j+uk
ryxry,=(u+v)i—(u—v)j—2k
F(r(u,v))=F(u+v,u—v,uv) =2i+ (u+v)j+ (v—v)uvk
F(r(u,v))-(ry xr,) =2u+2v —u?+v? —2u°v +2uv?



r1

> 1
// F(r(u,v))-(ruxrv)dS:/ / 2u+2v —u? 4+ v? —2uPv+2uv? dudv
Js 0 Jo

=2



Divergensen til F = Pi+ Qj+ Rk er definert ved

9P 9Q R
V.F7$+$+E

For eksemplet fra forrige side:

V-F=V-(xi+yj+zk)= a—i+a—y+%:

.13
// V.FdV — 3-%:47:

Det er ikke tilfeldig at disse er like.



En terning Q:0 < x,y,z <1 og et vektorfelt F(x,y,z) = xyi+zj+ z°k.
Terningen har 6 flater:

1. A:0<x,y<1,z=0, n; =—k, F(x,y,0) =xyi

/“F-ndS:O
Ja

2. h:0<x,y<1,z=1,n =k, F(x,y,1)=xyi+j+k

1 r1
//F-ndS:// dS=1
f o Jo

3. :0<x,z2<1, y=0, n3 = —j, F(x,y,1) = zj+ 2’k

//%F-ndS_/Ol/OI(—z)dxdz_—;



4 f,:0<x,z<1,y=1,n4=], F(x,1,z) = xi+ zj+ z%k

1 1 1
//F-ndS:/ / zdxdz = =
f o Jo 2

5. f:0<y,z<1,x=0, ns =—i, F(0,y,z) = zj+ 2’k

/ FondS—=0
f

6. 6:0<y,z<1,x=1,ng=i, F(l,y,z) =yi+zj+2z°k

1 1 1
//F-ndS:/ / ydydz ==
fs o Jo 2

som gir

6 11 1
// F-ndszz//F-nd5:o+1——+—+o+—:
Q &l 2 T3

3

2



Divergensen til vektorfeltet er
V-F=y+0+2z
og
1ol gl 1l
///(y+22)dxdydz://(y+2z)dydz
o Jo Jo 0 Jo
1
:/ lyz + Z°]§ dy
0
1
=/0 (y+1)dy

1, .3
—[Ey +y10f2



En terning Q¢ : 0 < x,y,z < € og et vektorfelt F(x,y,z) = P(x,y,z)i.
Terningen har 6 flater:

1. 1:0<x,y<¢e,z=0,np=—-k, F-n=0
2. Hh:0<x,y<¢e,z=¢,n=k,F-n=0
3. :0<x,z<€,y=0,n3=—j, F-n=0
4. f,:0<x,z<¢e,y=¢,ny=j,F-n=0



5. f5:0<y,z<¢g, x=0,ns=—i, F(0,y,z) = P(0,y,2)i

€ €
/ F-ndS:—/ / P(0,y,z)dy dz
fs o Jo

6. 5:0<y,z<e, x=¢€,ng=i, F(e,y,z) = P(e,y,z)i

€ €
//F-ndS:/ / P(e,y,z)dy dz
fs o Jo

//QF.ndS:/e/e(P(E,y,z)—P(07y7z))dydz
N// ——(0,y,2)dydz
_/// (0,y,z) dxdy dz
://Qg5(0,y72)dV://st.Fd\/

som gir



Vi kan gjgre det samme for vektorfelt i y-retning og z-retning, og vi kan

dekke et omrdde i (x,y,z)-rommet med sdnne sma Qg-terninger. Det gir
oss divergensteoremet:

Setning

La V veare et lukket, begrenset stykkvis glatt omrade i rommet med
utadrettet enhetsnormalvektor n. Anta at F er et vektorfelt med
kontinuerlige partieltderiverte i et dpent omride som inneholder V. Da har

// V~Fdxdydz:/ F-ndV
v ’A%



Vektorfelt langs en linje (x-aksen) F(x) = f(x)i. Betrakter intervallet

[A, B]. Normalvektoren svarer til vektoren i i x =B og —i i x=A. Det gir
fluks F-n(A) = —f(A) og F-n(B) = f(B). Samlet fluks blir f(B)— f(A).
Divergensen V-F = f/(x) og divergensteoremet gir

B
/ F(x) dx = F(B) — f(A)

A






Mobiusband, et eksempel péd en ikke-orienterbar flate.



