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Regning med potensrekker



Setning (Integrasjon av potensrekker)
Anta at potensrekken

f (x) =
∞

∑
n=0

an(x−a)n

har konvergensradius r . Da er∫ x

a
f (t)dt =

∞

∑
n=0

an
n+ 1

(x−a)n+1

for alle a− r < x < a+ r .



Setning (Derivasjon av potensrekker)
Anta at potensrekken

f (x) =
∞

∑
n=0

an(x−a)n

har konvergensradius r . Da er f deriverbar for alle a− r < x < a+ r og

f ′(x) =
∞

∑
n=1

nan(x−a)n−1



Produkt av rekker



Setning (Produkt av potensrekker)
La = ∑

∞
n=0 an(x−a)n og = ∑

∞
n=0 bn(x−a)n være to potensrekker hvor den

minste konvergensradien er r . Da konvergerer Cauchy-produktet av de
to rekkene(

∞

∑
n=0

an(x−a)n

)(
∞

∑
n=0

bn(x−a)n

)
=

∞

∑
n=0

cn(x−a)n

hvor
cn = a0bn +a1bn−1 +a2bn−2 + · · ·+an−1b1 +anb0



c0 = a0b0

c1 = a0b1 +a1b0

c2 = a0b2 +a1b1 +a2b0

...



Eksempel
Produktet (

∞

∑
n=0

xn

)(
∞

∑
n=0

(−x)n

)
=

1

1−x
· 1

1 + x
=

1

1−x2

Vi har for n odde:

cn = a0bn +a1bn−1 + · · ·+an−1b1 +anb0 = 1 · (−1) + 1 ·1 + · · ·+ 1 ·1 = 0

og for n jevn:

cn = a0bn +a1bn−1 + · · ·+an−1b1 +anb0 = 1 ·1 + 1 · (−1) + · · ·+ 1 ·1 = 1

Det gir (
∞

∑
n=0

xn

)(
∞

∑
n=0

(−x)n

)
= 1 + x2 + x4 + · · ·= 1

1−x2



Eksempel
Produktet (

∞

∑
n=0

xn

)2

=

(
1

1−x

)2

=
1

(1−x)2

Vi har videre

1

(1−x)2
=

d

dx

(
1

1−x

)
=

d

dx

(
∞

∑
n=0

xn

)
=

∞

∑
n=1

nxn−1 =
∞

∑
n=0

(n+ 1)xn

∞

∑
n=0

(n+ 1)xn = 1 + 2x + 3x3 + 4x3 + . . .

og samtidig(
1 + x + x2 + x3 + . . .

)
·
(
1 + x + x2 + x3 + . . .

)
= 1 + 2x + 3x3 + 4x3 + . . .



La ∑
∞
n=0 an og ∑

∞
n=0 bn være to positive, konvergente potensrekker og la

cn = a0bn +a1bn−1 +a2bn−2 + · · ·+an−1b1 +anb0

Da har vi bN2 c∑
n=0

an

bN2 c∑
n=0

bn

≤ N

∑
n=0

cn ≤

(
N

∑
n=0

an

)(
N

∑
n=0

bn

)

Lar vi N → ∞ vil de to ytterkantene g̊a mot samme tall, og dermed ogs̊a
den i midten.



La A = ∑
∞
n=0 an og B = ∑

∞
n=0 bn være to absolutt konvergente

potensrekker og ε > 0. La videre ∑
∞
n=0 dn være Cauchy-produktet av de to

positive, konvergente rekkene ∑
∞
n=0 |an| og ∑

∞
n=0 |bn| Da har vi∣∣∣∣∣AB− N

∑
n=0

cn

∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣AB−

(
N

∑
n=0

an

)(
N

∑
n=0

bn

)∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
(

N

∑
n=0

an

)(
N

∑
n=0

bn

)
−

N

∑
n=0

cn

∣∣∣∣∣
≤ ε

2
+

((
N

∑
n=0

|an|

)(
N

∑
n=0

|bn|

)
−

N

∑
n=0

dn

)
≤ ε

2
+

ε

2
= ε



Vi har

sinx = x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5− . . .

cosx = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4− . . .

og derfor

2sinx cosx = 2

(
x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5− . . .

)
·
(

1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4− . . .

)
= 2x−2(

1

3!
+

1

2!
)x3 + 2(

1

5!
+

1

2!

1

3!
+

1

1!4!
)x5− . . .

+ (−1)
n−1
2 2

(
1

n!
+

1

(n−2)!

1

2!
+ · · ·+ 1

1!(n−1)!

)
xn± . . .



n oddetall.

1

n!
+

1

(n−2)!

1

2!
+

1

(n−4)!

1

4!
+ · · ·+ 1

3!

1

(n−3)!
+

1

(n−1)!

=
1

n!

(
1 +

n!

(n−2)!2!
+

n!

(n−4)!4!
+ · · ·+ n!

(n−1)!1!

)
=

1

n!

((
n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+ · · ·+

(
n

n−1

))
=

1

n!

1

2

((
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

n

))
=

1

n!

1

2
(1 + 1)n =

1

n!
2n−1



2sinx cosx = 2

(
x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5− . . .

)
·
(

1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4− . . .

)
= 2x−2(

22

3!
)x3 + 2(

24

5!
)x5−·· ·+ (−1)

n−1
2 2

(
2n−1

n!

)
xn± . . .

= 2x− 8

3!
x3 +

32

5!
x5− . . .

= 2x− 1

3!
(2x)3 +

1

5!
(2x)5−·· ·= sin(2x)



Taylor-rekker



La f (x) være en funksjon som er uendelig mange ganger deriverbar i
punktet x = a. Da er Taylor-polynomet til f av grad n gitt ved

Tn(f ) =
N

∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x−a)k

= f (a) + f ′(a)(x−a) +
f ′′(a)

2!
(x−a)2 + · · ·+ f (k)(a)

k!
(x−a)k

og Taylor-rekka

Tf (x) =
∞

∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x−a)k



Eksempel
Funksjonen f (x) = ex oppfyller f (k)(x) = ex for alle k og derfor
f (k)(0) = 1. Det gir

Tf (x) =
∞

∑
k=0

1

k!
xk

Forholdstesten

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

(n+ 1)!
xn+1

1

n!
xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣=
1

n+ 1
|x | → 0

n̊a n→ ∞. Det betyr at rekka konvergerer for alle x ∈ R.



Eksempel

sinx =
∞

∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1

Alternerende rekke hvor {|an|} er en avtagende følge og

|an|=
x2k+1

(2k + 1)!
→ 0

fn̊a n→ ∞, for alle x ∈ R.



Setning

1. Anta at ∑
∞
n=0 an(x−a)n konvergerer i et intervall (a− r ,a+ r), r > 0.

2. Kall grensefunksjonen

f (x) =
∞

∑
n=0

an(x−a)n

3. Regn ut Taylor-rekka Tf (x) til f (x). Merk at

f (k)(x) = k!ak +
(k + 1)!

2!
ak+1(x−a) +

(k + 2)!

3!
ak+2(x−a)2 + . . .

og derfor f (k)(a) = k!ak .

4. Vi har

Tf (x) =
∞

∑
n=0

an(x−a)n

5. Det betyr at innen konvergensomr̊adet har vi Tf (x) = f (x).



Eksempel
Vi har

ex =
∞

∑
n=0

xn

n!

Setter vi inn x =−y2 f̊ar vi

e−y
2

=
∞

∑
n=0

(−y2)n

n!
=

∞

∑
n=0

(−1)ny2n

n!
= 1−y2 +

y4

2!
− y6

3!
+ . . .



Eksempel

f (x) =
∞

∑
n=1

xn

n

Det gir

f ′(x) =
∞

∑
n=1

nxn−1

n
=

∞

∑
n=1

xn−1 =
1

1−x

Det betyr at

f (x)− f (0) =
∫ x

0
f ′(t)dt =

∫ x

0

1

1− t
dt =− ln |1−x |

Men

f (0) =
∞

∑
n=1

0n

n
= 0

dvs.
f (x) =− ln |1−x | for x ∈ (−1,1)



Eksempel
Vi skal finne et uttrykk for rekka

s(x) =
∞

∑
n=1

x2n

2n−1

i konvergensomr̊adet −1 < x < 1. Vi har

s(x)

x
=

∞

∑
n=1

x2n−1

2n−1

og derfor (
s(x)

x

)′
=

∞

∑
n=1

x2n−2 =
∞

∑
n=0

x2n =
1

1−x2

Det gir

s(x)

x
=
∫ x

0

(
s(t)

t

)′
dt =

∫ x

0

1

1− t2
dt =

1

2
ln

(
1 + x

1−x

)
Det gir

s(x) =
x

2
ln

(
1 + x

1−x

)



Eksempel
Vi skal finne et uttrykk for rekka

∞

∑
n=2

1

n(n−1)2n

i konvergensomr̊adet −1 < x < 1. Vi ser i stedet p̊a

s(x) =
∞

∑
n=2

xn

n(n−1)

Deriverer 2 ganger:

s ′′(x) =
∞

∑
n=2

xn−2 =
∞

∑
n=0

xn =
1

1−x



Eksempel
Det gir

s ′(x)− s ′(0) =
∫ x

0
s ′′(t)dt =

∫ x

0

1

1− t
dt =− ln |1−x |

og vi regner ut at s ′(0) = 0. Videre har vi

s(x)− s(0) =
∫ x

0
s ′(t)dt =−

∫ x

0
ln |1− t|dt =−(x−1) ln |x−1|+ x

Siden s(0) = 0 f̊ar vi

s(x) =
∫ x

0
s ′(t)dt =−

∫ x

0
ln |1− t|dt =−(x−1) ln |x−1|+ x

Vi er interessert i s( 1
2 ) = ∑

∞
n=2

1
n(n−1)2n ;

s(
1

2
) =−(

1

2
−1) ln |1

2
−1|+ 1

2
=

1

2
− 1

2
ln2


