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Oppgave 1

La C veere kurven

r(t) =teos(t)i+isin(t)j, te [0, 2],

og la F vaere vektorfeltet
Flo,y) = —yi+xj.

la (10 poeng)
Regn ut

fF-dr.
C

1b (10 poeng)

Regn ut arealet av omridet avgrenset av C og den rette linja fra (27,

(0,0).

0) til



Forslag til svar: Vi har at
r'(t) = (cos(t),sin(t)) + t{— sin(t), cos(t)) og F(r(t)) = t(— sin(t), cos(t)),

som gir at F(r(t)) - '{t) = 2. Da blir integralet

T ]
fr-m-:f 2dt = -,
¢ [ 3

Forslag til svar: Vi har at

Zr plrit)] I et 4
areal:ffdwdy:/ f ,ﬂdpdt:f f,ad,acu: s,
A b Jo o Jo 3



Oppgave 2

La A vaere matrisen

.
I
— D
(=R

2a (10 poeng)

In
For hvilke b = (bg) € B har ligningen Ax = b entydig lpsning

by
= (”) € B2?
¥

2b (10 poeng)

Sett

Da har Ax = b ingen lesning, men vi ensker vi & finne x £ [&? slik at vi er
“ngermest mulig en lesning”. Sett

flx) = A% — b

Forklar hvorfor f har ett entydig globalt minimum, og finn (z,y) slik at
flx,y) er minimal.



Forslag til svar: Vi fir den reduserte trappeformen

Dersom b — 2bg + 3b3 = 0 har vi entydig lesning.

Forslag til svar: Vi har at
fley) =2z +y+(z+ 2" + (e - 1) =527 + 4y + 8oy — 2z + 1.
Ligningen ¥V = 0 blir
122+ 8y =2, og 8z + 10y =10,
som har entydig lesning # = 5/14, y = —4/14. Hessematrisen til f blir

Hf(z,y) = (22 3]) . det{Hf) =120 — 64 = 56 > 0,

og Hf1 =12 > 0 54 blir dette et minimum.



Oppgave 3

3a (10 poeng)

Avgigr om denne rekka konvergerer eller divergerer:

Z [—1)7+ ]11(71)

3b (10 poeng)

Finn summen av relcka

Z {n— 1]4n [



Forslag til svar: Dette er en alternerende rekke, som konvergerer hvis det

nte leddet ghr mot mull. Vi sjekker

1
tim ")
n—oc 1
s rekka konvergerer.
Forslag til svar: Vi har at
" 1 1

m+ 14~ ratl

Derfor har vi at

[=<]
P

e

ntl
— (n+ 1}4=F

; 1
o rm o=@

n—soa 71

wd
f ™ dx
1]

ONEE




Oppgave 4 (10 poeng)

Finn det stgrste volumet til kassen med hjorner (0,0,0), (2, 0,0), (0,y,0),
(0.0, 2), (z,3.0). (z.0,2), (0,y,2) og (z,y 2). derx = 0. y > 0 og 2 = 0, og
(@, y, z) ligger pd ellipsoiden

2.2

.r2+y2+T:l.



Forslag til svar: Vi bruker Lagranges metode med f(z,y,z) = xyz oz
glzyz) =22+ ¥ + %3 Ligningene blir

yz = 2Ar
2
zz = 2Ay $2+y2+‘1:1‘
z
=2A-
=

Vi ser at x, y eller z lik null ikke er noe maksimum, da mi A = 0. Vi deler
ligning 2 pa ligning 3. og ligning 1 pi ligning 2 og fir at

som innsatt 1 den fjerde ligningen gir

1 1 2
T = = ==
M S

Dette er det eneste kritiske punktet til f pi ellipsoiden, og det mA veere et
maksimum. Volumet blir

T =

2
3v3



Oppgave 5
5a (10 poeng)

Vis at dersom I} er en n x n diagonalmatrise med ikke-negative tall pa
diagonalen, si fins det en matrise § slik at 5= D.

5b (10 poeng)

Anta at A er en n ® n matrise med n linesert navhengige egenvektorer og at
alle egenverdiene til A er ikke-negative. Vis at det fins en matrise B slik at
Br=A

5¢ (10 poeng)

Sett

Finn en matrise B slik at B = A



Forslag til svar: Hvis det ite diagonalelementet 1 I} er a?, sett 5 lik
diagonalmatrisen med a; pd ite plass.

Forslag til svar: Antagelsene gir at A kan diagonaliseres, la M veere
matrisen slik at ite spyle i M er ite egenvektor, og la D veere diagonalmatrisen

med ite egenverdi ph ite plass. Da er
A=MDM™!
= MZ*M~!,  siden D har kvadratrot

=MZMMzZM!
= B2, der B= MZM™L.



Forslag til svar: Egenverdiene til A er 1,4, 9 og egenvektorene blir

1 1 1
of. [1] og [2}.
0 0 7
111 1 -1 12
M=|01 2| og M'=[0 1 -1].
00 2 00 12

Folgelig far vi at

Da blir

5]

Il
=
P
[ =
= = ]
(S = =]
——
8
Il
P
(==
(=1 (I
L = O
S
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Oppgave 1.
La A vaere matrisen

~(19/20 3/20
A(3/20 11/20)‘

a) Finn egenverdiene og egenvektorene til A.

Lgsning: Den karakteristiske likningen blir

det(A/ — A) = (A —19/20)(A — 11/20) — 9/400

3. 200 9 3.1
PR Il LR S P
2 +4OO 400 A 2)‘—’_2

slik at egenverdiene blir

N

NIw

H-

~lo
|

N

NIw
N H-

MW
H
I

som gir Ay =1, 2, =1/2.



Vi har at

| A— 1/20  —3/20 (1 =3\ (1 -3

—\—-3/20 9/20 -3 9 0 0/

Komponentene i en egenvektor for A; =1 ma dermed oppfylle x = 3y, slik
at en egenvektor ma vare pa formen (?) =y <i’> Velger vi y =1 far
. . 3
vi spesielt egenvektoren v; = 1)
Vi har at

EI—A— —-9/20 -3/20 (79 3\ (31

2 “\-3/20 -1/20 -3 -1 0 0)°
Komponentene i en egenvektor for A, = 1/2 ma dermed oppfylle y = —3x,

slik at en egenvektor ma vaere pd formen (—2)() =X <_13) Velger vi

x =1 far vi spesielt egenvektoren v, = (_13>



2
1 som en sum av egenvektorer, og regn ut
renseverdien limp_,. A"w.

g n—

b) Skriv vektoren w =

Lgsning: Fra a) har vi at v; = G’) og Vo = (_13) er en basis av

o Lo 23 . o .
egenvektorer. For a skrive w = ( ) som en linezr kombinasjon av disse

1
radreduserer vi

3 1 23 1 -3 1 1 -3 1 1 -3 1 1 0 7
1 -3 1 3 1 23 0 10 20 0o 1 2 01 2,
slik at w = 7vy +2v,. Vi far dermed

1 n
lim A"w = lim A"(7vi +2v;) = lim <7v1 +2 () V2)> =Tvi = <2l>
n—oo n—oo n—soo 2 7



Oppgave 2.

Bruk Lagrange's multiplikatormetode til 3 finne det punktet hvor
funksjonen f(x,y,z) = x>+ 4y?+9z2 har sitt minimum under betingelsen
x+y+z=1. Hva kan du si om maksimum?

Lgsning: Vi har at Vf = (2x,8y,18z), og Vg =(1,1,1). Det er umulig 3
fa Vg =0, slik at vi bare trenger se p3 gradientlikningen Vf = AVg.
Siden komponentene i vektoren pa hgyre side er like, si ma de ogséd vaere
det pa venstre side, slik at 2x =8y = 18z, og dermed x =9z, y =9z /4.
Setter vi dette inn i x+y+z =1 fir vi at 49z/4 =1, slik at z=4/49. Da
blir x =36/49, y = 9/49, slik at vi far eneste kandidat som
(36/49,9/49,4/49).

Ved 3 bevege oss i planet x4y +z =1 langt bort fra origo er det klart at
vi kan finne s store verdier for f vi bare vil. f kan derfor ikke ha noe
globalt maksimum. Huvis vi begrenser oss til punkter der ||(x,y,z)|| < r si
er det klart at vi kan velge r slik at f er vilkarlig stor utenfor dette
omradet. Siden dette omrddet er bdde lukket og begrenset sd har det
spesielt et minimum, og dette ma da vzere et globalt minimum, siden
verdiene utenfor ||(x,y,z)|| < r kan antas 3 veere stgrre. Punktet vi har
funnet ma vaere dette globale minimumet.



Oppgave 3.
| denne oppgaven skal vi finne volumet V til omrddet avgrenset av

paraboloiden z =6 — x? — y? og kjeglen z = \/x2 + y2.
a) Vis at

V://(6—X2—y2—\/x2—|—y2)dxdy
D

der D er et omrdde i xy-planet. Hvilket omrade er D?

Lgsning: | polarkoordinater er paraboloiden gitt ved z =6 — r?, og kjeglen
z = r. Skjaeringen mellom disse finner vi ndr 6 — r> = r, som gir
r’+r—6=0, som gir r = 7&@ = _12i5. Den eneste positive
Igsningen her er r =2, slik at skjaringen er sirkelen x>+ y? =r?> =4, og D
er omradet innenfor denne sirkelen. | (0,0) er det klart at paraboloiden tar
verdien 6, mens kjeglen tar verdien 0, slik at paraboloiden ligger over
kjeglen i det avgrensede omradet. Det fglger at

V= p(6—x>—y*—/x2+y?)dxdy.




b) Regn ut V.

Lgsning: | polarkoordinater blir integralet

/02” {/02(6—r2—r)rdr} d6 = /027[/02(6r—r3—r2)drd6

or 1 1 2
:/ 3P — 213 de
0 4 3 1,

2n 8 16 321
- 12—4-9) do =272 - 3T
/0 < 3) 3773



Oppgave 4. La A vare matrisen

WN ==
SR NODN
0 ~N WwWwiN
1o =

a) Finn en maksimal mengde av linezrt uavhengige sgyler i A.

Lgsning: Nuller vi ut 3 elementer i fgrste sgyle far vi fgrst

12 21 12 21
1 2 3 2 0 011
2 475|700 33
36 8 5 0 0 2 2
12 21
Nuller vi ut elementene i tredje sgyle far vi n3 0 0 11 slik at
0 0 0O
0 00O
fgrste og tredje s@yle er pivotsgyler, og disse svarer da til de lineaert

uavhengige sgylene.



b) Finn en vektor b; slik at Ax = by ikke har noen Igsning, og en annen
vektor by slik at Ax = by har uendelig mange Igsninger.

Lgsning: La C veere trappematrisen vi endte opp med over. Med
b; =(0,0,0,1), s er det klart at Cx = by ikke har noen Igsning. Hvis vi
gjgr de inverse radoperasjonene over i motsatt rekkefglge vil vi fa

12210 12210
- 00110 12320
(Cbl)_ooooo’“24750’

0000 1 36 8 5 1

siden siste sgyle ikke ganges opp ellers legges til noen av de andre, og
siden de andre elementene i siste sgyle er 0 (som gjgr at siste sgyle ikke
blir endret. Dermed kan vi velge by = b; =(0,0,0,1).



Siden A har sgyler som ikke er pivotsgyler sa er den heller ikke inverterbar,
og da vet vi at Ax =0 har uendelig mange Igsninger. Vi kan derfor velge
b, = 0. Du kan ogsa velge en vilkarlig by slik at (C b2) ikke har

pivotelement i siste sgyle (feks. b, = (0,1,0,0)), og ogsa her gjgre de
inverse radoperasjonene i motsatt rekkefglge:

1 2210 1 2210 1221
(C5)200111Noo111w1232
2 0 000U O 0 0 3 3 3 2 4 7 5
00000 002 2 2 36 8 5

som gir at systemet Ax = b, med by = (0,1,3,2) ogsi har uendelig mange
Igsninger.

N W~ O



Oppgave 4. Hva blir konvergensomrédet for rekken S(x) =Y, (Xnill)n.
Finn ogsa et uttrykk for S(x) der rekken konvergerer.

Lgsning: Forholdstesten gir at

lant1/an| = [(x+1)(n+1)/(n+2)| — |x+1], slik at rekken konvergerer i
(—2,0) (forholdstesten for x = —1 gir ikke mening pa grunn av 0 i teller og
nevner, men da er alle leddene 0, slik at rekken konvergerer ogsa da). For
x = =2 far vi rekka Yo_q(—1)"/(n+1). Denne er alternerende, og
absoluttverdiene av leddene er avtagende og gar mot 0. Dermed blir
rekken konvergent. For x =0 fér vi rekka Y 5r_o1/(n+1), som er divergent.
Konvergensomradet blir derfor [—2,0).



For & regne ut summen av rekka skriver vi fgrst

oo

(x+1)S(x)= Z (x+1)"1/(n41).

n=0

Deriverer vi denne far vi at

=

(x+1S(x))' =Y (x+1)"=1/(1—(x+1)) = -1/x.

n=0

Integrasjon gir sd at (x+1)S(x) = —In|x|+ C. Ved 3 sette inn x = —1 er
det klart at C =0, slik at S(x) = —In|x|/(x+1), ihvertfall ndr x # —1
(det er klart at S(—1) =1, og dette er grenseverdien for —In|x|/(x+1)
ndr x — —1, siden summen av en rekke er kontinuerlig i
konvergensomrédet, i.e. Abels teorem). —In|x|/(x+1) er ogsa
kontinuerlig for x = —2, slik at S(x) = —In|x|/(x+1) ogsa for x = —2 pa
grunn av Abels teorem.



Oppgave 5. | denne oppgaven skal vi se pa funksjonen
f(x,y) = —x*+3x —xe’ +y.

a) Finn de stasjonzre punktene til f.

Lgsning: Gradienten til f er (—2x+3—¢e¥,—xe¥ +1). Skal begge
komponentene her vaere 0 sa fglger det fra den andre likningen at

e¥ =1/x. Setter vi dette inn i den fgrste likningen far vi at
—2x+3—-1/x=0, som gir at —2x243x—1=0, slik at 2x2—3x+1=0,
og x = @, slik at x =1 eller x =1/2. Dette gir punktene (1,0) og
(1/2,In2). b) Avgjgr om de stasjonzere punktene er sadelpunkter, lokale
minimumspunkter, eller lokale maksimumspunkter.

2 _eY

L@sning: Hessematrisen til f er o —Xey>' For punktet (1,0) blir

Hessematrisen 1 _1>, som har determinant 2—1 =1 > 0. Siden

A= —2 <0 gir dette et lokalt maksimumspunkt. For punktet (1/2,In2)

blir Hessematrisen _9 :i , som har determinant 2—4 = -2 <0, slik

at vi her har et sadelpunkt.



Eksamen, 10. juni 2015



Oppgave 1. 1 denne oppgaven er f : B2 — B funksjonen
fla.y) =22y + 2zy + 4
a) (10 poeng) Finn de stasjonzre punktene til f.

b) (10 poeng) Avgjer om de stasjonaere punktene er sadelpunkter, lokale
minimumspunkter eller lokale maksimumspunkter.



Oppgave 1. a) Vi partiellderiverer funksjonen f(x, y) = 22y + 2oy + y*

af
— = 4r 2y =2y(2xr + 1
r v+ 2y = 2y(2r + 1)

ar =2 + 2%+ %y =2’ + 2 +y)

iy

1 et stasjoneert punkt mi hegge de partiellderiverte veere null. Fra det forste
uttrykket ser vi at skal gé vaere null, ma y = 0 eller = = —é. Vi drafter
disse tilfellene hver for seg:

y = 0: Setter vi y = 0 inn i det andre uttrykket, ser vi at skal gﬁ veere 0,
ma a? +x = 0. Det betyr at & = 0 eller @ = —1. Dermed har vi de kritiske
punktene (0,0} og (—1,0).

T = —é: Setter vix = _lg inn i det andre yttrykket, ser vi at skal % vaere (),
mai [—!I 22— %+y = 0. Dettegiry = :}, og dermed er (—é, II) et kritisk punkt.

I alt har vi dermed tre kritiske punkter: (0,0), (—1,0) og (—4. ).

u}
o)
I
i
it




P

) Vi skal bruke annenderiverttesten til & avgjere hiva slags kritiske punk-
ter vi har. De annenderiverte er
a*f
= =4y, B=
a2 =

'y
= =4 2, C= =12
yae =TT O By
Vi bruker annenderiverttesten pa hvert av punktene:
(0.0): Vihar A=0.B=2 C=20g

0z
p=| 2=
Siden 0 < 0, er (0,0) et sadelpunlkt.

(=1,0): Vihar A=0, B=—-2,C =20z

0 -2
p=| 02|

Siden D < 0, er (—1,0) et sadelpunkt.

(—5 3 Vibar A=1,B=0,C=20g

Siden D > 0 og A >0, er (—1, 1) et lokalt minimum.




Oppgave 2. (10 poeng) Finn konvergensomridet til rekken

(=<

(z—2)"
P



Oppgave 2. Vi bruker forst forholdstesten til 4 finne konvergensradien:

=241

lim |t = i [ DT nlr—2  |r—2
nose| G | n—ee| @207 |7 aoec2(nt 1) 2
o

Rekken konvergerer nar |“52| < 1, dvs. nar |z — 2| < 2, eller med andre ord
nir 0 < z < 4. Rekken divergerer nar 3% > 1, dvs. nir @ < 0 eller @ > 4.

Die to grensetilfellene x = 0 og = 4 md undersokes nmermere:

z =0: Rekken er na % 07y Q‘::g—‘]: =5 I'—‘_:E Dette er en alternerende
rekke der stgrrelsen pa leddene avtar mot null, og folgelig er rekken konver-
gent.

xz = 4: Rekken er nd 3% %Q,:"—“ =%, % Dette er en velkjent divergent
rekke.

Konklusjon: Konvergensintervallet er [0,4].




Oppeave 3. Figuren viser et MATLAB-plot av en kurve C med para-
metrisering

r(t)=(l+cost)i+t(m—t)j. derte[Dm

a) (10 poeng) Forklar at arealet A til omridet mellom kurven og z-aksen

er gitt ved
fzdy+f & dy

der D er linjestykket fra (0,0) til (2, 0).

b} (10 poeng) Regn ut A.



Oppgave 3. a) Den stykkevis glatte kurven ¢ vi far ved i sette sammen
C og D, gjennomleper omkretsen til omradet vart i postiv omlgpsretning.
Ifplge Greens teorem (ellet et av dets korollarer) er da

A:frdy:f:dy+fzdy
o [ jed

b) Vi ohserverer ferst at [ @ dy = 0 siden vi far dy = 0 nir vi parametris-
erer linjestykket fra (0, 0) til (2, 0). For C ser vi at dy = (7 —2t) dt, og dermed

har vi
A:f.z:d‘_r,r-l—f:rdy:f:dy
[ n C

:L.{1+c-:-stj[ﬂ'—2t)dt

Det er flere mater A lese dette integralet pa. Den mest naturlige er kanskje
& bruke delvis integrasjon med u = 7 —2t og v’ = (1 +-cost). Daeru' = -2
og v ="t-+sint, og vi far

-

A= f“(l +cost)(m — 2t df = [['ﬂ'— 2t)(t +sint}|] - fx(—E)(t + sint) dt
0 i o

t? T
=—'n'2+2[——005t] =—7r2+1T2+4=4
2 [i]

u}
o)
I
i
it




Oppgave 4. I denne oppgaven er V' volumet til omradet avgrenset av de to
paraboloidene
=2+ 2+ — Ay

z=6-a’—2x—y’ —dy

a) (10 poeng) Forklar at

vzsz(a—z?—y?—zx}dxdy
o

der [ er et omrade 1 zy-planet. Hvilket omride er D7

b} (10 poeng) Regn ut V.



Oppgave 4. a) De to flatene skjzerer hverandre nar
12+2x+y?—4y:l:-—1:2—2:—y2—4y

dvs. ndr
24y’ =4

Fullfgrer vi kvadratet, fir vi
z+1)7 +y" =4

som viser at skjeringskurven er en sirkel som har radius 2 og sentrum i
(=1,0). For {z,y)-verdier innenfor denne sirkelen ligger paraboloiden » =
6— a2 —2:—;.'2—43: OVET 2 = $2+21'+y2—4y, og arealet til omridet
avgrenset av flatene er dermed gitt ved

1!:][ [(6— 2% — 22—y — 4y) — (2 + 22 +1° — 49| dedy
n

=2ff{3—:2—2z—y9)dxdy
fal

der I er sitkelskiven (# + 1)* 4+ 3* < 4 med sentrum i (—1,0) og radius 2.




b) For & regne ut ¥ skifter vi til polarkoordinater med sentrum i (—1,0)
vi far

dwvs. visetter z = —1 +reos @ og ¢ = reinf. Jacobi-determinanten er r, og
V=

—szﬂa .I:Q—Zr—yz)d:zdy=2fj;[4—{:—1—1)2—1,!)d:cdr,r
_sz (4 - #erﬂdr_:iﬁf{xi—r Y dr

:47[ [41‘—:‘ Jdr = 4w
i

2 — —] = 4x[8 — 4] = 16%




Oppgave 5. [ denne oppgaven kan du uten bevis bruke folgende konsekvens
av spektralteoremet: Dersom vy er en egenvektor til en symmetrisk n = n-
matrise A, si finnes det en ortogonal basis av egenvektorer v, va, ..., vy, til
A som inneholder vy (en basis er ortegonal dersom vektorene stir normalt
pé hverandre).

I hele oppgaven er A, den n « n-matrisen der alle elementene er 1, dvs.

11 ...1

11 ...1
An = ;

11 L

a) (10 poeng) Vis at

er en egenvektor til A,. Hva er egenverdien? Vis ogsh at alle ikke-
null vektorer som str normalt pd vy, er egenvektorer. Hvor mange
forskjellige egenverdier har A, og hvilken multiplisitet har de?

b} {10 poeng) Finn en ortogonal basis med egenvektorer til Aj.
¢} (10 poeng) For hvert reelt tall a er A,(a) matrisen
a 1
1 a ...
Anla) = . . | =le -+ A



Oppgave 5. a) Viser at

11 . 1 1 mn
11 .01 1 mn

Anvi = F : H = : =nvi
11 .01 1 n

somm viser at vq er en egenvektor med egenverdi n.
Dersom u stir ortogonalt pA vy, er 0 = vy -u = uy +us + ...

+ 1y,
Dermed er
1.1 uy up U U 0
11 ...1 ug g +us+ -y 0
Au = L . . = . R - =lu
11 ...1 Uy Uyt Uzt Uy i
som viser at u er en egenvektor med egenverdi (0
Siden det finnes en ortogonal basis v, va, ..., ¥, som inneholder vy, ma
alle de andre egenvektorene va, ..., v, ha egenverdi 0. Det betyr at A, bare

har to forskjellige egenverdier n og 0, og at multiplisitetene er henholdsvis
logn—1.



b} Det er mange mater a lese denne oppgaven pa. Fra a) vet vi at
1

Vi = ( 1 ) er en egenvektor med egenverdi 3, og at alle vektorer som stir
1

normalt pa vy, er egenvektorer med egenverdi 0. Det er derfor nok i finne to

x
innbyrdes normale vektorer som stir normalt pa vq. En vektor u = ( y )
z

1
stdr normalt pd vy dersom r+y+z = (. Ett naturlig valg er v = ( 1 ) \

-2
1
og et annet er vq = —1 |. og disse to er innbyrdes normale. Dermed er
1]

() (1) (3

en ortogonal basis av egenvektorer med egenverdier 3, 0 og 0 (det er mange
andre ortogonale basiser av egenvektorer for Ag).



©} Anta at v er en egenvektor for A, med egenverdi A. Da er
Anfa)v = ([a—1}n+An)v = (a—1) v+ Anv = (a—1)v+Av = [a+A-1)v
som viser at v er en egenvektor for 4, (a) med egenverdi a + X — 1. Siden
egenverdiene til A, er n (med multiplisitet 1) og 0 (med multiplisitet n—1),

s mé vi for A, (a) ha:

a+mn — 1 er en egenverdi med multiplisitet 1

e — 1 er en egenverdi med multiplisitet n — 1.




