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4.9 Determinanter

(4.9.9) Anta at A er en kvadratisk matrise. Da gjelder:
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4.9 Determinanter

(4.9.9) Anta at A er en kvadratisk matrise. Da gjelder:

(i) Hvis A er gvre eller nedre triangulaer, er determinanten lik produktet
av diagonalelementene.
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4.9 Determinanter

(4.9.9) Anta at A er en kvadratisk matrise. Da gjelder:

(i) Hvis A er gvre eller nedre triangulaer, er determinanten lik produktet
av diagonalelementene.

(i) Bytter vi om to rader, bytter determinanten fortegn (men beholder sin
tallverdi).
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4.9 Determinanter

(4.9.9) Anta at A er en kvadratisk matrise. Da gjelder:

(i) Hvis A er gvre eller nedre triangulaer, er determinanten lik produktet
av diagonalelementene.

(i) Bytter vi om to rader, bytter determinanten fortegn (men beholder sin
tallverdi).

(iii) Ganger vi en rad med et tall s, endres determinanten med en faktor s.
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4.9 Determinanter

(4.9.9) Anta at A er en kvadratisk matrise. Da gjelder:

(i) Hvis A er gvre eller nedre triangular, er determinanten lik produktet
av diagonalelementene.

(i) Bytter vi om to rader, bytter determinanten fortegn (men beholder sin
tallverdi).

(iii) Ganger vi en rad med et tall s, endres determinanten med en faktor s.

(iv) Adderer vi et multiplum av en rad til en annen rad, endres ikke
determinanten.
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4.9 Determinanter

(4.9.9) Anta at A er en kvadratisk matrise. Da gjelder:

(i) Hvis A er gvre eller nedre triangular, er determinanten lik produktet
av diagonalelementene.

(i) Bytter vi om to rader, bytter determinanten fortegn (men beholder sin
tallverdi).

(iii) Ganger vi en rad med et tall s, endres determinanten med en faktor s.

(iv) Adderer vi et multiplum av en rad til en annen rad, endres ikke
determinanten.

v

KONSEKVENS: Elementaere matriser har determinant forskjellig fra null.
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4.9 Determinanter

Proposition
(4.9.14) La A, B vaere n x n-matriser. Da har vi at |AB| = |A||B|.
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4.9 Determinanter

Proposition
(4.9.14) La A, B vaere n x n-matriser. Da har vi at |AB| = |A||B|.

(4.9.15) |A1| = |AI L. \
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4.9 Determinanter

(4.9.10) For en n x n-matrise A er fglgende ekvivalent.
(i) det(A) #0
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4.9 Determinanter

(4.9.10) For en n x n-matrise A er fglgende ekvivalent.
(i) det(A) #0

(ii) A er inverterbar
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4.9 Determinanter

(4.9.10) For en n x n-matrise A er fglgende ekvivalent.
(i) det(A) #0

(ii) A er inverterbar

(iii) Matriseligningen Ax = b har en entydig Igsning for alle b
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4.9 Determinanter

(4.9.10) For en n x n-matrise A er fglgende ekvivalent.

(i) det(A) # 0

(ii) A er inverterbar

)
(iii) Matriseligningen Ax = b har en entydig Igsning for alle b
(iv) Matriseligningen Ax = 0 har bare lgsningen x = 0
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4.9 Determinanter

(4.9.10) For en n x n-matrise A er fglgende ekvivalent.
(i) det(A) #0
(i)
(iii) Matriseligningen Ax = b har en entydig Igsning for alle b
)
)

A er inverterbar

(iv) Matriseligningen Ax = 0 har bare Igsningen x = 0
(v) Saylene i A danner en basis for R"
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4.9 Determinanter

(4.9.10) For en n x n-matrise A er fglgende ekvivalent.
(i) det(A) #0

(ii

(iii

)
)
(iv) Matriseligningen Ax = 0 har bare Igsningen x = 0
)
)

A er inverterbar

Matriseligningen Ax = b har en entydig Igsning for alle b

(v) Saylene i A danner en basis for R"

(vi) A er radekvivalent med I,
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4.9 Determinanter
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4.9 Determinanter - langs andre rader og sgyler

Vi kan ogsa regne ut determinanter ved 3 ekspandere langs andre rader
enn den fgrste.

Al =D (-1)HaA;.
j=1
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4.9 Determinanter - langs andre rader og sgyler

Vi kan ogsa regne ut determinanter ved 3 ekspandere langs andre rader
enn den fgrste.

Al =D (-1)Ha Ay
j=1

Eksempel:

O N =
O =N
= o= W
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4.10 Egenvektorer og egenverdier
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

Malet nd er & finne en metode for 3 finne egenverdier og egenvektorer. Vi
starter med litt teori, og s skal vi gi flere eksempler.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

Malet nd er & finne en metode for 3 finne egenverdier og egenvektorer. Vi
starter med litt teori, og s skal vi gi flere eksempler.
Husk at for en n x n-matrise A sd er v € R", v # 0, en egenvektor med

egenverdi \ dersom
Av = Av. (1)
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

Malet nd er & finne en metode for 3 finne egenverdier og egenvektorer. Vi
starter med litt teori, og s skal vi gi flere eksempler.
Husk at for en n x n-matrise A sd er v € R", v # 0, en egenvektor med

egenverdi \ dersom
Av = Av. (1)

Gitt en vektor v er det da relativt lett & sjekke om den er en egenvektor;
man regner ut Av og sjekker. Men hvordan finne egenvektorer?
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

Malet nd er & finne en metode for 3 finne egenverdier og egenvektorer. Vi
starter med litt teori, og s skal vi gi flere eksempler.
Husk at for en n x n-matrise A sd er v € R", v # 0, en egenvektor med

egenverdi \ dersom
Av = Av. (1)

Gitt en vektor v er det da relativt lett & sjekke om den er en egenvektor;
man regner ut Av og sjekker. Men hvordan finne egenvektorer?

Merk fgrst at Av = Al,v. Det vil si at (3) er ekvivalent med

Av = Alpv. (2)
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

Malet nd er & finne en metode for 3 finne egenverdier og egenvektorer. Vi
starter med litt teori, og s skal vi gi flere eksempler.
Husk at for en n x n-matrise A sd er v € R", v # 0, en egenvektor med

egenverdi \ dersom
Av = Av. (1)

Gitt en vektor v er det da relativt lett & sjekke om den er en egenvektor;
man regner ut Av og sjekker. Men hvordan finne egenvektorer?

Merk fgrst at Av = Al,v. Det vil si at (3) er ekvivalent med
Av = Alv. (2)
som igjen er ekvivalent med

Apv — Av =0 < (A, — A)v = 0. (3)
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

S3 v er en egenvektor hvis og bare hvis den er en ikke triviell Igsning til
den homogene likningen
(M —Av =0,
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

S3 v er en egenvektor hvis og bare hvis den er en ikke triviell Igsning til
den homogene likningen
(M —Av =0,

og denne har en Igsning forskjellig fra null hvis og bare hvis
det(M\, — A) = 0.

(Teorem 4.9.10).
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

Sa v er en egenvektor hvis og bare hvis den er en ikke triviell Igsning til

den homogene likningen
(M —Av =0,

og denne har en Igsning forskjellig fra null hvis og bare hvis
det(M\, — A) = 0.

(Teorem 4.9.10).

Vi har at X er en egenverdi for A hvis og bare hvis

det(A, — A) = 0.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

Eample

Vi vil finne egenverdier og egenvektorer for matrisen

A= )
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

Eample

Vi vil finne egenverdier og egenvektorer for matrisen

A= )

Vi har at A er en egenverdi hvis og bare hvis

A-4 1
det( -5 >\—|-2> =0
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

Eample

Vi vil finne egenverdier og egenvektorer for matrisen

A= )

Vi har at A er en egenverdi hvis og bare hvis

A-4 1
det( -5 >\—|-2> =0

Det vil si hvis og bare hvis

A=4)A+2)+5=X-21-3=0.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

Eample

Vi vil finne egenverdier og egenvektorer for matrisen

A= )

Vi har at A er en egenverdi hvis og bare hvis

A-4 1
det( -5 >\—|-2> =0

Det vil si hvis og bare hvis

A=4)A+2)+5=X-21-3=0.

Vi far at egenverdiene er A\; = 3, \» = —1.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

For a finne en egenvektor tilhgrende A1 lgser vi likningen

AV]_ = )\1V1.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

For a finne en egenvektor tilhgrende A1 lgser vi likningen

AV]_ = )\1V1.
og hvis vi setter v; = (x,y) s& ma vi Igse

4x — y = 3x og bx — 2y = 3y
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

For a finne en egenvektor tilhgrende A1 lgser vi likningen

Avi = A\1vi.
og hvis vi setter v; = (x,y) s& ma vi Igse
4x — y = 3x og bx — 2y =3y
og dette er ekvivalent med

X =y og 2x = 2y.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

For a finne en egenvektor tilhgrende A1 lgser vi likningen

Avi = A\1vi.
og hvis vi setter v; = (x,y) s& ma vi Igse
4x — y = 3x og bx — 2y =3y
og dette er ekvivalent med
X =y og 2x = 2y.

Her kan vi velge y fritt, for eksempel y =1 og vi finner en egenvektor
Vi = (1, 1).
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

For a finne en egenvektor tilhgrende A1 lgser vi likningen

Avi = A\1vi.
og hvis vi setter v; = (x,y) s& ma vi Igse
4x — y = 3x og bx — 2y =3y
og dette er ekvivalent med
X =y og 2x = 2y.

Her kan vi velge y fritt, for eksempel y =1 og vi finner en egenvektor
Vi = (1, 1).

Merk: det er mange valg av egenvektorer.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

For a finne en egenvektor tilhgrende A1 lgser vi likningen

Avi = A\jvi.
og hvis vi setter vi = (x,y) sd ma vi Igse
4x — y = 3x og bx — 2y =3y
og dette er ekvivalent med
X =y og 2x = 2y.

Her kan vi velge y fritt, for eksempel y =1 og vi finner en egenvektor
Vi = (1, 1).

Merk: det er mange valg av egenvektorer.
Helt analogt kan vi Igse likningen Avy = —v; og vi finner v, = (1,5).
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

Definition

(4.10.2) Dersom A er en n x n-matrise kalles polynomet
Pa(X) = det(Al, — A)

det karakteristiske polynomet til A.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

Definition

(4.10.2) Dersom A er en n x n-matrise kalles polynomet
Pa(X) = det(Al, — A)

det karakteristiske polynomet til A.

Husk at det ofte er viktig & finne s3 mange linezrt uavhengige
egenvektorer som mulig.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

Definition

(4.10.2) Dersom A er en n x n-matrise kalles polynomet
Pa(X) = det(Al, — A)

det karakteristiske polynomet til A.

Husk at det ofte er viktig & finne s3 mange linezrt uavhengige
egenvektorer som mulig.

Proposition

(4.10.3) La A vaere en n X n-matrise, og at vi, ...,V er egenvektorer med
forskjellige egenverdier A1, ..., \,. Da er vy, ...,vy linezert uavhengige. Hvis
k = n danner egenvektorene siledes en basis for R".
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

ample

(Multiple egenverdier) Vi vil finne egenverdiene og egenvektorene til

=5 %)
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

(Multiple egenverdier) Vi vil finne egenverdiene og egenvektorene til
2 -1
A=)

PAA) =(A—2A+1=X-22+1=(1—-1)>

Her har vi
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

(Multiple egenverdier) Vi vil finne egenverdiene og egenvektorene til
2 -1
A=)

PAA) =(A—2A+1=X-22+1=(1—-1)>

Her har vi

Dermed fins det bare en egenverdi. For a finne egenvektorer Igser vi
2X—y=X,Xx=1Y.

Dermed er (1,1) en egenvektor, men alle andre er multipler av denne. Sa
det fins ingen basis bestaende av egenvektorer.

v
= i - = = et
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

(Komplekse egenverdier) Vi vil finne egenverdiene og egenvektorene til

=5 7)
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

(Komplekse egenverdier) Vi vil finne egenverdiene og egenvektorene til
1 -3
A= %)

PaA)=(A—1)2+9=)2-2X+10

Her har vi
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

(Komplekse egenverdier) Vi vil finne egenverdiene og egenvektorene til

=5 7)

Her har vi
Pa(A)=(A—1)>+9=X%-2)+410

Vi har at Pa(A) = 0 har Igsninger

A

:2:&:\/;—40:2:|:\2/—36:2:t62\/—1:li?)\/_—l.

Her ser vi at det ikke fins reelle egenverdier i det hele tatt.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

(Komplekse egenverdier)
For & finne en egenvektor konsentrerer vi oss om A\; = 1 + 3/ Igser vi

x =3y =(1+43)x,3x+y = (1+3i)y

—3ix =3y,3x =3yi

y = —ix.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

(Komplekse egenverdier)
For & finne en egenvektor konsentrerer vi oss om A\; = 1 + 3/ Igser vi

x—=3y=(1+43)x,3x+y=(1+3i)y
—3ix =3y,3x =3yi
y = —ix.

Sé en Igsning er vi = (1, —i).
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4.10 Egenvektorer og egenverdier

(Komplekse egenverdier)
For & finne en egenvektor konsentrerer vi oss om A\; = 1 + 3/ Igser vi

x =3y =(1+43)x,3x+y = (1+3i)y
—3ix =3y,3x =3yi
y = —ix.
Sé en Igsning er vi = (1, —i).

Vi pastéar nd at v = (1,/) ogsé er en egenvektor. Dette er fordi at
A2 = A1 er den andre egenverdien og vo = V1, og vi har at

AV2 == ZW == A_\11 == )\1V1 = )\2V2.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier - symmetriske matriser

(4.10.6) La A veere en symmetrisk n x n-matrise. Da er alle egenverdiene
til A reelle, og det fins en ortonormal basis v1, ...,v, av egenvektorer for A.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier - diagonalisering av

matriser
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4.10 Egenvektorer og egenverdier - diagonalisering av
matriser

(4.10.8) La A veare en n x n-matrise med en basis vi, ...,v, av
egenvektorer for A. Sett M = (v1,...,vp). Da har vi

M~*AM = D,

der D er matrisen med egenverdiene \; langs diagonalen.
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4.10 Egenvektorer og egenverdier - diagonalisering av
matriser

(4.10.8) La A veare en n x n-matrise med en basis vi, ...,v, av
egenvektorer for A. Sett M = (v1,...,vp). Da har vi

M~*AM = D,

der D er matrisen med egenverdiene \; langs diagonalen.

Vi sier at matrisen M er diagonaliserbar
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4.10 Egenvektorer og egenverdier - diagonalisering av
matriser

Proposition

(4.10.8) La A veare en n x n-matrise med en basis vi, ...,v, av
egenvektorer for A. Sett M = (v1,...,vp). Da har vi

M~*AM = D,

der D er matrisen med egenverdiene \; langs diagonalen.

Vi sier at matrisen M er diagonaliserbar

Merk: Enhver symmetrisk n x n-matrise er diagonaliserbar.
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