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Diagonalmatriser (igjen)

Standardbasisen for Rn er

e1 =


1
0
...
0

 , e2 =


0
1
...
0

 , . . . en =


0
0
...
1

 ,

og hvis x = (x1, x2, . . . , xn) s̊a er x • ej = xj .

Betrakt diagonalmatrisen

D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

... . . . 0
0 0 · · · λn

 .

Spektraldekomposisjon: Dx = λ1 (x • e1) e1 + λ2 (x • e2) e2 + · · · + λn (x • en) en.



Teorem 5.5 (Diagonaliseringsteoremet)

En n × n matrise A er diagonaliserbar hvis og bare hvis A har n lineært uavhengige
egenvektorer B = {v1, v2, . . . , vn}.

For diagonalmatrisen D har vi egenvektorene {e1, e2, . . . , en}. Dette er en ortonormal
mengde, som betyr at ej • ek = 0 for j ̸= k og at ej • ej = 1.

Definisjon
En n × n matrise A kalles ortogonalt diagonaliserbar dersom A har n egenvektorer
B = {v1, v2, . . . , vn} slik at B er en ortonormal mengde.



Eksempel 5.1.4. (Forelesning 7 & 11)

La A =

4 −1 6
2 1 6
2 −1 8

.

Egenverdier: λ1 = λ2 = 2 og λ3 = 9.

Egenvektorer: B1,2 =

v1 =

1
2
0

 , v2 =

−3
0
1


 og B3 =

v3 =

1
1
1


.

Her er v1 • v2 = −3, v1 • v3 = 3 og v2 • v3 = −2.



Gram–Schmidt

u1 = v1 =

1
2
0



u2 = v2 − v2 • u1
u1 • u1

u1 =

−3
0
1

 + 3
5

1
2
0

 = 1
5

−12
6
5



u3 = v3 − v3 • u1
u1 • u1

u1 − v3 • u2
u2 • u2

u2 =

1
1
1

 − 3
5

1
2
0

 + 1
41 · 1

5

−12
6
5

 = 1
205

 70
−35
210





Hvis A er diagonaliserbar kan vi skrive A = PDP−1, der P =
[
v1 v2 · · · vn

]
.

Hvis A er ortogonalt diagonaliserbar, kan vi velge egenvektorene slik at mengden

B = {v1, v2, . . . , vn}

er ortonormal. Da blir matrisen P ortogonal.

Teorem 6.6
En n × n matrise P er ortogonal hvis og bare hvis P−1 = PT .

Hvis A er ortogonalt diagonaliserbar, s̊a er alts̊a A = PDPT .
Da er

AT = (PDPT )T = (PT )T DT PT = PDPT = A.

Hvis A er ortogonalt diagonaliserbar, s̊a er A symmetrisk.



Symmetriske matriser

[
1 0
0 −3

]  0 −1 0
−1 5 8
0 8 −7


a b c

b d e
c e f

 .

Ikke-symmetriske matriser

[
1 −3
3 0

] 4 −1 6
2 1 6
2 −1 8


 1 −4 0

−6 1 −4
0 −6 1





Spektralteoremet.
En n × n matrise A er ortogonalt diagonaliserbar hvis og bare hvis A er symmetrisk.



Eksempel

La A = 1
41

 110 −14 84
−14 89 −42
84 −42 334

.

Egenverdier: λ1 = λ2 = 2 og λ3 = 9.

Basis for egenrom: B1,2 =

v1 =

1
2
0

 , v2 =

−3
0
1


 og B3 =

v3 =

 2
−1
6


.

Her er v1 • v2 = −3, v1 • v3 = 0 og v2 • v3 = 0.



Gram–Schmidt

u1 = v1 =

1
2
0



u2 = v2 − v2 • u1
u1 • u1

u1 =

−3
0
1

 + 3
5

1
2
0

 = 1
5

−12
6
5



u3 = v3 − v3 • u1
u1 • u1

u1 − v3 • u2
u2 • u2

u2 =

 2
−1
6

 − 0

1
2
0

 + 0 · 1
5

−12
6
5

 =

 2
−1
6

 .


