VEKTORROM OG UNDERROM (SEC. 4.1)

Vektorrom er en generalisering av R? (eller R™) som i har set for (se Figure 1).
e F.eks., R? bestar av sgylevektorer

a
az

e Kan adderes komponentevis
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e Kan multipliseres med skalarer (dvs. reelle tal)
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FIGUR 1. Addition og skalering i R?

Hvorfor har vi bruge for mere generalle vektorrom? Lineger algebra giver jer et
utroligt nyttig toolkit til at lgse problemer som oppstar i naturvidenskab, matema-
tik, gkonomi eller datalogi. Vi kommer til at se mange av disse eksempler i fglge
av kurset. Den fglgende definisjon introducer denne setting hvor linezer algebraiske
metoder kan anvendes.

Definisjon. En vektorrom er en mengde V' (av vektorer) utstyrt med to operatio-
ner:

o Addition: For hvert W,V €V findes der et element U+TeV.

o Skalar multiplikasjon: For hvert deV og c € R findes der et element

c-udeV.
De to operationer opfyller de folgende aksiomer for hvert UV, W eV og hvert
c,d € R:
— —
(1) Der finnes en nullvektor 0 € V sodan at x+0="1.
1
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(2) Der finnes en vektor —d € V sodan at @ + (=) = 0.
(3) U+ =7+7.

(4) (U +7)+W =4+ (V + ).

(5) «(d + ) =cu +c7.

(6) (c+d)d =cd +du.

(7) e(dd) = (c-d)u.

(8)1-d="1.

Hva er den mindste vektorrom? Tenk over det et gjeblik. Kan en vektorrom
veere tomt, i.e., indholde ikke nogen vektorer? Nej, det kan den ikke fordi hvert
vektorrom inneholder en nullvektor. Hvis vi nu kun har et nullvektor og ikke nogen
andere vektorer; kan det veere et vektorrom. Ja, den mindste vektorrom er {0} som
kun inneholder nullvektoren (sjekk det!). Kan en vektorrom inneholde to forskellige
nullvektorer, i.e., to vektorer som oppfylder den fgrste aksiom? Man kan vise fra
definisjonen at det kan ikke sker. Nullvektoren i en vektorrom er unik!

Lad os kom til nogen mere konkrete eksempler av vektorrom:

Eksempel (Eksempler av vektorrom).

(1) R™ med vanlig vektoraddisjon (komponentvis) og skalar multiplikasjon.
(2) Meengden M, «, av m x n matriser med addisjon og skalarmultiplikasjon

definert komponentevis.
(3) Signalrommet: $ mangden av uendlige fglger pa formen

{an} = ( -.y,a_2,a_1,00,01,02,.. ')a
med addisjon og skalarmultiplikasjon definert komponentevis:
(...,a_l,ao,al,...) + (...7b_1,b0,b1,...)
=(...,a_1 +b_1,a0 +bo,a1 +by,...),
og
)\( ., A_1,00,01, - - ) = ( .. 7)\a,1,)\a0,)\a1, .. )
Sjekk at aksiomerne er tilfredstitt med
0=(..,0,0,0,0,0,...) og —{an}t=(..,—a_1,—ag,—ay,...)

Signalrommet popper op f.eks. i analysen av elektriske signaler hvor et
kontinuert signal bliver malt i konstante tidsavstand. Diskretiseringen man
far p4 denne male svarer til en vektor i signalrommet (se Figure 3).

(4) Mengden P™ av polynomier med grad < n, i.e., polynomier av formen

?(t) =ag+ait+...+ a,t",

hvor ay, . ..,a, € R. Hvordan er addisjonen og skalarmultiplikasjonen defi-
nert? Hvis ¢ (t) = by + byt + ... + bpt" si seetter vi
(7 + ?)(t) =ao+ bO + (0,1 + bl)t +...t (an + bn)tna
og
(cT)(t) = cag + cart + ... + cant™.
Nu kan vi sjekke aksiomerne med
0=0+0-t+...4+0-t",
og
—?Z —ao—alt—...—ant".

(5) Alle reelle funksjoner f: R — R.
(6) Alle reelle funksjoner f:[0,1] — R.

(7) -
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FiGur 2. Diskretisering av et kontinuert signal.

Eksempler (3) og (4) er lidt spsennende. Polynomierne som ligger i P, er jo ogsa
reelle funksjoner fra R til R. Det er en eksempel av et mere generalt konsept:

Definisjon (Underrom). Et underrom H av et vektorrom V er en undermengde
H CV som tilfredstiller:

(1) Nullvektoren ﬁ € V ligger ogsd i H.

(2) H er lukket under addisjon, dvs. hvis @,V € H si er @ + v € H.

(8) H er lukket under skalarmultiplikasjon, dvs. hvis U eH ogc € R saer
cd eH.

Lad os sjekk at en underrom av et vektorrom er selv et vektorrom: Aksiomerne
(1), (3), (4), (5), (6), (7) og (8) er opfyld fra definisjonen av underrom. For at sjekke
aksiom (2) lad os tag et @ € H. Vi vil at (—1)@ € H fra underromsaksiomerne.
Nu kan vi se at

T+ (-7 =1-T+(-DT=(1+(-1)7=0-7=0.

H
Her har vi brugt at 0-u = 0 for hvert vektor (det kan vises med vektorromsaksiomerne~-
Hjemmeopgaver). Lad os se nogen eksempler:

Eksempel (Underrom).
(1) Meengden
s
H= { t] : s te ]R}
0

er et underrom av R3 som “ser ud” som R2. Husk at R? er ikke et underrom
av R? (fordi R? € R?)!

(2) P, er et underrom av de reelle funksjoner.

(3) P, er ogsd et underrom av de generalle polynomier IP (uden restriksjon pa
grad).
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(4) 87 er meengden av uendlige folger {a, } € $ hvor kun endelig mange a,, er
ikke null. For eksempel
(...,0,0,1,2,3,4,0,0,...) € $;.

3 er et underrom av $. Er det klart hvorfor den er lukket under (kom-
ponentevise) addisjon? Lad #{a,, # 0} veere antallet av elementer i fglgen
{an} som ikke er null. S& kan man sjekke at

t{an + b, # 0} < #{an # 0} + #{b, # 0}.
Derfor er {a,} + {b,} € $¢ hvis {a,} € S5 og {b,} € 5.
(5) Et linie gjennom 6> i R? er et underrom av R2. Et plan gjennom 0 i R? er
et underrom av R3. Et plane som ikke gar gjennom 0 er ikke et underrom!

R’L

{ >
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Undecrom

Ficur 3. Underrom av R2?

Underrom popper op naturligt vis man starter med en maengde av vektorer
og generer deres span, dvs. meengden a alle vektorer som kan skrives som lineser
kombination av vektorer fra startmeengden: For vektorer {71, . ,7n} cC Vi
definerer

span{?l, .. ,ﬁn} = {20172 Dcly...,0n €ERY
i=1

Teorem 1. Hvis U1,..., Un €V sd er span{?l, ceey 7n} et underrom av V.

Bevis. Lad os se pa den tilfald hvor n = 2. Generalle tilfald laves p4 sammen méade.
For U1, U3 € V er det klart (efter aksiomerne) at

span{ V1, U2} C V.

Nullvektoren kan skrives som ﬁ =0-U140- Uy € span{?l, 72} Nu tag vektorer
U, W € span{717 72} som kan skrives

U = 0171 + 0272 og W = d171 + dg?g.
Vi har
U4 = (1 V1402 V) +(di U 14da ¥ 2) = (e14dy) U 14(ca+dy) Uy € span{ V1, Vs ).
Til sidst sjekker vi at
c-U = 0(0171 + 0272) = (001)71 + (002)72 € span{?l, 72}
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O

Underrommet span{?l, ceey 7n} er ogsé keeld for underrommet spannet av vek-
torer {71, ceey 7n} Lad os til sidst se pa nogen naturlige spgrsmal om spannet:

Oppgave 1. Vis at
a—3b
b—a
H:{ : a,b S IR/},
a

b

er et underrom av RR*.

Bewvis. Vi kunne sjekke alle aksiomer av underrom men der er en nemmer lgsning.
Lad os skrive

a—3b a -3b 1 -3
b—a | |[—a n b _ -1 b 1
a I o |~ 1 0
b 0 b 0 1
Nu kan vi se at
1 -3
-1 1
w31
0 1
og det er et underrom efter Teorem 1. O
Oppgave 2. For hvilke tal h € R er
—4
7 = 3 )
h
i spannet av vektorer
1 5 -3
Yi=|-1].72=|-4].Ys=| 1
-2 -7
Bewvis. Vi vil finde z1,z9,x3 € R sa at
—4 1 5 -3 1 5 =3 1
3 = -1 xr1 + —4 To + 1 Tr3 = -1 —4 1 T2 s
h -2 -7 0 -2 =7 0 T3

med matrise-vektor multiplikasjon. Vi skal lgse et linear likningssystem! Kan i huske
hvordan man ggre det? Med radoperasjoner fa vi

1 5 —-3| -4 1 5 -3| —4 1 5 -3| -4
-1 -4 1 3 ~1 01 =2] -1 ~1 0 1 =2] -1
-2 =7 0 h 0 3 —6|h—28 00 0 |h-=5
Vi har omskrivet likningssystem som
1 5 =3 1 —4
0 1 -2 ZTo = -1
0 0 O T3 h—5

Den sidste likning hedder 021 + 022 + 023 = h — 5 og det kan kun veere sant
hvis h = 5. Ellers har likningssystemet ingen lgsninger og 7 ligger ikke i spannet

av 717 72 og 73-



6 VEKTORROM OG UNDERROM (SEC. 4.1)

Hvis h = 5, s& har likninssystemet unendlig mange lgsninger (siden siste sgyle
er ikke en pivotsgyle). O



