ANVENDELSER PA DIFFERENSJALLIKNINGER (SEC. 5.7).
DEL 1

I sidste forleesning har vi set hvordan teorien av egenverdier kan hjslpe med at
klassifisere diskrete dynamiske systemer. I denne forleesning udvikler vi en lignende
teori for lineszere systemer av differensjallikninger. Hva mener vi med et lineser sy-
stem av differensjallikninger? Anta at z1,xs,...,x, er deriverbare funksjoner, slik
at

Z; @ [0, OO) — IR,
og slik at
2y (t) = anw(t) + - + a1pwn(t)
h(t) = agw1(t) + - + a2pwn(t)

x;z(t) = anlxl(t) +--+ annl'n(t)a

for alle ¢ > 0. Vi kan skrive systemet lidt bedre hvis vi bruker wvektorvaluerte
funksjoner

1 (t) ' (t)
Zi=| | Tw=| : |
Tn () 7, (t)
og matrisen
aip - Qip
A=
ani -+ Gpn

Systemet kan nu skrives som
(1) (1) = AT (1),

for alle ¢ > 0. Vi kaller en vektorvaluerte funksjonen Z som oppfyller (1) for al-
le t > 0 en lgsning til differensjallikningen. Nogen gang vil vi kun har Igsninger
Z som oppfyller 7(0) = 2 for en vektor 7. I disse tillfeelder kaller vi diffe-
rensjallikningen (1) sammen med betingelsen @ (0) = 2’y et inisjalverdiproblem
med inisjalverdien 0.

Hvorfor kaller vi systemet (1) linezert? Anta at 2 og 3/ er lgsninger til diffe-
rensjallikningen (1) og at ¢ og d er skalarer. S& finner vi at

(cZ +dy) ) =cZ'(t) +dY'(t) = cAZ(t) + dAY (t) = A (T (t) + dY (1)),

og vi konkluderer at funksjonen ¢ (t) 4+ d 7/ (t) er ogsa en lgsning til differensjallik-
ningen. Ingenigrer sier ogsa at en superposisjon av lgsninger er en lgsning. Det er
klart at 7(t) = 6> er en lgsning til differensjallikningen (1) og det betyder at rom-
met av alle lgsninger til differensjallikningen (1) er en underrom av vektorrommet
av de deriverbare vektorvaluerte funksjoner. Vi kan derfor bruke linezer algebra for
at forsta lgsninger til disse likninger!

Det viser sig at vektorrommet av lgsninger til systemet 7 = A7 forenn xn
matrise A har dimensjon n. En basis til denne lgsningsrom kalles et fundamentalsett
av lgsninger. Alle lgsninger til ' = AZ kan skrives som lineaerkombinasjoner av
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Igsninger i et fundamentalsett! Det viser sig ogsa at lgsningen til den inisjalverdi-
problem 7/ = A7 med 7 (0) = % er altid unike.
Hvordan finner vi fundamentalsett til systemer av differensjallikninger? La oss

se pa et eksempel:
3 0
= %)

har vi differensjallikningssystem

(L) 30\ (71(t)
F0) -6 5 (30)
som er ekvivalente til de to likninger
() =37 1(t)
Zh(t) = =57 o(t).
Det er nemt at lgse denne system med kalkulus. Vi finner at
71(t) = et
Zo(t) = ce™™,

og at hvert lgsning kan skrives som

3t
_ [ cie _ LY 3¢ 0\ st
() = <c26_5t> = <O) e + ¢y (1> e

Maengden {(é) e3t, <(1)> e~ 5} er et fundamentalsett for systemet.

Eksempel. For

Eksemplen illustrerer at det er nemt at lgse systemer av differensjallikninger som
er dekoplet. Lige som den diskrete tillfaeld kan vi bruke diagonalisering av matriser
for at dekople systemer av differensjallikninger.

Decoupling. Hvis vi har et system av differensjallikninger som (1) med en n X n
matrise A som er diagonaliserbar, sd kan vi finne alle lgsninger med at folge de
fplgende trinn:

(1) Diagonaliser matrisen A, dvs. finne en inverterbare matrise P sidan at
A = PDP~! med diagonal matrisen

M O -0
D 0 X
: 0
0 -+ 0 M\
Husk at Aq,..., )\, er egenverdier av A og P = (71, cey 7n) med tilsva-
rende egenvektorer 71, ceey ., som sgyler.

(2) Skifte variabler med
Y(t) =P 1T (1)
Vi kan sjekke at
Y'(t) =P ' 2(t) = PAT (t) = DPT'Z(t) = DY (t).
Vektorvaluerte funksjon 7 oppfyller differensjallikningssystem
7)) = DY), ()

som er dekoplet fordi D er diagonal!
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(3) Lgs dekoplet differensjallikningssystem (x). Det er nemt fordi den er jo bare
systemet

med generelle lgsninger

yn(t) = cnent.
Vi kan skrive det mere kompakt som

At
Aot

ci1€e
Cca€e

v(t) =

cpetnt

Fra formlen er det klart at

som kan beregnes fra en inisjalverdi 7(0) =7 til systemet.
(4) Til sidst kan vi transformere tilbake og finne

7)) =PY 1)
At
Aot

cire
Co€

= (U1, Tas..., Un)

e et

= MY+ F ™Y,

Alle lgsninger til systemet av differensjallikninger kan skrives pa denne ma-
de og funksjoner
6)\it71‘

former fundamentalsett til systemet. Disse funksjoner kalles ogsa egen-
funksjoner til systemet.

La oss formulere konklusjonen fra den sidste regning som et teorem:

Teorem. La A vere en diagonaliserbar n X n matrise med egenverdier A1, ..., A,
og tilsvarende linecer uavhengige eigenvektorer 71, U n. Sé har differensjallik-
ningssystemet

T = A7,
eigenfunksjoner

e’\ltﬁl, RN e)‘”t7n,
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som former et fundamentalsett av lgsninger og generelle lgsninger kan skrives som
?(t) = 1M 4+ e,

med tall cq,...,c,. Hvis inisjalverdien ?(0) = 70 er givet sd er tallene cq,...,cn
unike slik at

?0 = 6171 + -+ Cn7n~
La oss se pa et eksempel:

Eksempel. Finne alle Igsninger til den inisjalverdiproblem

7' =A7, 7(0) =7,
=5 7)
o= (55)

Vi kan finne egenverdier og egenvektorer for A. Vi har egenverdier \y = 6 og
A2 = —1 med tilsvarende egenvektorer

() ()

Vi kan sjekke at egenvektorer er lineser uavhengig (egenverdier er jo ogsa forskjellig)
og vi konkluderer at matrisen A er diagonaliserbar. Efter teoremet har vi generelle
lgsninger

med matrisen

og inisjalverdien

7(25) = 1MUY + ety = 165t <_25> + cqet (}) ,

for systemet @/ = AZ. Hva med inisjalverdien? Vi kan regne ut (lpse lineser

likningssystem) at
2.9 2 (-5 188 (1
To= (2.6> __70(2>+70(1>’

og denne ekspansjon er unike. Vi konkluderer at

-5 ()5 ().

er den unike lgsning til inisjalverdiproblemet.

Eksponensjalfunksjon for matriser. Vi har set at ikke alle matriser er diago-
naliserbar. Hvordan lgser vi differensjallikningssystem z’ = A7 for en matrise A
som ikke er diagonaliserbar? Hvis vi ser pa lgsningen til differensjallikningen i den
forste eksempel (med en diagonal matrise A) sd kunne man far ideen at evaluere
eksponentsjalfunksjonen pa en matrise. Det er den rigtige ide! Vi begynner med at
definere med en definisjon:

Definisjon. For en n X n matrise A ogt € R definerer vi
tA _ U gk U 4k
=354 _In+zk!A,
k=0 k=1

hvor vi har brukt konvensjonen at A° = I,,.
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Definisjonen inneholder en potensrackke med potenser av en n x n matrise. Vi
kan teenke over denne rackke som fglgen

dvs. fglgen

t2 t2 3
I, I, +tA I, +tA+ 5A2,In+tA+ §A2 + EAi”,....

Elementer av denne fglge er matriser og vi kan spgrge om deres indganger konver-

gerer si at der finnes en matrise som vi kaller ' sa at
N tk 00 tk
lim E — Ak = —AF =4,
N—o0 k! k!
k= k=0

Det skal vi vise nu:

Teorem. For hvert nxn matrise A ogt € R raekken i definisjon av et konvergerer,
dvs. folgerne som stir i indganger konvergerer allesammen. Vi konkluderer at et
er en veldefineret n X n matrise.

Bevis. La oss kalle agf) den (i, j)-indgang a matrisen A* og a;; = a}j den (i,7)-
indgang a matrisen A = A'. Vi definerer

ma = max |a;|.
1,7

Vi kan expandere matriseprodukten og se at

(k—1)
g azlal ,

og derfor har vi
(k) (k—1)
|aij | <nmga Hg%X|aij l,

for hvert k > 2. Hvis vi bruker denne ulikhed rekursivt si finner vi at
gy < nk =t

for hvert k£ > 1 og vi har |a(0)| < 1. Derfor har vi at

| <1 — 14 L (etrma 1) <
S < 13 ot =1 2 e <o
. : ootk ok
og vi konkluderer at hvert indgang av reekken ) ,~ | 75 A" konvergerer. t

Indgangerne a( i den sidste bevis skal ikke forveksles med potenser a . De
er ikke det sammen' Generellt, er det ikke nemt at regne ut matrlseeksponeHSJal—
funksjonen. For eksempel gjelder der

t(au a12>

tai1 tais
a a e e
o \021 @22 é< )

etam eta22

for generelle 2 x 2 matriser (bortsett fra nogen seerlige tillfalder).
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