FLERE DETALJER TIL KONVERGENS AV MARKOVKJEDER
(SEC. 5.9)

Her kommer alle beviser som bliver oversprunget i forleesningen. Det er ikke
relevant til eksamen, men seerlig studenter i matematik skulle prgve at forstar disse
detaljer. Alle notasjon er like som i forleesningen.

Lemma 1. For hvert n x n matrise A og hvert vektor 7 med Y} _, yi = 0 har vi

a7l < ey,

Bevis. Det er klart at lemmaen holder hvis 3/ = 6> La 7y # ﬁ og definere
I,={k :y>0} og I-={k : yp<0}.
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Vi kan nu anvende trekantsuligheden pa flere forskjellige maler og finne
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Det viser lemmaen. O

Husk ogsa den efterfglgende lemma fra forleesningen:

Lemma 2. For hvert stokastiske matrise P har vi diam(P) < 2 og vi har diam(P) <
2 hvis alle indgangerne i P er strengt positiv.

I forlzesningen har vi vist konvergens av Markovkjeder i denne spesialtillfald hvor
stokastiske matrisen selv har kun strengt positive indganger. Her kan vi give den
generelle bevis:

Teorem 11. La P vere en n X n requler stokastisk matrise.

(1) P har en unik likevektsvektor ¢ .
(2) For alle inisjaltilstander T, s vil Markovkjeden

T i1 =Py,
konvergere mot 7

Bevis. La P veere en n X n stokastiske matrise som er reguler og slik at P* har
kun strengt positive indganger og vi definerer

Q= P,
som er en stokastiske matrise med strengt positive indganger. Lemma 2 viser at
diam
K= # <1,

Fordi stokastiske matriser bevarer summen av indganger i vektorer har vi

n

i=1
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hvis
n
E yi = 0.
i=1

Derfor kan vi bruke Lemma 1 flere gang i treek og det viser at

Q"Y1 < &1 I,

z yi = 0.
i=1

La oss nu anta at ¢ er en likevektsvektor for P (der finnes altid s& en vektor ifplge
teoremet fra forleesning). For hvert stokastisk vektor 2 finner vi at

V=177

har indgangerne som summerer til 0 fordi ingangerne i 7 og i 7o summerer til 1.
Husk den sa kallte ‘floor’” funksjon

for alle ¥/ slik at

|2] = Mindste heltall stgrre en x,
definert for hvert = € R. For hvert m € IN kan vi skrive
P™ = mek[m/k:JQLm/k:J )
Det ser maske lidt vansklig ut, men det er det ikke. For eksempel kan vi ta m = 10
og k=4 (slik at |10/4]| = |2.5] = 2) og der sier det bar at
PIO _ P1074L10/4JQL10/4J _ P1078Q2 _ P2Q2

hvor Q = P*. Det er bar en kompakt made at skrive disse potenser som produkt
av Qer og Per.
Lemma 2 viser at

17 = P& = |P(7 - Z)h <17~ T,

17— Q7L = 1Q(7 — ) <l T =7,
for likevektsvektoren ? og hvert sannsynlighedsvektor 7 (husk at 7 = 7 -7
har indganger som summerer til 0). Hvis vi itererer disse to uligheder finner vi

1T =@ lly = P M QUM (G =) |1y
< QUM (G =T o) |1 = IQU M|l < ™M 7|1 — 0,

hvis m — oo. Vi konkluderer at ?% — 7 hvis m — oo. Til sidst kan vi vise at

og at

likehetsvektoren er unikt. Anta at ¢’ er ogsd en likevektsvektor for P. Efter den
sidste del i beviset har vi ? = Pm? — 7 hvis m — oco. Men det betyder jo at

q = 7 og vi har vist at der finnes kun en likevektsvektor til en reguleer stokastiske
matrise. 0



