LINEAR UAVHANGIGE MANGDER, BASER (SEC. 4.3)

Lineaer uavhaengihed. Vi kommer nu til et sentralt konsept i linezer algebra:

Definisjon. En mengde av vektorer {71, 72, ceey 7,,} i et vektorrommet V' sies
G veere linesert uavhengige hvis likningen

_>
61714*6272"'4‘0;07[, = O, (*)
bare har den trivielle lgsningen ¢ = cp = --- = ¢, = 0. Ellers sier vi at maengden
{71, s, .. .,7,,} er linesert avhengige. En relation (%) kelles en lineser avhen-

gighetsrelation.

Vi kan forst sjekke at vi har forstaet definisjonen. Hvis v € V er et vektor, er
meengden {7/} lineser uavheengig? I fleste tilfselder ja. Meengden {¥} er lineser
uavheengig hvis og kun hvis o #* 6> For vy,v3 € V er {71, 72} linezer avhaengig
hvis og kun hvis der findes et ¢ € R sa at 71 = 072. Lad os se pa nogen mere
avanserte eksempler:

Eksempel.
(1) Hvis V. =R" og {V1, Va,..., Up} C V si kan likningen

%
01714-0272"'—}—01)7:0: 0,

_>
skrives som A = ( for matrisen A = (71, 72, ey ﬁp) med vektorerne
71, 72, cery 71, som sgyler og med

1
C2

? =
Cp
Vi ser at {U'1, U, ..., 7]0} er linesert avheengige hvis og kun hvis link-
ningssystemet A7 = 0 har et ikke triLielt lpsning. Alternativt er det
tilfeelled hvis og kun hvis Kjerne(A) # { 0 }. Strategien for at vise det er
at radredusere matrisen A (husk at lineser avhaengighed a sgyler er bevares
ved radoperasjoner).
(2) Hvis ?1(75) =1-1t2, ?2(75) =t—1t2, og ?3@) =2 —t —t? sa er meengden
{?1, T, ?3} lineger afhaengig fordi

Ps=271— P2

(3) Meengden {sin(t),cos(t)} er lineser uavheengige i vektorrommet C(]0,1]) a
kontinuerte funksjoner pé intervallet [0,1]. Der findes ingen ¢ € R sd at
sin(t) = ccos(t) (tan(t) = sin(t)/ cos(t) er ikke konstante!).

(4) Mengden {sin(¢) cos(t), sin(2t)} i vektorrommet C([0,1]) er lineser avheen-
gige fordi

sin(2t) = 2sin(t) cos(t).
Definisjon. La H vere et underrom av et vektorrom V. Et mengde av vektorer
B CV kelles en basis for H hvis

(1) B er linecert uavhengig.
(2) H = span(B) .
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FIGURr 1. To basis i R2.

Definisjonen ogsa geelder hvis H = V og en base for V er en meengde a lineser
uavhengige vektorer som utspenner V. Bemeark ogsa at maengden B i definisjonen
altid ligger i H fordi H = span (B).

Eksempel.
(1) Maengden €1, €2,..., €n som er sgyler av n x n identiteetsmatrisen I,, er
en basis for R™. Denne kaldes ogsa standard basen.
1 -1 3
(2) Mengden { o],{1],(2 } er en basis for R3. Hvordan ser man det?
0 0 1
Form matrisen
1 -1 3
A=l0o 1 2],
0 0 1

fra vektorerne. Den er pa trappeform med pivoter i hvert rad og i hvert
sgyle. Vi ser at likningssystemet AZ = 0 har kunne trivielle lgsningen
7 = 6> og det betyder at vektorerne er lineser uavhengig. Desuden har
likningssystemet AT = ? et lgsning for hvert 7 € R3 og det betyder at
vektorerne utspenner IR3.

Mengden {1,t,t%,¢3,...,t"} er en basis for IP,, som hedder standard basis
for IP,,. Det er klart at denne mangde utspenner P,,, men hvorfor er den
linezer uavhengig? Hvis

_>
col +eit +cat? + -+ et = 0 (1),

for reelle tal cg, ..., c, sa er venstre siden et polynom av grad mindre en n
som evaluer til 0 i hvert punkt £ € IR. Den enste polynom med grad mindre
end n som evaluerer til 0 i mere end n punkter er nullpolynomiet. Derfor
er cg = ¢y = - = ¢, og vi konkluderer at {1,¢,t2,¢3,...,t"} er lineser
uavhengig.

Er {1—t2,t—t2,2—t+1} en basis for Py? Fgrst skal vi se om de er linezer
uavhengige. For hvilke ¢y, ca,cs € R har vi

[

(1 —12) 4ot —t3) +e3(2—t+t%) = 0(t)?
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Vis vi evaluer denne likning i tre punkter t = —1, ¢t = 0 og ¢ = 1 sa finder
vi at
—2¢co9 +4c3 =0
c1+2c3=0
2¢c3 = 0.

Det kan kun veer sant hvis ¢; = ¢co = ¢3 = 0 og det viser at polynomierne
er linesert uavhengig. Utspenner de P»? Vis vi tag et generelt polynom
a + bt + ct? € Py kan vi s3 finde ¢1, ¢, c3 € R med

cr(1—t3) +ea(t —t2) +c3(2 =t +12) = a + bt + ct?.
Lad os matche koeflisienter! Vi skal ha
c1+2c3=a
co—c3="b
—C1 —C2+C3=¢
som vi kan skrive som likningssystemet

1 0 2 c1 a
0 1 -1 C2 = b
-1 -1 1 c3

Sjekk selv at denne likningssystem altid har et lgsning (med radreduksjon
a matrisen)! Derfor er maengden en basis for Ps.

Teorem 5. Hvis S = {71, cee 71,} C V er en mengde av vektorer og

H = span{"1, ..., 71)}’

s gelder de folgende:

(1)

(2)

Beuvis.

Hvis en vektor U, € S kan uttrykkes som lineer kombination av de andre
vektorer W; i S sd il mengden vi far ved d fjerne T fra S fremdeles
utspenne H .

Hvis H # {ﬁ} sa vil et undermengde fra S vere en basis for H.

(1) La os anta at
7p = CL171 + -4 ap_17p_1.
Hvert @ € H kan skrives som
E?:cl?l+~«+cp7p,
med c1,...,c, € R og vi kan inserte likningen til 7,3 og se at
W = 0171 —+ -+ Cp(CLl?l + -4 ap_lﬁp_l)
=(c1 + Cpa1)71 +o At (epo1 + ap—lcp)ﬁp—k

Det viser at @ € span{?l, ceey 7,,,1} og vi har at

H = span{?l, ey 71)_1},
fordi W var _)vaelgt frit.
Hvis H # {0} og {U1,..., U} er ikke allerede en basis for H s& er meeng-
den U4, ..., 71, linezer athezengig. Det betyder at vi kan uttrykke mindst en
av vektorerne som linesger kombination av de andre. Med (1) kan vi fjerne
denne vektor og stadig ha et meengde som utspenner H. Vi fortsaetter med
denne prosess indtil vi far en maengde av vektorer som er linesart uavhen-

gig. Det er en basis til H! Hvorfor skal prosessen stoppe? Vi har started
med en endlig maengde av vektorer og fjerner en i hvert skrit. Husk at en
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meengde som bestar av kun en vektor er lineser uavhengig og prosessen
stopper i hvert fald nar kun en vektor er tilbage.
O

Basis av NULLROMMET, SOYLEROMMET OG RADROMMET

Nullrommet. Vihar set i sidste forleesning hvordan man finder en basis til Nul(A):
Man lgser linesere likningssystemet AZ =0 og skriver generalle lgsninger med
frie variabler. Nu kan man laese av vektorer 71, ey ), sddan at lgsningerne kan
skrives som 0171 +-- ~+ck7k med frie variabler ¢y, ..., c;. Vektorerne 71, e 7k
utspenner Nul(A). Bemerk at antallet k£ a spenningsmeengde svar til antallet av

frie variabler hvis Nul(A) er ikke {ﬁ} Man kan ogsé sjekke at {U'1,..., Ux} er
linesert uavhengig.

Sgylerommet. Lad os starte med en eksempel.

Eksempel. Finne en basis til sgylerummet Col (A) til matrisen

1 4 0 2 -1
12 1 5

e E B B A S
5 20 2 8 8
med sgylerne 71, 72, ey d's. Man kan sjekke at
(1) Ty =474,
(2) 241 — W3 =4,

og at @1, d3, @5 er lineser uavhengige. Det viser at de er en basis for Col (4).
Det kan veere vanskelig at finde basis til sgylerummet pa denne méale men der er et
bedre metode: Vi kan radredusere A til matrisen

1 40 2 0

001 -1 0 - = -
B=1o0 00 0 1 buy boeees bsls
00 0 0 O
- = — = = >
med sgylerne b1, bo,..., bs. Viser at sgylerne b1, b3, by er pivotsgyler og at
vi har
— —
(3) by=4b,
- = —
(4) 2b1— bs= by

Det er de sammen relationer som i (1) og (2) og indekser 1, 3 og 5 som svar til
basen fgr er praecis indekserne hvor vi har pivotsgyler. Hvorfor sker det? Gik for
eksempel pa den forste relation i (1). Det siger at

—4

1 4 0 2 -1 1 0
3 12 1 5 5 0| = 0
2 8 1 3 2 0 0
5 20 2 8 8 0 0

Radoperasjonerne kan aendre likninger i denne matrise-vektor likningen men de kan
ikke eendre at vektoren
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giver nullvektoren efter matrise-vektor multiplikasjon. Derfor geelder ogsé at B v =
0 fordi B oppstar av A fra radoperasjoner. Linezr avheengighedsrelationer har
sammen form end likningen ovenpa og derfor ville vektorerne b1, b3, b5 veere
linear avhengig hvis vektorerne 71,73,75 ville veere linear avhengig. I denne
eksempel er de det ikke. I bevisen av den naeste teorem ser vi denne argumentation
lidt mere kompakte.

Teorem 6. Pivotspylene til en matrise A gir en basis for Col(A).

Bevis. Vi har allerede set bevisen i det sidste eksempel. Lidt mere formalt lad os
anta at A kan radreduseres til en matrise B i reduserte treeppeform. Det betyder
at der findes en inverterbare matrise C' som oppfylder B = CA. Nu ser vi at
AZ = 0 hvis og kun hvis CAZ = 0 hvis og kun hvis BZ = 0. Det viser at
linezer avhengighetsrelationer mellom sgylerne bevares under radoperasjoner og at
pivotsgylerne i B (som er lineser avhengige og utspenner Col(B)) svarer til en basis
a sgylerner av A for Col(A). O

Advarsel: Husk at ta sgylerne fra matrisen A som svar til pivotsgyler i traep-
pematrise B og ikke pivotsgylerne direkte fra B. Radoperasjoner kan sndre sgy-
lerommet men de bevarer linezer avhengighetsrelationer mellom sgylerne.

Radrommet: Det er nemt at finde en basis for radrommet fordi radoperasjoner
ikke endrer radrommet. Derfor kan vi radredusere matrisen og leese av en basis til
radrommet. Generellt har vi efterfslgende teorem:

Teorem 7. Hvis to matriser A og B er radekvivalente s er Row(A) = Row(B).
Huvis B er pd trappeform sd er pivotradene (de som er ikke null) basis for radrommet
til B og A.

Bevis. Radoperasjoner erstatter en rad med en lineser kombinasjon av andre rader
og derfor har vi Row(B) C Row(A). Siden radoperasjoner kan reverseres med andre
radoperasjoner si har vi ogsd Row(B) C Row(A). Vi konkluderer at Row(A) =
Row(B). Det er ogsa klart at pivotradene i B er basis for Row(B). O
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