KOORDINATSYSTEMER (SEC. 4.4)

For at forsta generelle vektorrom kan vi bruke en basis og udtryk vektorerne i den
tilhgrige koordinatsystem. Se Fig. 1 for en illustration a to koordinatsystemer av
R2. Den hvite koordinatsystem er den standardkoordinatsystem som vi har set for.
Den rgde basis kan ogsé brukes for at definer en koordinatsystem (se rgde linjer).
Vi kommer nu til at formaliser intuisjonen fra figuren og at forsta hvordan vi kan
skifte mellom to koordinatsystemer.

FIGUR 1. To koordinatsystemer av IR2.

- -
Teorem 8 (Unike representasjon). La B = {b1,..., b,} vere en basis for vek-
torrummet V. For hvert @ € V finnes da unike skalare cq, ..., c, slik at
- -
?:Clb1—|—"'+cnbn.

Skalarerne ci,...,c, kalles ogsa for koordinater til 7 relativt til basisen B 0g Vi
skriver

C1

C2

[7]8 = : )
Cn

for den sdkallte koordinate vektor av T relativt til basisen B.

Bevis. Anta at 7 kan skrives pa to mater:

— — — —
T =c1 b1+ e bp=dibi+-+dy,b,.
1
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Men nu kan vi regne ud at

ﬁ:?f?:(clfd1)71+-~+(cnfdn)?n.

— —
Fordi B={b1,..., b} er en basis kan det kun vaere sant hvis
Ozcl_dl :"':cn_dn7
og vihar ¢y =dy,...,c, = d,. Det viser at koordinater er unike! Siden B utspenner
V (det er jo en basis!) eksisterer da koordinater for hvert ZeV. O

La os se pa et eksempel:
- = . 5 .
Eksempel. La B={b1, b2} veere basisen for R som bestar av vektorer

— 1 — 1
b1:<0> og b2:<2>
Hvis & € R? har koordinate vektor
-2
[7]8 = < 3 ) )

relativt til basisen B, hva er @, dvs. hva er koordinaterne av 7' relativt til standard

basisen
1 0
OO
av R%? Vi kan regne ut at

7= (-2, 430 =(-2) (é) +3 (;) - <é) .

Vi skriver normalt @ i stedet for [Z], for vektorer i R? (eller mere generalt i R™).

KOORDINATER I R™

— —
Hvordan finner vi koordinater av et vektor @ relativt til B = {b1,..., b,}?
Det har vi set for. Man skriver vektorerne fra basen som sgyler i en matrise

B:[?l,...,?n},

og lgser linezer likningssystemet B¢ = 7. Losningen er unike (efter den sidste
teorem) og inneholder koordinater av 7. La os se pé et konkret eksempel:

() B (3). -0

- =
veere vektorer i R% og la B = { b1, bo}. Hvordan finner vi koordinate vektoren
(@] av @ relativt til B? Vi ma finne koordinater ¢y, ¢y € R s at

Eksempel. La

— —
cbi4eaby=T7,

og det ggr vi med at lgse et linesert likningssystem A7 = 7 med matrisen
- 2 -1
A‘(bl’b2>_(1 1)’

— —
som har b og b9 som sgyler. Lgsningen er ¢; = 3 og ¢ = 2 og vi har

[7]3 = (g) :
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Matrisen A i den sidste eksempel skifter koordinater relativt til basisen B til
koordinater relativt til standard basisen. I eksempel ha vi

e 0)-() -
~(0)0)

er standard basisen. Det virker ogsa mere generalt:

hvor

Definisjon. Anta B = {?1, e ?n} veere en basis for R™. Matrisen
Ps=[1,.. 0],

kalles koordinatskiftematrise fra B til standardbasisen € for R™, dvs. basisen

1 0
0 0
g:{ 1| }
0 1

Koordinatskiftematrisen Pg skifter basisen fra B til standardbasisen. Hvordan
skifter vi koordinater fra standardbasisen til B? Koordinatskiftematrisen Pg er altid
inverterbar! Hvorfor det? Linesre likningssystemet Ps @ = # ha et lgsning for
hvert 7 € R™, nemlig koordinatvektoren

?:[7]57

og den er unike efter Teorem 8. Multiplikasjonen med inverse matrise skifter koor-
dinater fra standard basisen £ til basis B, dvs.

P2 = [T,

Se Fig. 2 for en illustrasjon.

;: [;lz [;13

T

FIGUR 2. Koordinateskift

KOORDINATER I GENERELLE VEKTORROM

For at forsta generelle vektorrom er det ofte viktigt at veelge en bra basis! Ef-
ter man har valgt en basis kan vektorer i vektorrommet representeeres relativt til
basisen. For at ggr det lidt mere formalt introduserer vi koordinatsavbildningen:
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Definisjon. Hvis B er en basis for V' sa kalles transformasjon
7 (7] (fra V HIR™)
for koordinatsavbildningen.
Den naeste teorem viser nogen viktige egenskaber av koordinatsavbildningen:

Teorem 9. La B vere en basis for V. Da er koordinatsavbildningen en lineer
transformasjon som er 1 — 1, og pd R™ (den treffer hele R™).

Bevis. Ta to vektorer 7,3 € V skrives i basisen B som
— —
7201b1+"'+6nbn
— —
W=di byt +dy b

Vi ser at
— —
U+W=(c14+d) b4+ (cn+dp) b,
og vi konkluderer at
c1+di c1 dy
W+@e=| : |=|:|+]|:|=@+Ds
cn +dy, Cn d,
Koordinatsavbildningen bevarer addisjon! Vi kan ogsa regne ut at
— —
r~7:rclb1+---+rcnbn,
og vi konkluderer at
rcy C1
- dlg=| | =r|: | =7
TCp Cn

Koordinatsavbildningen bevarer skalare multiplikasjon og vi har vist at den er li-
nezrt! I hjemme og tutor oppgaver viser dere at koordinatsavbildningen er 1 — 1
og pa R™. O

En lineger transformasjon 7': V. — W som er 1 — 1 og pa W kalles en isomorfi
mellom vektorrom V' og W. I praksis betyder det at vektorrom V og W forholder
seg pa sammen made og vi kan bruke transformasjonen T for at skifte mellom de
to.

Med koordinatsavbildningen kan vi bruke teorien og intuisjonen fra R™ til at
forstar et ukendt vektorrom. La oss se pa et eksempel:

Eksempel.

(1) Sidste gang har vi set at B = {1,t,#2 3} er en basis for vektorrommet P3
av polynomier med grad mindre enn 3. Hvis ?(t) = ag + a1t + ast? + astd
er et polynom i P53 sé& er koordinater

[#ls= |, | €R"
Avbildningen ? — [7] g er en isomorfi fra P til R* og vi kan forsta poly-

nomier i P3 med intuisjon fra R*.

Viktigt konsekvens: To polynomier er det sammen hvis og kun hvis
deres koeffisjenter er de sammen. For eksempel ha vi

ao + art + ast?® + ast® = by + byt + bat® + bst?,
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hvis og kun hvis ag = by, a1 = b1, as = by og ag = bs.

Planet av vektorer 7 € R? som oppfylder likningen x1 + x2 +x3 = 0 er et
ﬁ
underrom av R3. Vis at B={b1, b2} med

— -1 — -1
b 1= 1 og b 2 = 0 5
0 1
er en basis for dette planet. Vis ogsa at
0
v=|1
-1

ligger i planet og finn [7]5.
La oss forst se at B er en basis: Det er klart at de to vektorer er lineser

uavhengige fordi

—C1 — Co 0
— —
c1bi1+cecbsy= c1 =10],
Co 0

hvis og kun hvis ¢; = ¢o = 0. Utspenner B planet? Ta et generelt vektor

z1
? = |72 ],

T3
med 1 4+ 22 + x3 = 0. Vi ma finde ¢, co € R saddan at
— —
01b1+0252:?a

og derfor skal vi lgse et lineeert likningssystem! Vi radreduser

N N -1 -1 Iy 1 0 i)
( b 1 b 2 ‘ 7 ) - 1 0 1) ~ 0 1 x3 )
0 1 | 3 0 0] 0

og konkluderer at ¢; = x5 og co = x3. Det virker for hvert E og det viser
at B er en basis. Hva er koordinatsavbildningen relativt til denne basis?
Det ha vi set allerede! Vi har lgst den linezre likningssystem og funnet at
koordinatavbildningen er

7 = % H<Z§>=[7]B.

for hvert vektor 7 i planet. Med at representer vektoren i basisen har vi
fundet et mere kompakte form som bruker kun 2 variabler i stedet for 3
variabler!.

Til sidst kan vi ta vektoren 7 Siden 04+ 1 —1 =0 ligger 7 i planet og

vi finner
7= ()
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