SINGULZRVERDI-DEKOMPOSISJON (SEC. 7.4)

Vi har leert om spektralteoremet for symmetriske matriser: Hvis en n X n matrise
A er symmetrisk, dvs. hvis AT = A, sa finnes der en ortogonal basis {71, e 771}
for R™ som bestar av egenvektorer til matrisen A. Desuden, kan vi skrive

A=UDUT,
for den ortogonale matrise
U= (V1,...,7n)
som har vektorerne 71, ceey U, som sgyler, og hvor

A1
A2

An

er denne diagonalmatrise som har egenverdier Ay, ..., A, pa diagonalen. Spektralte-
oremet er vigtigt for mange anvendelser, men det har et problem: Ikke alle matriser
er symmetriske! Vi skal nu leere om singuleerverdi-dekomposisjonen som er en slaks
spektralteorem men som gjeelder for generelle m x n matriser.

MATRISER OG ELLIPSER

Vi har set eksempler av m x n matriser A, hvor enhetssfeeren {77 € R : || 7'|| =
1} bliver transformert til ellipsoider under transformasjonen 2 — AZ. Men det
var ikke tilfald! Vi kommer til at vise at for hvert m x n matrise A enhetssfaeren
bliver transformert til en ellipsoid under transformasjonen 7’ — A7’ . For at forstar
hvordan det virker er det hjeelpsom at se pa et konkret eksempel:

- )
x — Ax

FiGUR 1. Enhetssfeeren transformerer til en ellipse.

Eksempel. For matrisen

4 11 14
AZ(S 7 —2>’
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bliver enhetssfzeren

{7 eR® : |7 =1}
transformert til en ellipse i R? (Se Figur 1). Husk at hvert ellipsoid i R™ (eller ellipse
i R?) har n akser som treffes i rette vinkler. De segmenter som gar fra sentrum av
en ellipsoid langs akserne til randen kelles ogsa for halvakser av ellipsoiden. Se
Figur 2.

FiGcur 2. Ellipsoider med deres akser (i rgd). I bla har vi de s&
keellte halvakser av ellipsoiden.

Hvis vi nu kommer tilbake til ellipsoider som er transformasjoner av enhetssfaeren
under matrisetransformasjoner sé kan vi forstar folgende punkter:
e I hvilke retninger peger akser av ellipsoiden for en matrise A?
e Hvor langt er halvakser av ellipsoiden for en matrise A?

Svarene pa disse spgrgesmal heenger teet sammen med singulaerverdi-dekomposisjon.
La oss starte med en delvis svar pa den annen spgrgesmal.

Leengden av den laengste halvakse. La A vaere en m x n matrise. Hvis enhets-
sfeeren i R™ bliver transformert til en ellipsoid, hvordan kan vi sa regne ut hvor
langt den leengste halvakse er? Laengden av den leengste halvakse svarer til
max AT,
77| =1

dvs. det er den stgrste leengde av alle vektorer A7 for vektorer 7 pé enhetssfeeren.
Normen ||AZ|| og funksjonen ||AZ||? er maksimert for den sammen vektor 7 og
derfor kan vi like s godt maksimere |[AZ||2. Vi regner ut at

(1) |AZ |2 = (AT, AT) = (2, ATAZ).

Det er méaske ikke helt abenlyst hvordan man maksimerer denne funksjon over alle
7 i enhetssfeeren men vi kan i forste omgang bruke spektralteoremet for at gor
funksjonen lidt nemmer. Husk at der finnes en ortogonale n x n matrise U og en
n x n diagonalmatrise D slik at

ATA=UDU".
Vi har ogsé set at D har formen

A

A2
D=
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hvor Ai,..., A, er egenverdierne av matrise A7 A, og hvor vi kan anta at
AL > >\,
La oss nu simplifisere funksjonen fra (1). Vi har
|AZ|? = (&, ATAZ) = (2, UDUTZ) = (U %, DUT ).

Hvis vi maksimerer denne funksjon kan vi bruke at transformasjonen T UTT
transformerer enhetssfeeren til sigselv. Derfor har vi

max ||[AZ|]? = max UT? DUT? max
EAELES! | | EAELES! < V=1 7 7

hvor vi har skiftet variabler til 7 = UT 2. Til sidst ser vi at

AT DY) - MyE+ o+ M)
2 7T = i, 7 P70 = g, Ok dwal)

Bemszerk at vi maksimerer over alle indganger v, ..., y, slik at
ittty =1
Derfor har vi

max ||AZ]? = max MY+ 4 Ay?) = A,
2 147 wwzl( e ) =X

og vi konkluderer at lzengden av den leengste halvakse er

max ||A = .

Jmax 1470 = v

Hvilken vektor 7 med || 7| = 1 maksimerer funksjonen || A’||2? Det er nu nemt at
regne ut. Vi ser at 7 = ¢ maksimerer funksjonen efter koordinateskift 7 =UT?.
Derfor finner vi at @ = Uy = Uej maksimerer |AZ||> over enhetssfaeren. Men
T = Ug er jo den fgrste sgyle av U som er egenvektoren av den symmetriske
matrise AT A til egenverdien \;. Med denne argument har vi vist den efterfglgende
teorem:

Teorem. La A vere en m X n matrise og la
AL = A2 =0 = Ay,

veere egenverdier til matrisen AT A med ortonormale egenvektorer
(V1,72 T}

Der er

A7 = ||AY ]| = VA1
7;’5?%}?:1” | = [[AY ] 1

Teoremet sier at den leengste halvakse i ellipsoiden til matrisen A har lseengden
VA1 og peger i retningen Av; hvor \; er den storste egenverdi av matrisen AT A
og 1 er den tilsvarende egenvektor.

Laengde og retning av de andre halvakser. Med en lignende argument som
den fra sidste avsnit kan man vise at lzengder av de andre halvakser er tallene
VA2, ...\ An 0g at de peger i retninger AU, ..., AU, hvor A, ..., A\, er egen-
verdier av matrisen AT Aslikat A\; > Ao > -+ > X\, 0g 72, e o, er de tilsvarende
egenvektorer. Bemeerk at hvis det er sant, s er vektorerne A71,A7g, ey A,
ortogonal, og egenverdier A1,..., A, > 0. La oss se i naeste avsnit at det er rigtigt.
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SINGULARVERDIER OG SINGULAERVERDI-DEKOMPOSISJON

For hvert m x n matrise A finnes der en ortogonal basis {71,...,7n} som
bestar av egenvektorer til den symmetriske n x n matrise ATA. La A1, ..., A, veere
de tilsvarende egenverdier for AT A. Vi kan regne ut at
(2) AT )% = (AV 5, AV ) = (T3, ATAY ) = (Wi, W03 = A,

og vi konkluderer at A\; > 0 for alle s € {1,...,n}. Vi kan altid anta at
AL =A== Ay 20,
og vi definerer singulerverdier for matrisen A som
ai = Vi
Bemeerk fra (2) at o; = AT,
Teorem 9. La A vere en m X n matrise og la
AL =X > 2 Ay,
veere egenverdier til matrisen AT A med ortonormale egenvektorer
{V1, T2, T}
Anta at A1,..., A\, >0 09 at A\py1 ==X, =0. Da er
o Mengden {AV1,..., AV} er en ortogonal basis for Col(A).
e Vi har r = rank(4).

Bevis. La oss se fgrst at vektorerne i maengden {A?h e ,A?T} er ortogonale.
Hvis i # j s& har vi (75, 7J> = 0 (de er jo ortonormale egenvektorer for matrisen
AT A). Derfor finner vi at

(A, AT ) = (T, ATAY ) = (W5, \; T 5) = \j (W4, T ) = 0.

Det viser at {A?l, cee A?T} er en maengde av ortogonale vektorer, og selviglgelig
ligger disse vektorer i Col(A). For at vise at de former en ortogonal basis for Col(A)
er det derfor nok at sjekke at de utspenner hele Col(A).

La oss se pa en vektor i/ € Col(A) som kan skrives som i/ = A7 for en
vektor 7 € R™. Matrisen ATA er symmetrisk og vi har set for at meengden
{71, 727 .. ,7n} av egenvektorer er en ortonormal basis for R™. Derfor finnes

der tal cq,...,c, slik at
T =ci V14 +caUn,
og Vi ser at
(3) Y =AT =clAV 1+ 4+ c, AV .

Det ser ut som at der er lidt for mange vektorer i denne lineserkombinasjon. Vi har
ogsé brukt vektorer A7T+1, .. ,A?n. Kan vi si noget om disse vektorer? Vi kan
regne ut deres norm! For hvert ¢ > r + 1 har vi

AV |12 = (AU, A, = (U3, ATAV ) = \(V 5, 03) = M| Va2 =0,
fordi A\; = 0 hvis ¢ > r + 1. Vi konkluderer at A7r+1 = =AY, = 6>, og fra

(3) finner vi at
Y =AT = AT+ + e, AT
Det viser at i/ € Span{A71,..., A", } og vi konkluderer at meangden
{Ay,... A",

utspenner Col(A). Maengden {AW1,..., A, } er en basis for Col(A4) og fordi den
inneholder r vektorer har vi Rank(A) = r.
(]



SINGULZARVERDI-DEKOMPOSISJON (SEC. 7.4)
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La oss nu komme til singuleerverdi-dekomposisjonen.

Teorem 10 (Singulserverdi-dekomposisjon). La A vere en m x n matrise med rang
r. Da finnes der en m x m ortogonale matrise U og en n x n ortogonale matrise V.
slik at

(4) A=UxvT,
med matrisen
N < D Orx(n—r) > \
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)
hvor
o1
g2
D =
oy

Dekomposisjonen i (4) hedder singulerverdi-dekomposisjon av matrisen A. Or-
togonale matriser U og V i denne dekomposijon er ikke unik for matrisen A men
singuleerverdier (og dermed matrisen X)) er unike. Sgylerne i matrisen U keelles ven-
stre singulervektorer av A og sgylerne i matrisen V keelles for hgyre singulervektorer

av A.

Beuvis. Like som i Teorem 9, la Uy,..., U, veere egenvektorer til matrisen A7 A for
egenverdier \1,..., )\, hvor vi anta at
M>2XA> 2 A2 ==X, =0.
Vi definerer singulaerverdier o; = v/)\; og husker at
||A7z||2 = 04,
for hvert i € {1,...,n}. For hvert i € {1,...,r} kan vi definere @; den normaliserte
vektor AT ;, dvs.
5) o AW,  AY,
AT e

Efter Teorem 9 har vi en ortonormal basis {1, .., @, } for Col(A) som vi kan
forlenge til en ortonormalbasis {71, T 7T+1, ..y U} for hele R™. Vi kan
definere to ortogonale matriser

U= (717--~777n)7
og

V=(T1,....,7n).

Fra (5) ser vi at AW; = 0, for alle i € {1,...,7} og vi ved ogsa at AT; =0 =
Uiﬁi for alle 4 > r + 1. Derfor finner vi

AV = (AT, AT ) = (v, 000, 0,0, T ).

Vi finner ogsa at

01
02
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Fordi V' er ortogonal kan vi regne ut at
UsvV? = AvvT = A
O

Prov selv at regne ut singuleerverdi-dekomposisjonen for 2 x 3 matrisen fra den
eksempel i starten.

ANVENDELSER AV SINGULAERVERDI-DEKOMPOSISJON
Singulaerverdi-dekomposisjonen har mange anvendelser. Her, vi kan se to av dem:

Basiser av underrom assosiert med en matrise. La oss anta at A er en m xn
matrise med rang r singuleerverdi-dekomposisjon

A=UxVT,
med en ortogonal n x n matrise U, en ortogonal m x m matrise V. La 71, ceey U
veere de venstre singuleervektorer, dvs. sgylerne i U, og 71, ceey Ty vaere de hgyre
singulaervektorer, dvs. sgylerne i V. Vi har set i Teorem 9 at

{U1,..., s}

er en ortonormalbasis for Col(A). Fordi de venstre singuleervektorer er en ortonor-
mal basis til R konkluderer vi at

{Urir,..., U}

er en ortonormal basis for Col(4): = Nul(AT). Vi har ogsi set at |AT;| = oy
som er like 0 hvis og kun hvis i > 7 + 1. Derfor er ¥ ,41,..., ¥ € Nul(4). Fordi
dim(Nul(A)) = n — r (efter rangteoremet) ser vi at

(g1, U0}

er en ortonormal basis for Nul(A). Fordi de hgyre singulservektorer former en orto-
normalbasis for R™ ser vi at
{V1,.... 7.}

er en ortonormal basis for Nul(A)+ = Col(AT) = Row(A).
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