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Transformasjon av enhetssfæren

Hvordan transformerer enhetssfæren

{−→x ∈ Rn : ∥−→x ∥ = 1}

under en transformasjon −→x 7→ A−→x . for en matrise A



Lidt nemmer

Hvordan transformerer enhetssirklen

{−→x ∈ R2 : ∥−→x ∥ = 1}

under en transformasjon −→x 7→ A−→x . for en 2 × 2 matrise A



Hvilken matrise produserer hvilket billed?

1 D =

(
2 0
0 1

4

)
2 U =

(
cos(π4 ) sin(π4 )
− sin(π4 ) cos(π4 )

)
3 UDUT =

(
1.125 −0.875
−0.875 1.125

)



Ortogonale matriser

Definisjion

En n × n matrise U kælles ortogonal hvis

U−1 = UT .

Example

Rotasjonsmatriser like som

U =

(
cos(π4 ) sin(π4 )
− sin(π4 ) cos(π4 )

)
.

Ortogonale matriser bevarer Euklidiske normen:

∥U−→x ∥2 = ⟨U−→x ,U−→x ⟩ = ⟨−→x ,UTU−→x ⟩ = ⟨−→x ,−→x ⟩ = ∥−→x ∥2,

for alle −→x ∈ Rn.



Symmetriske matriser

Teorem (Spektralteoremet)

La A være en symmetriske n × n matrise. Der finnes en ortonormal basis
{−→u 1, . . . ,

−→u n} av egenvektorer og vi har

A = UDUT ,

for den ortogonale matrise

U =
(−→u 1, . . . ,

−→u n

)
,

og den diagonale matrise

D =


λ1

λ2

. . .
λn

 ,

med egenverdier λ1, . . . , λn.



Hvordan A = UDUT produserer en ellipse



Alle symmetriske matriser
produserer ellipser!



Hva med andre matriser?



Eksempel: En 2 × 3 matrise

Ta matrisen

A =

(
4 11 14
8 7 −2

)
,

og transformasjonen −→x 7→ A−→x .



Faktum: Alle matriser produserer
ellipser!



Mekanismen bagved ellipsen



Det skal vi lær i dag.



TO THE BLACKBOARD!


