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Om denne samlingen

Samlingen innholder fasit alle oppgavene i boken der det finnes et entydig svar. For oppgaver der svaret ikke er
entydig, er fasit som hovedregel ikke inkludert. Figurer er heller ikke vist. Til en del oppgaver er det gitt hint eller
|@sningsforslag.

Med forbehold om trykkfeil og regnefeil. Finner du noe som ber rettes, er det svaat velkomment hvis du melder fratil
arne.hole@ils.uio.no.

Seksjon 1.2

a) Sant

b) Sant

c) Usant

d) Sant

e) Usant

f) Sant

g) Sant

h) Sant

i) Usant (den tomme mengden er et objekt, og dette objektet ikke et element i A)
a) {1,3,4,6,7}

b) {8,9,10,11, 12, 13, 14}
RNS=({3,57,RUS={1,357,9},R\S={1}, S\ R=1{9}.

Seksjon 1.3
a (2,5
b) (—o0, 10]

inf U =3,
supU =12

Hint: Antaat x er en gvre begrensning for U. Forklar hvorfor x da ogsa er en gvre begrensning for U N V.
a) U er en omegn om 2, men ikke om 10.

b) U* = (0,9) U (10,12), R\ U = (=00, 0) U[9, 10] U [12, 00), dU = {0,9, 10,12}, U = [0, 9] U[10, 12]. U er
hverken &pen eller lukket.

U = (0, 1) har 0 som opphopningspunkt. Mengden {0} U (1, 2) har 0 som isolert punkt.
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Seksjon 1.4

a) 517/16 = 32.3125
b) 125/36

a)

b 2

C) x4—y
d x

€)

f)

)

x(x —1
d) Kan ikke forenklesvesentlig

e x

H —
gie

) —27

Dt?e — r — gentli

h
) bar — slud?r

a) 1+ x*
4

b) x? + ax?

¢) x%+4 x3 45«

d) —18qz —8

€ x°+3x%4+4x +12



1
D e-a6+D

a x

b) x*

c 1

d) 1678

[6]

a x> +8x+15

b) 2x3+3x% —10x — 15

c) y2—-9

d)y x®—x+2%-2

Svaret blir 3(2x +8) —x =4

a) 234333

b) 6-10?

c) 6.0-10%

189

9] 16m?

8.7 - 10° med to gjeldende, 9 - 10° med ett

120 000 kg

Seksjon 1.5
a) Usant

b) Sant

c) Usant

d) Usant

e) Sant

f) Sant

Seksjon 1.6
12/7 = 1.714285714...
23222/9900



a) 408/99

b) a = —77993434/999900

El

a) Nlister seg selv. For Z kan vi lagelisten 0,1, -1, 2, —2,3, -3, ...

b) Vi grupper brgkene etter summen av absoluttverdienetil teller og nevner. Farst lister vi opp alle brakene med sum

2 2\ i g 001 =1 2 —2 1
1, sademed sum 2, og savidere. Liste: 7, 1, 1 T, 1°» 5, OSV.

c) Hint: Antaat du har enliste over allereelletall. Konstruer et tall 4 ved & velge desimal nummer 7 i d ulikt desimal

nummer n i tall nummer » palisten. Tallet 4 kan ikke veare det farstetallet palisten, fordi farste desimal ikke stemmer.
Men d kan heller ikke veare tall nummer to pa listen, fordi andre desimal ikke stemmer. Og sa videre.

Seksjon 1.7

a) 8og—8

b) 10

c) 5

d) -5

V2~ 1.4142, /3~ 1.732, /6 ~ 2.449, V10 ~ 2.1544
0

Seksjon 1.8

a) x2+42

b) x2—x+1

0 x°+3

W2+ Lvifa x4 AL 22 0 4=+ 24+ D) - (x + 4
O+ xt 4B+ %+ 30 +3

a) Gérikkeopp, @2 —2x+1)/(x+1) =x —3+4/(x + 1)
b) x —3

c) Gérikkeopp, (x'+x8—1)/(x +1D) =x-1/(x + 1)
d) Gérikkeopp, (2x3 + 4x)/(x2 4+ 1) = 2x + 2x/(x2 + 1)

Seksjon 1.9
a x=4



b) x = —15/4

) x=3x=2
d) Ingen lgsning
e x=0,x=5
fl)x=7

g x=t,x=-1

h) x = (=a — 1)/ k)

i) x=5x=-1

) x=5x=10
x=1x=4,x=-5

Seksjon 1.11

y = x + 1, skjagingspunkter (0, 1) og (—1, 0)
y=x+5
Vinkelrett
Skjearingspunkt (3, —2)
Avstand +/170, naamest origo (5, 6)
5
x & 281 meter
20
12

HEEEEEHMRSN L

2a1 + 4az + 8az + 16a4 + 32as
P

[6] Y R4k —22 Yo, Y0 o5k —1)2—2) og Yp ,2(k —3)
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504
12271512
1024
100%90000

2598960

g @ & NG @ E N E

E

77520 ganger prisen for en enkeltrekke

Seksjon 1.14

a) 2/3

b) 2/3

a) 36.Ja

b) 25 utfall. Sannsynlighet 25/36
c) 11 utfal. Sannsynlighet 11/36
a) 216

b) 91/216 ~ 0.42

a) 45

b) 15

c) 15/45=1/3

2628000 flyturer. Sannsynligheten for kraesj er 1/2628000. Denne er omtrent dobbelt si stor som sannsynligheten
for &vinne pa en enkeltrekke i Lotto.

[6] 1/2598960

Seksjon 1.15
a® + 5a*b + 10a3b? + 10a2b3 + 5ab* + b°
a® + 8a’b + 28a%h? + 56a°b° + 70a*b* + 56a°b° 4 284%b® + 8ab” + b®
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(3y — 4)% = 243y5 — 1620y* + 4320y°3 — 5760y? + 3840y — 1024, og (1 + +/7)" = 4264 + 1624./7
1184040
[6] Antall deimengder er 2. Tolkning: Antall delmengder med i elementer er (/)

Seksjon 1.16

a) ~ 272988
b) 231 —1

) 3(1— (1/2)¥%) ~ 0.6660156

a °(1—1%+2)/1-1?)
b) on+l _q

Seksjon 1.17
a) Lukket

b) Apen

c) Apen

250

a) y=(7/2) — (1/2)x
b) y=2r+1

—28

[6]

a) 0.375

b) ~ —0.2727

) 115

d) p/100

a 660=2.2-3-5-11
g 8.12.1 10

a) 40/2598960 ~ 0.0000154
b) (&5 ) 5~ 0.00024



Seksjon 2.1
f(Q) =2, £(100) = 1.01. Nér x blir starre, nearmer funksjonsverdiene £ (x) seg 1 mer og mer

Grafen hopper opp og ned mellom 0 og 1, men hoppene ligger uendelig tett. Dermed vil grafen for vart aye se ut
som de to horisontalelinjeney = 0ogy =1

Seksjon 2.2
-1, -3, %2 -1 % Felgen konvergerer mot 0

a) Konvergerer mot O
b) Konvergerer mot 2
c) Divergerer

d) Konvergerer mot O
d -5

m o0 —n 00
Q) {mttme1 09 (i b

Seksjon 2.3

a) f(0.1) =10, £(0.001) = 1000,
lim,_, o+ f(x) = 400

b) £(10) = 0.1, £(100) = 0.01, lim,_ o f(x) =0

c) lim,_o- f(x) = —o0,limy o f(x) =0
a) x = 10002

b) x =B%+2

) A=B?+2

[6]

a) Forhverttall ¢ > Ofinsettall A dik at vi for alex € Dy har at x < A medfarer | f(x) — L| < «.
b) For hverttall B finset tall A dik at vi for allex € Dy har at x > A medfarer f(x) < B.
c) Forhverttall B finsettall A dlik at vi for allex € Dy har at x < A medfgrer f(x) < B.
d) Forhverttal B finsettall 5 > Odlik at vi forallex € Dy har at |x — a| < § medfarer f(x) < B.

Seksjon 2.4



a —11

b) 5

c —1

d —o0

e 1

f) 5

g) —oo

h) oo

a) Beggegrenseneer 1

b) Ja

a) Vertikal asymptote x = 5, horisontal asymptote y = 3.
b) Vertikal asymptote x = 0, horisontal asymptote y = 0.
AR\ {3} b) R R\ {0} d)R\ {0, —5} @R\ {0} )R\ {0, —1} g) R\ {1} h) R\ {1}
a) (k—x0)/(m§+1)°

b) —?

[6] liMooog(t) =25

Seksjon 2.6

a) f'(x) =89x%8

b) f'(x)=5

0 f'(x) =-10/x°

d) f/(x) =3x2—2x3

e f/(x)=2xx3+1) —x2-3?)/(x3+1)?

f) f/)=-20x -2

a) f'(x)=2x+ DA+ x34+x% + (x? + x + 1)(3x? + 6x5)

b) f'(x) = Tx®+ 1727 + 23 +2) + (7 + 17 (7a® + 3x?)

Aux)=1+2x,u'(x) =2 b) gw) =u® ¢) g'(u) = W, g’ (u(x)) = 9L+ 2x)8 d) f/(x) = 18(1 + 2x)®
Aux) = x2+5x+3 ux) =2x+5 gw) = u’ ¢ gw) = b gwukx) = 7(x? + 5x + 3% d
f'(x) = 7(x® +5x +3)5. (2x + 5)
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A ux) =x>+1u'(x) =2x b)gw) =u ¢ gw) =70, g'(ux)) = 70 + 1D d) f'(x) =
140x (x2 + 1)%°

6] ux)=21+x,u'(x)=1b)gw) =u" g'w)=17u'®, g'(u(x)) = 171 +x)% d) f/(x) = 17(1 + x)16
a ffx)=x+2P+12c + H(x + 2 — 2/x2

b) f/(x) = (x?+1)°+ 18x%(x%2 + 1)

0) g'(x) =[8x"(x% +x3) — (x® = 2)(2x +3x?)]/(x? + x%)% — (1 + 4x3) /(x + x%?

d) n'(x) =8[(x2 4+ DM + x47 - [22x (x? + 110 + 449

[ = 2x
Seksjon 2.7

a) f'(x)=6x2—6x—12

b) Nullpunkter: x =2o0gx = —1. Far f'(x) = (6x + 6)(x — 2).

c) Vokser p& (—oo, —1] 0g[2, oo), avtar pa[—1, 2].

d) Lokalt maksimumspunkt x = —1, lokalt minimumspunkt x = 2. Har f(—1) = 7,09 f(2) = —20.
Lengde 20 meter, bredde 10 meter.

Skrue ber velge bredden x ~ 126, 5m.

a) Bruk Rollesteorem pafunkgonen g(x) = f(x) — f(0), eller middelverdisetningen.

b) Middelverdisetningenmed b = 1, a = 0.

Seksjon 2.8
1.80219
—0.56714

Seksjon 2.9

a) 0 b) Avtar pa (—oo, 0], vokser pa [0, co). Globalt minimum x = 0. Minimumsverdi f(0) = 0. c) Konveks
paheleR.

a) 20g —2 b) Avtar pa[—3, 0], vokser pa [0, 2]. Globalt maksimum x = —3. Maksimumsverdi f(—3) = 5.
Globat minimum x = 0. Minimumsverdi f(0) = —4. Lokalt maksimum x = 2. Loka maksimumsverdi f(2) =0
c) Konveks pahele[-3, 2].

a) 0 b) Voksende pahele R ¢) Konkav pa (—oo, 0], konveks pa [0, oo). Vendepunkt x = 0.

a) 0 b) Avtar pa[—2, 0], vokser pa[0, 2). Globalt maksimum x = —2. Maksimumsverdi f(—2) = 16. Globalt
minimum x = 0. Minimumsverdi f(0) = 0. c) Konvekspahde[—2, 2).
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a) 0 0g 6 b) Avtar pa (—oo, 3], vokser pa[3, oo). Globalt minimum x = 3. Minimumsverdi f(3) = —9 ¢)
Konveks pahele R.

[6] @) 0 b) Vokser pa (—oo, 2] og [4, o), avtar pa [2,4]. Lokalt maksimum x = 2. Lokal maksimumsverdi
f(2) = 20. Lokalt minimum x = 4. Lokal minimumsverdi f(4) = 16 c) Konkav pa (—oo, 3], konveks pa[3, co).
Vendepunkt x = 3.

a) 1 b) Avtar p& (—oo, 1], vokser pa[1, oo). Globalt minimum x = 1. Global minimumsverdi f(1) =0

@ 00g —1 b) Vokser pd (—oo, —1] og [—3, cc), avtar pd [—1, —3]. Lokat maksimum x = —1. Loka

maksimumsverdi f(—1) = 0. Lokalt minimum x = —3. Loka minimumsverdi f(-3) = —% c) Konkav p&

(—o0, —1], konveks pa[—1, oo). Vendepunkt x = —1.

Seksjon 2.10

a) 2x

b) 95t +3)8(5+ 3r?)

) 2at + 32

d) 2

€ 2ay + xk

f) gt

g) 6ao(aox + ¢)°

h) 4x

2xyzta + tvp? og 2tvxp
a) 12x2(x% +2)3

b) 12(x* 4 4x)11(4x3 + 4)

¢) (x"14+3)x7?

d) 10(ax?+ bx + ¢)°(2ax + b)

Seksjon 2.11

a) lim,_ o+ f(x) =400, lim 00 f(x) =3

b) f'(x) <Opahele D, sa f er strengt avtakende. Dermed er den injektiv, og har en invers funksion. Vs = (3, o0)
©) f7Hx) =1/(x =3), Dj1 = Vy = (3,00), Vj-1 = Dy = (0, 00)

d) lim,_or f71(x) = o0, lim, Lo f1(x) =0

f() =6,09 (f~1)(6) =1/12

ax=1
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b) Avtar pa (1, 4/3], vokser pa [4/3, oo). Globalt minimumspunkt x = 4/3. Globa minimumsverdi f(4/3) =
1+ (16/9)v/3 ~ 4.08

Seksjon 2.12

a) s(1) =4.9,s(2) = 19.6 (m/s), dvs. har falt 4.9 m etter 1 sekund, og 19.6 m etter 2 sekunder
b) v(r) = s'(+) = gt. Farten er 9.8 m/s etter 1 sekund, og 19.6 m/s etter 2 sekunder

0 a(t) =s"(t) =g

d) Tid: =~ 1sek. Fart: ~ 10 m/s

e 14m/s

Seksjon 2.13

a) 180°

b) 90°

) 120°

d) —60°

e) 45°

f) ~57.3°

Den tredje vinkelen er 60°. Deto andre sidelengdene er 1 og /3
To og en halv omdreining

a) —n/6

b) —3n/4

c) 4m

d) ~0.175

e) ~ 0.0175

f) A 0.055

a) +/3/20g 1/2

b) sin30° = 1/2 og cos30° = +/3/2

[6] sin13° &~ 0.225, cos78° ~ 0.208

~ 70.53°.

Vinklene er 45°, 45° og 90°. Katetene har lengde d = 5/+/2.
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Seksjon 2.14

a) cos(r/4) = sin(r/4) = 1/3/2

b) cos(r/3) = 1/2, ogsin(r/3) = /3/2
) cos(57/4) = —1/+/2 = sin(57/4)

a) f'(x) = cos(2x?) - 4x

b) f'(x) = 10(cosx)®(—sinx)

0 f'(x) =—1/(sin*x)

d) f/(x) = cos?x —sin®x = cos2x

Seksjon 2.15

a) f/(x) =tanx + x/(cos? x)
b) f'(x) = 2x/(cos*(x?))
cos(x + %) = —sinx

b) & = 60° gir minst total veilengde. Krysslgsningen er best nér b > (a~/3)/2

Seksjon 2.16

0 = arctan(2/3) ~ 33.69°

a m/4

b) 7/6

c) 27/3

d) —n/6

a8 f'(x)=—x"2L~1/x)*)"Y?

b) f'(x) =2v/(1+ (x?)?)

a) arctanx + 5

b) —w/20gm/2

Ap = 2arctanb, oglimp_ oo Ap =7
Kunx = 0. For hvis f(x) = 2x — arctanx, har vi f(0) =0o0g f'(x) > 1foralex

14



[6] (mo/k)arcsin(kx) + C
a) Nullpunkt x = 0. Asymptote y = /2
b) Voksende paheleintervallet [—1, 0o).

b) y=0

Seksjon 2.17

Areal 15/4. Siste side blir /34 — 15./3
~ 25.7 meter

Seksjon 2.18

a) f/(x) = 5e>

b) f/(x) = (4x®+20)/(x* + x?)

Q) fl(x) = e 2 (2x +2)

d) f'(x) =eM10x . (In10) = 10" In10

e f'(x)=1/(xIn5)

) f/(x)=e"In((x +1)/x%+ 1)+ (2 + D(—x? —2x + D(x + D) 1x%2 4+ 172
a) x=1In4

b) x = %In(2/5)

) x = In(4/5)/(In10)

d) x = 995/2
e +Injx|+C

a) C(1.25) ~ 2.862 (kg)

b) Omtrent 14 r.

a x=0

b) Vokser pa (—oo, 1], avtar pa[1, oo). Makspunkt x = 1

c) Konkav pa (—oo, 2], konveks pa[2, oo). Vendepunkt x = 2.

[6] &) x = 0 b)Avtar pa (-1, —1/5] og vokser pa[—1/5, 1/5]. Globalt minimumspunkt x = —1/5. Minimums-
verdi: f(—1/5) = —e?/5. Globalt maksimumspunkt x = 1/5. Maksimumsverdi f(1/5) = (e¢*)/5 ¢) Konkav pa
(=1, —2/5], konveks pa[—2/5, 1/5]. Vendepunkt x = —2/5
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a)x = 0 b) Avtar pa(—1, —1/a] ogvokser pa[—1/a, 1/a]. Globalt minimumspunktx = —1/a. Minimumsverdi:
f(=1/a) = —e?/a. Globalt maksmumspunktx = 1/a. Maksimumsverdi f(1/a) = ¢*/a c) Konkav p&(—1, —2/a],
konveks pa[—2/a, 1/a]. Vendepunkt x = —2/a

a) f'(x) = f(x)-[3/(2x) +5/(2+ 2x) + 14x /(2 + 2x?)]
b) f'(x) = f(x)-[2/x +cosx/(2sinx)]

Seksjon 2.19

3 f'(x) =221

b) f'(x) = 35712

0) f'(x) = gx%5

d) f'(x) = 3(2x%>+5)7Y2. 4x
&) f/(x)=—3x"?

f) fx) =M girat f/(x) = x*(1+Inx)

Seksjon 2.20
a) f/(x) =2coshxsinhx = sinh2x
b) f'(x) = tanhx + x/(cosh? x)

C) gx) = %sinhx(coshx)—l/z
d) A'(x) = 5cosh(5bx)

a) Fasiten gisav figureni boken
b) Fasiten gisav figureni boken
c) Fasiten gisav figureni boken

d) Fasiten gisav figuren i boken

Seksjon 2.21

3 f'(x) =3(%+x)712
b) ¥’'(r) = 3(artanht)2/(1 — 12)
a) x =In(v/5—2) ogx = In(3+ +10)
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b) x=+3In3

Seksjon 2.22

a 1/2
b) 1/2
C) +oo
d o
e 0

f) 3

9) —1/6
h) 0
i1
N1

k) e
1
a0
b) 0
c 0
d) 4o0
a o0
b) 0

Seksjon 2.23

a K=1/2

Seksjon 2.24
a) Vokser pa (—oo, 0) 0g [3, 0o), avtar pa (0, 3]. Nullpunkt x =0 b)x =0,y =x — 3
a) Vokser pa (—oo, 0] og [6, oo), avtar pa[0,3) 0og (3,6] b)x =3,y =x +3

a) Vokser pé (—oo, —3+/3] 0g [3+/3, 00), avtar pA[—3+/3. —1) 0g (-1, 1) og (L. 3+/3]. Nullpunkt x = O b)
x=®£1,y=x

17



a) Ingen
b) Ingen
C) y=x
d y=x
e y=2x+5/2

Seksjon 2.25
4/\/3m/s~ 2.3m/s
3/3m/s

Seksjon 2.28

a) Ingen b) x =0, y = 0 ¢) Avtar pa(—oo, 0) og (0, co) d) Konkav pa (—oo, 0), konveks pa (0, co)

a) Ingen b) x =5,y = 0 ¢) Avtar pa(—o0, 5) og (5, c0) d) Konkav pa (—oo, 5), konveks pa (5, co)

a0 b)x=—-7,y=1 c)Vokser pa(—oo, —7) 0g (=7, 00) d) Konveks pa (—oo, —7), konkav pa (-7, oo)

A0 b)x=3y=1y=—1 c)Vokser pad(—oo, 0], avtar pa[0, 3) og (3, o0). Lokalt maksimumspunkt x = 0.
Lokal maksimumsverdi f(0) = 0 d) Konveks pa (—oo, 0] og (3, co), konkav pa [0, 3). Vendepunkt x = O.

x = 120 meter

[6]

a) 0ereneste nullpunkt, lim, o f(x) =liMy oo f(x) =1, lim_ o+ f(x) = 400, lim,_o- f(x) = —00
b) Vokser p& (—oo, —2) og (-2, 0], avtar pa [0, 2) og (2, c0). Lokalt maksimum x = 0. Loka maksimumsverdi
f©0 =0

c) Konvekspa (—oo, —2) og (2, c0), konkav pa (—2, 2)

a) 0ereneste nullpunkt, lim, o f(x) =liMy_ oo f(x) =1, lim,_, .+ f(x) = o0, lim,_, .- f(x) = -0
b) Vokser pa (—oo, —a) og (—a, 0], avtar pa[0, a) og (a, co). Lokal maksimumsverdi f(0) =0

c) Konvekspa (—oo, —a) og (a, oo), konkav pa (—a, a)

Den maler hvordan krumningen til grafen endrer seg som funksjon av x

9]

a) Nullpunkteneerx =logx = —11

b) ¢'(r) = 3t? + 18r — 21. Vokser pa& (—oo, —7] og [1, oo), avtar pA[—7, 1]. Lokalt maksimumspunkt x = —7.
Lokal maksimumsverdi f(—7) = 256. Lokalt minimumspunkt x = 1. Loka minimumsverdi (1) =0

c) Konkav p& (—oo, —3], konveks pa[—3, co). Vendepunkt x = —3

a) Bruk skjegringssetningen
b) f/'(x) =3x%2—3, f”(x) = 6x. Kun ett nullpunkt.

18



25cm

~ 49.5 meter

25

k2/4

Hgayde 10 cm, lengde og bredde 20 cm

= [ (=] [H] [
ERENENERRE

1
a) 0,13+ 57, 23— V5D

b) Vokser pd(—oo, —1] 0g[2, oo), avtar pa[—1, 2]. Lokalt makspunkt x = —1, f(—1) = 7. Lokalt minpunkt x = 2,
f(@2)=-20

c) Konkav pa (—oo, 1/2], konveks pa[1/2, oo). Vendepunkt x = 1/2.
a) 0og-1

b) Vokser pa (—oo, —1] og [-1/2, c0), avtar pa[—1, —1/2]. Lokat maksmum x = -1, f(-1) = 0. Lokalt
minimum x = —1/2, f(-1/2) = —-1/4

c) Konkav pa (—oo, —1], konveks pad[—1, oco). Vendepunkt x = —1.

a) 00g —a b)Vokser pad(—oco, —a] og[—a/2, co), avtar pa[—a, —a/2]. Lokatmaksmumx = —a, f(—a) = 0.
Lokaltminimumx = —a/2, f(—a/2) = —a?/4 c) Konkav p& (—oo, —a], konveks pa[—a, 0o). Vendepunkt x = —a.

a) Nullpunkter x = 0 og x = 8. Vokser pa (—oo, 6], avtar pa[6, co)

b) Konkav pa(—oo, 8] 0g [12, c0), konveks pa[8, 12]

a) Nullpunkter x = 0, x = 1. Vokser pa (—oo, —2/11] og [0, oo). Avtar pa[—2/11, O]

b) Konkav pa(—oo, —1], [c1, 0] 0g [0, 2], der c; ~ —0.395 og ¢ &~ 0.05. Konveks pa[—1, c1]
X = 3(a1+ap)

X = %(a1+a2+~~~+an)

a Fx)=2—x

Q) F(x)=3x+2

b) F(x) =1

c) F(x) = /xo0+ (x —x0)/(2y/x0)

8 fx)=(x-3?-8

~ 2.52 meter

x = /2. Aredlet er 2
x=(3/3)/4
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sinha

De andre vinklene er tilnaamet 50.5° og 89.5°. Den siste siden er tilnaamet 7.8.

6 = 60°

Hvisc1 < cp, velg x = 200. Ellers, velg x som det minste av tallene 200 og 100c(c3 — c3) /2
~ 70.5°

y=14+4(x —m/4)

BB B (W (W W W
N [P |9 [© [0 [N [O)

Makspunkter x = 37 /2 + 2k, der er et k helt tall. Minpunkter x = /2 + 2k, der er et k helt tall.

Seksjon 3.1

a) 3?+C

b) x2+5x+C

0 x°+C

d gx°+C

a) —(1/x)+C

b) —(2/x) + B/ +C
0 Fx+D*+C

d) %axz—l—bx—i-c

e fard+ 1P+ C

f) —(ro/x) + (kx?/2) + C

a s"(t) = —g,As'(t) = —gt + C. Kravet s'(0) = vg gir das’(t) = vop — gt. Dermed s(t) = vot — %gtz + C.
Kravet s(0) = 0 gir C = 0, sAsvaret er s(r) = vot — 3g1°

b) Kulener hgyestved: = vg/g. Hoydeda: s(vo/g) = vS/(Zg). Total tid frakulen skytes opp til den treffer bakken:
2v0/g

c) Heayde ~ 510 meter, total svevetid ~ 20.4 sek.

Seksjon 3.2

0.36

b) 2

1/3
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Seksjon 3.3

a) 2/3

b) Zkb%+ hb

c 4

d) x +x2/2+x3/3

Aredleter [Zx3dx =4

3 f'(x)=1/v1+snx

b) f'(x) = v/1+ x22. 2x ved kjerneregelen
36

(& &

Omtrent 3.4 meter

Aredleter [~ (1/x?)dx = 1/2

[

Siden [, (x* — 1)dx = —8/5, er arealet 8/5

[©)

Arealeter [% (x + 2)dx — % x%dx = 9/2

(]

Seksjon 3.4

Q) H02+9B+C

b) 5 (7x* =54+ C

) m6x+58+C

d) &(ax+b)8+C

e 34.1

f) (kp/@)[(kx — wio) ™ = (kx — @)™"]
9 3(V0E+C

h 32+ 1D3+C

) 2v2-2
) —3/8—y3+cC

) (VBx+3°%+C

b) 52 (vaox +r)*+C
o) VxZ+14C

d) 362 —2V1+x2+C
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e Gx—2Jx+C
N 3WIt+Hi+cC
a) g (Y»tttc
b) (VX)) +C

8(n_J-H_)[5n+1 _ 4n+1]

Seksjon 3.5

a) xsinx +cosx + C

b) —xe™ —e™*+C

C) —xcosx +sinx +C

d) —(1/2)te™* — (1/8)e ¥ + C
€) %lenx — %xz +C

f) &1+ 45

g) 1—2¢1

h) %(x3ex3 - exa) +C

i) %xzez" — %xez" + %ez" +C
j) 13" — 3% +6re' —6e' +C
Ky xInx —x+C

) (xInx —x)/(n10) + C = xlogx — x/(In10) + C

c) (1/2)e* sinx — (1/2)e* cosx + C

a) (1/2)¢* sinx + (1/2)e* cosx + C

b) —(1/5)e% cos4s + (1/10)e% sindt + C

(1/4e® + (1/2)x + C

b) x%e* — 4x3e* 4+ 12x%¢* — 24xe* + 24e* + C
6] x(Inx)* —4x(Inx)® + 12x(Inx)2 — 24x Inx + 24x + C

Seksjon 3.7
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a) (1/8)x — (1/32)sindx + C

b) —2/(cosx) + 1/(3cos’ x) — cosx + C

c) cosx — artanh (cosx) + C

d) (1/7)cos’ x — (1/5)cos’x + C

a) (2/3)sin¥2x — (4/7)sin"2x

+(2/1)sint2x + C
b) —2(sinx)~Y2 — 4(sinx)%2 + 3(sinx)"/2 + C

a) 1/(2sinx) —3sinx — (1/3)sin®x — (1/5)sin°x + C
b) —(cos*x)/4+C

(1/16)x — (1/64) sin(4x) — (1/48)sin2x + C

b) —(1/6)cos3x — (1/22) cosllx + C

) (1/8)sindx — (1/28)sin14x + C

d) (1/10)sin5x — (1/38)sin19x + C

Seksjon 3.8

a) arcsin(x/4) + C

b) (1/2) arctanx + x/(2 + 2x%) + C

¢) vx2—=25/(25x) + C

(1/3)(a? — x2)%2 —a?JaZ =32+ C

a) x/v1+x2+C

b) (1/8)(2x2 — 9)v/9 — x2
+ (81/8) arcsin(x/3) + C
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0) (x/8)(20 — 2x2)v/4 — x? + 6arcsin(x/2) + C

d) —v/1—x2/x —arcsinx +C

Seksjon 3.9
~1/(2¢% +2x +2) + @V3/3)arctan(Z (x + ) + H(x + 5/ A+ 30 + ] +C

a -1/x+3 +C
b) (1/+/14) arctan((x + 3)/v/14) + C

) —2/(x2 — 2x + 10) + (15/162)[arctan((x — 1)/3) + 3(x — 1)/(1+ §(x — D] + C
d) arsinh((x +1)/2)+C
e (1/2arcsin(x — 1)+ (1/2)(x —Dy/1—-(x —=D2+C

Seksjon 3.10

a) 4lnjx — 1 +2Injx+ 2|+ C

b) (1/3)x3 - (1/2x° +x —Inlx + 1|+ C

0 A1/3)In|x =1/ +2/(x — 1)+ (1/3)Injx + 2|+ C
d Injx|+Injx =3 —Injx+3|+C

e In|x + 1| +arctanx + C

f) Injx —1] —2Injx + 2| +6/(x +2) + C

9) Injx — 1 + (1/2) arctanx + x/(2x2+2) + C

Seksjon 3.11

a) (2/5)(x+2%? - (4/3)(x +2%2+C

b) (4/3)x%*—-2/x+4- ¥Yx—4In(¥Yx+1D+C

0 x—2yx+2In(J/x+1+C

d) vI—x2—2actany/T—x)/L+x)+C

e 2Jx—3-Yx+6-5x—6In(Sx+1)+C

f) 2/xeV® — 2V + C

9) (3/28)(2x +5)"/3 — (15/16)(2x + 53+ C

h) 72+ 472 - (8/5)(x% + 452 + (16/3)(x? + H¥2 + C
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a) —2/(1+tan(0/2)) + C

b) —(1/5)In|tan§ — 3|+ (1/5) Inftan§ + 3|+ C

Seksjon 3.12
a 1l

b) 1/3

c) —2

d) Divergerer
e 3/2

f) Divergerer
a) Konv

b) Konv

c) Div

d) Konv

e) Konv

f) Div

Seksjon 3.13

a) Trapesmetoden gir ~ 0.506. Eksakt: 0.5
b) Trapesmetoden gir 3.87. Eksakt: 3.75

Seksjon 3.14

P+ +H2=4
x+D%°+(»—-22=9
=12+ (y-1*=1
Bredde (16/27)[(v/13/4)° — 1]

@ & [ N [H

a) 2/5

b) (8/27)[(v22/8)2 — (V1343
c) 13/12
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d) ~ 1.16024

Seksjon 3.15
[1]

a) 1287/7

b) 237/2

) (r/D[1—27"]

a) 327/3

b) (27/3)[(v5)® - (v2)%]
0) 2n(k—1)

1287 /45

s%h/3

1/4

[ [& [

(o]

1/12

b _
V=n {01 ody

[ [N

n[rla — %az + %r3]

4r3/3

(<]

Seksjon 3.16

V=1 [HLf @] = [s()]?)dx
(/6)[(v/5)° — 1]

3] 1ln/4

4]

b) Volumet er =

Seksjon 3.17
6[(v19° - (vV2)9]

2]
a) 4587/15

b) 1017/6
3]
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a) 7/(2n + 1)

b) 2n/(n+2)

AV - (V2 Y

6] 287/3

V= [l 0] - [g)]P)dx
[9]

Kulens gjennomsnittshayde er tilnsamet 3.4 meter

Seksjon 4.1

b) /2 pAbegge

c) 3z/4095m/4

d) z = 26/CT/D w = /26/57/

b) Rez=—1,Imz = -3,z = (-1) + (—/3)i

A = (1)VD) + AVDi, 6T = § 4 i, 2D = L i =

14 /3i

24+w=9+i,zw=26+22i

[6] 2e/C7/3 =1 /3i,5¢!'1 = 5c0s1 + (5sinl)i &~ 2.7 + (4.2)i

—2+4 (—2)i = +/8e!®7/Y 093+ 4i =56, der & = arccos(3/5) ~ 0.927

Seksjon 4.2

a) 6—2i

b) —3—4i
c) 1+3

d) 3+8i

e) 4+ 12i
f) 24+ 4i

9 2

h) —19 — 13i
i 4 _ 1

0 — 5
) —i
K) o + 5
) —5i

27
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m) —2+2i

n) i

0 —1-—i

p) —(7/625) — (24/625)i
q) 1+ 4

a) 6elG/4

b) 2¢i(7/®

Q) 4+3i=4-3i,-2—2=-2+2i

b) z =re? girz =re!? = re='%. Sdkonjugasion gir speiling om den reelle aksen.

Seksjon 4.3

Den andre kvadratroten er —2 — 3i
a) 2¢1(27/3)

b) €i/8)

C) /Bl /4

d) e

8) (VD +,/2

b) —1/2+ (v/3/2)i

c) 2V4cos(/8) + 24 sin(n/8)i ~ 1.1+ 0.5

d) 2%4cos(77/8) + 214 sin(7/8)i ~ —1.1+ (0.455)i
a) z=+(—/(3/2) + (1/v2)i)

b) z=£(=(1/v2) + (1/v/2)i)

a 3i

b) i

c) 4i

d) i/2

e (1/v2) + 1/v2)i
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f) 8Y4cos(/8) + 8Y/4sin(/8) ~ 1.55 + (0.64)i
(6]

a) z har 4 fjerderatter
b) 1,-1,i og —i

Seksjon 4.4

a) wo = 21/6€i(”/12), wy = 21/661'(371/4), wo = 21/661'(17:1/12)
b) wo = 2!/ wy = =2, wp = 2/57/3

Q) wo =0y =l 6T/0) yy, — £i(37/2)
wo=1,wi=i,wr=-1 w3 =—i

1= (V3/2) + (1/2i, 22 = —(V/3/2) + (1/2)i, z3 = —i

7 = —1 enestelgsning

O & [« [N

p*qi

Seksjon 4.5

a) z=+(—/@/2) + (1/v2)i)

b) z=£(=(1/v2) + (1/+/2)i)

a 5+ 3i

b) +2i

c) —1+7i

d) 3+i

e) 90g—3

fy —=7+2i

a —3+ ‘/TEi

b) —3i+3

c) 0og—2+2i

o) £1, %, £(F5 + F5i), =75+ i)
(V2-2)+(W2-2)i0g(—v2—-2) + (—/2-2)i
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Seksjon 4.6
P2)=(z-3%Gz—-i)z+i)=(z—-32%(%+1)

by x=1-2i,x=-1,x=-2

Seksjon 4.7

Hint: Skriv det komplekse tallet ¢/™ pa rektangulaa form.

Seksjon 5.1
X, =5-2"4+4.(=3)" —n—3/4
a (i)x" = C(=3)" + Dn(-3)"

(i) xs =3

(iii) x, = C(—=3)" + Dn(=3)" + §
(i) xp = §(=3)" — {n(=3" + §
b) (i) x" = C + D(-1)"
(i) x§ = £(n® — 3n% + 2n)
(iii) x, = C + D(=1)" + E(n® — 3n? + 2n)
(iV)x, =1+ l(n3 — 31?4+ 2n)
o) (i) x! —6”/2[Ccos +Dsn’
(”) xn - + (62+6 (€2+6)2)e
(iii) x, = 6”/2[C cos’F + Dsjnﬂ -+ (g —ew)e

(iv) Som (jii), med ¢ = & — 0g D =6Y2Y 4+ Zo - Sy

n—

(e2+6)2
d) (i)x! = C-0"+ D(—1)". Merk at vi her bruker konvengonen 0° = 1. Vi har dtsdx = C + D, ogx/' = D(-1)"
forn > 0.

(i) x, =3

(iii)x, = C-0"+ D(=1)" + }

(V) x, = 30" — 2(-D)" + 3
e ()x"=C+ D=1

(ii) Her kan vi gjette pax} = A cosn + B sinn. Innsetting gir f@lgende lineaare ligningssystem for A og B:

(=14 cos2)A+ (sin2)B=1
(—sin2)A 4+ (—1+cos2)B =0

Dette systemet har en entydig |asning som kan finnes f.eks. ved innsettingsmetoden.
(i) x, = C + D(—1)" + Acosn + Bsinn med A og B fra(ii) innsatt
(iv) C = 3(A(1+cosl) + Bsinl) og D = 3(A(1— cosl) — Bsinl) innsati (iii)

f) (i) x! = C + D(-1)"

(i) Her kan vi tax} til &vage summen av x;-ene frab) og €), dtsi xs = £(n® — 3n? + 2n) + A cosn + Bsinn,
der A og B er som under €)

(iii) x, = C + D(=1)" + 3(n® — 3n? + 2n) + A cosn + B sinn med A og B som fer
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(iv) Siden £ (n® — 3n2 + 2n) = 0forn = 0 0gn = 1, blir verdiene for C og D de samme som i punkt €).
0) L = (v/5+ 1)/2, atsddet sékalte «gyldne snitt»
a5
b) Xn+1 = Xp + Xp—1
c) Detteblir Fibonaccitall nummer 101.

Seksjon 5.2

a) Ne
b) Ja

f(x)=sinx

Seksjon 5.3

a) y(t) =Ce? +7 b) y(r) =7 — 2%

a) y(1) = (1/5)t — (1/25) + Ce™" b) y(t) = (1/5)t — (1/25) + (26/25)e
Ay(r)=Ce¥ +1b)y@r)=1—e¥

a) y(x) = CeP™ —woq/po b) y(x) = (yo + woq/po)e”™ — woq/ po

8) y(1) = CeT*/D+2 ) y(1) = — 2/ +2

6] @ y(r) =arctant//1Z+ 1+ C/viZ+1 b) y(t) = arctant//12 + 1+ 1/ViZ + 1
a) y(t) = (1/2)t(In1)2 + Ct b) y(1) = (1/2r(Int)2 +¢

a) y(1) = (qt/k) — (q/ k%) + (r/ k) + Ce ™ b) Sett C = q/k% — r/k i lgsningen fraa
9] @ I(t1)=(E/R)+ Ce ®/D! ) I(t) = (E/R)(1— e R/

Seksjon 5.4

a) y(1) = Ce* +3/2 b) y(1) = (7/2)e* +3/2

8) y(1) = (C— 3~ samty =0 b) y(1) = @— 3973

a)y(t) =—1+2/(L+ke?)samty(t) = —1 b) y(t) = —1

a) y(1) =Cr b) y(t) =1

y(x) = tan(x + 3x* + )

6] y(x)=1+Ce
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a) Ingen av delene

b) Linesa, y(t) =12 — 2t + 2+ Ce™!

c) Separabel, y(t) = tan(t + C)

d) Separabel, y(r) =[In|2+ 1|+ ]!

y(t) = Ce* — (b/a) fora #0. Fora =0fédsy(t) = bt + C

[9] Lesningeny = y(t) oppfyller e +y =t + 1. Den er dtsdinversav funksionen g(¢) = e’ + ¢ — 1. Dettekandu
famyeinformasjon ut av.

Seksjon 5.5

a) y(t) = Ce®/?" 18/3
b) y(r) = —(11/3)e¥/?" 4 8/3

a) y(t) = 10/(1 4 ke~ ®") samt y(r) = 0 b) y(r) = 10/(1 + ¢~ &)

[« [N

a) y(t) =3-5/(1+ke %) samt y = 3 b) y(r) = 3—5/(1 — 27 19)

(&)

) y(1) = 1/(1+ke') samt y(r) = 0 b) y(t) = 1/(1 — 3¢")

(o]

—2N2 4+ 6N — 4= (—2)(N — 1)(N — 2). Generdll lgsning: N(x) = 1+ 1/(1 + ke~2") samt N (x) = 1.

Seksjon 5.6

N (1) = 8+ 12/(1+ 5e~2*). Vekstraten er starst ndr N = 14, og daer r = (In5)/24
N(t) = 10000¢% . Ved t = 10 er der ~ 1017 bakterier.

Seksjon 5.7
25 &

a) dg/dt = k — 0.05g, g(r) = 20k(1 — ¢~ 905), Giftmengden stabiliserer seg p& 20k. Utslippsrate for maksimal
forurensning: k = 10 kg pr. dggn

b) dg/dt = —0.05g. Utslippsrate: k = 10¢%° ~ 16.5 kg pr. dagn

a) dN/dt = (0.4 + B)N. Lasning: N(r) = 14¢0.27+6r
b) dN/dt = kN. Lasning: N(r) = 14¢"
) 14e8 ~ 41733

Seksjon 5.8

32



a) Generell lgsning y(t) = Ce’

b) Generell Igsning y(t) = arctan(z + C)

¢) Generell lgsning y(r) = 1> — 2t + 24 Ce™*

d) Generel Igsning y(r) = (1/3)t3 + C

€) Generell lgsning y(t) = 1/(1+ ke') samt y(¢) =0

Seksjon 5.9

a) y(t) = Ae? 4+ Be™™ b) y(t) = (1/6)e? — (1/6)e™¥

8) y(1) = A2 4 BV ) y(1) = (v/2/2)e V2! — (v/2/2)e V2D
a) y(t) = Ae% cos3t + Be? sin3t b) y(t) = e% cos3t — (2/3)e? sin3t

a) y(t) = Ae¥ + Be™? b) y(t) = (4/5)e> + (6/5)e=%

a) y(t) = Ae- /2" cos(v/3t/2)
+ Be= 321 sin(\/31/2) b) y(1) =0

6] & y(t)=Ae "+ Bte " b)y(t)=e " + e "
a)y(t)=A+ Be ' b)y@r)=8—-8e"
a) ys(1) =2/9 b) y(1) = Ae™¥ + Bre™¥ +2/9 ¢) y(t) = (7/9e 3 + (10/3)te=% + (2/9)

9] &) ys(t) = —(1/2)t — (1/12) b) y(r) = Ae? + Be™¥ — (1/2)t — (1/12) ©) y(1) = €% + (1/12)e% — (1/2)t —
(1/12

a) vs(1) = (1/9)12 — (4/27)t + (2/27) b) y(t) = Ae~3 + Bre=3¥ + (1/9)12 — (4/27)1 + (2/27)
a) ys(1) = —1/6 b) y(1) = Ae? + Be™> — 1/6

8) ys(t) = —(1/2)t — 1/4 b) y(t) = Ae” + Be™¥ — (1/2)1 — 1/4

y(1) = Ae® + Bre® +1/64

e e S =
EERSRERE

a) yn(t) = Ae¥ + Be™™
b) ys(t) = —(1/20)t — 1/400
Toreelleratter r1 0gro: W = (rp — r1)e"112" Enreell rot r: W = ¢!, Komplekseratter u +iv: W = ve?!

Seksjon 5.10

&) (1/y)y' =2—1,lgsning y(r) = e¥~1/2"°

b) Vokser pa (—oo, 2], avtar pa[2, co)

a) y =g(t)- (25— y), lgsning y(r) = 25 — 23¢ . F&r k = (1/100) In(23/5)
b) y(t) = 25 — 23¢(r/21*=100rt £3r , — (1/5000) In(23/5)
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c) G =1In(23/5)

a) v(n) = (g/k)(L—e ™)

b) Stabiliserer seg pav = g/k Med k = 0.08 s~ 1 stabilisering pav ~ 122.5 m/s
c) g/k

a) Stigningstall 4

d) Generell lgsning y(r) = Ce3— (/21

€) Vokser p& (—oo, 3] avtar pa[3, co).

[9] Sidendifferensligningen bestemmer hvert nytt ledd ved hjelp av deto foregdende, vil verdier for xo og x; bestemme
Igsningsfalgen entydig. Resultatet fglger na fraforrige oppgave

Seksjon 6.1

a) Konvergerer, sum5

b) Konvergerer, sum 1/6

c) Divergerer

d) Konvergerer, sum 7/10

e) Konvergerer, sum 1/3

Y onea(1/n)

17/12

% gc - (0.977)" = ¢/0.023 ~ (43.5)¢

Seksjon 6.2

a) Div
b) Konv
c) Div
d) Div
e) Konv
f) Konv
g) Konv
h) Konv
a) Div



b) Konv

c) Konv

d) Konv

e) Konv

f) Konv

g) Div

h) Konv

a) Divergerer
b) Konvergerer betinget
a) Div

b) Div

c) Konv

d) Div

e) Div

f) Konv
1-22432-42452_62472-824+92-102~0818
[6]

a) Konv

b) Div

c) Konv

d) Konv

e) Konv

f) Konv

g) Div

h) Konv

i) Konv

j) Konv

k) Div

) Konv

m) Konv

n) Div
Konvergerer for p > 1, divergerer for p < 1.
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Seksjon 6.3

a) Taylorrekken: 1 — 2x 4 4x2 — 8x3 + 16x% — - T3(x) =1 — 2x + 4x° — 83

b) 1/(2x+1)

T3(x) = 3 — 7x + x2 + 5x3. Taylorrekkene: Begge blir 3 — 7x + x2 + 5x3 + 2x*
a) Ta(x) =1+ 2x + 2x2 + (4/3)x3 + (2/3)x*

b) In(L.2) ~ 137/750

Seksjon 6.4

a) Konvergerer for x € (-7, 13)
b) Konvergerer for x =0
c) Konvergerer for x € (1, 3]

d) Konvergerer for x € [—6, 4]

a R=1
b) R=¢

a) Y0, x"/(n? + 2n). Konvergerer for x € [—1, 1]
b) Y%, (—1)"x"/(n? + 2n). Konvergerer for x e [—1, 1]

a) Til f:x4x3/30 4+ x3/8l +x7/TM 4. Til g 1+ x2/2 +x*/41 + x5/61 4 - ..

Seksjon 6.5
g) =02 /(" (n + 1))

a) 1—x2/31 4+ x4/5 — x8/70 +x8/91 — ...
b) —1+4x/2 —x2/3! +x3/41 — x4/5! 4 ...
C) %xz—zflc,)x3+3f14x4—rl5x5+-~-

d 24+ 2-3)x+3B-Hx°+@4-5x3+--.

€) %—1—16x+3—12x2—6—14x3+ﬁx4—~-
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b) F(x) = Y% (—1)"x¥*2/(2n + 1)!
c) F(x) =xsinx

d) f(x) =snx 4+ xcosx

e 1

Seksjon 6.6

a) (i)x e (=11 (i) x/(1—x)?

b) (i)x e (2,4 (i) (x —3)/(4—x)?

o) (i) x € (2/3,4/3) (i) 1/(4 - 3x)

d) (i)x €[-1.1) (i) —In(L — x)/x for x € [-1,0) U (0, 1). For x = 0 er summen 0.
2

(5/4) —3In3—3In2

Seksjon 6.8

a) n =11 holder. T11(x) = x — x3/3! + x5/5! — x7/71 4+ x2/9! — x11/11!
b) n =27

Q) Ta(x) =1+3(x—1 —g(x — D2+ &(x — 13
1/3 —1/42 +1/1320

Integralet er tilnaamet lik 13/42

[6]

a) 1+ 5x—gx2+--

b) 14+2x2 —2x* 4 ...

) 1+%x4—%x8+---

d) 1—%x3+gx6—

x —x3/34x%/5—x"/T+x°%/9— ..

b) arctanl=n/4

[9] Konvergerer

a) Konvergerer

b) Divergerer
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(_67 2]

T3(x) = =1+ 3(x =D + g(x = % = g (x = 1)°
Yo~V G

d) T2(v) = (1/2)mov?

a) To = 80/9, S1 = 80/9

b) T1 = 80/(9%), S2 = 80/(9?)

) T» = 80/(93), S3 = 80/(9%)

d) 10 sekunder
Seksjon 7.1
a x=3y=7
b) x =17,y = —13

a x=3y=-6z=0

by x=y=1/5z=-1

x=1y=2

Lasningene er ale punkter (x, y) slik at x = 2y
Systemet har ingen | gsninger

Seksjon 7.2
a) Generell lgsning (x, y, z) = (-2, —1, 2). Dimensjon: 0
b) Gen. lasning (x1, x2, x3, x4) = (2 — 3t, —5¢t,1 — 4¢,t). Dimengon: 1. Kommentar: En annen méte & skrive
|@sningen pa er
(xlv X2, X3, x4) = (2 - 3t7 _St, 1 - 4t7 t) = (23 07 17 O) +[ N (_33 _51 _45 1)
Tilsvarende for oppgavene nedenfor. Dette vil bli aktuelt senere, ndr vi diskuterer nullrommet til matriser og kjernen
til linagravbildninger. Se seksjon 12.3.
c) Generell lgsning (x, y, z) = (—35¢, 3¢, 7). Dimensjon: 1
a) Generell lgsning (x, y) = (5,1). Dimengon 0

b) Generell lgsning (x1, x2, x3, x4, x5) = (—2 — 157 + 3s — 21, —~1— 6r +s5 — 1,7, 5,1). Dimension: 3
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c) Gen.lasn. (x1, x2, x3, X4, x5) = (L —5s + ¢, 5,1, —1, 2). Dimengon: 2
d) Ingen lgsning

e) Gen.lgsning (x, y,z) = (3— 2t, —2¢,¢). Dimengon: 1

Seksjon 7.3
a) 23

b) —3

a) —27

b) 46

34

a) Inhomogent

4 7 1
b) [—2 ~17 3}, D = —184

3 2 5
c) Enentydig lgsning
a) Entydig lasning
b) Uendelig mange lgsninger
[6] Entydig lasning
a 1 0
a) |:—1 a? 0:|, D=ad*+a
-1 1 a
b) a=00ga=-1
¢) Uendelig mange Iasninger hvisa = 0, ingen lgsning hvisa = —1, entydig lgsning ellers.

Ved suksessiv opplasning etter farste rad far vi at dersom en kvadratisk matrise M er s3kalt gvre triangulae,
dvs. at den har bare nuller under diagonalen (nedover fra evre venstre hjgrne til nedre heyre hjarne), s er det M lik
produktet av elementene M;; langs diagonalen. Dette gjelder forevrig ogsd hvis M er nedretriangulaa, dvs. at M har
kun nuller over diagonalen.

Seksjon 7.5

a Aer3x3,Ber3xlogCer2x3
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_12
b) BA, AC og BC er ikke definert. Vi har AB = [ 20 i|,CA _ [8 16 _12},03 _ [_8]

. 6 0 -13 0
9 39 -16
0) M=|:21 11 —48}

6 18 -4
-1 -1 2 -1
T T
5 -26
i

16 19
3 Azz[o 1]"43:[0 1}

b) Ved &preve deg frem kan du se at resultatet ser ut til dvaae A" = [é 311} Du kan s bevise dette ved induksjon
ved & bruke at
1 3] [13]_[1 3+3]_[1 3n+1
0 1 0 1 |0 1 10 1
-1 -3 -5
A:[z 0 —2}
-4 1
a) AI:IA:[ 7 17}
1 00
[6] 1=[0 1 0}
0 01

aix + aizy :
7 dette er en (2 x 1)-matrise
[azlx + azy :| ( ( ) )

Seksjon 7.6

a) Padisse oppgavene er det enklest a bruke den eksplisitte formelen for inverse av (2 x 2)-matriser, selv metoden i
teorem 2 naturligvis ogsa fungerer. Vi far at den inverse er

i3 1
71-1 2
b) Matrisen er sin egen invers

c) Ikkeinverterbar, fordi determinanten er O

1 0 0
M‘1:|:—1 1 o}
0 -1 1
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De transponerte av matrisene fra oppgave 1 er henholdsvis

RN I i B ]

De transponerte fra oppgaven i forrige seksjon er

-1 3 0 1 0
AT:|:5 1 2} B"=[3 -1 -2] CT:|:3 2]

2 -6 1 4 -1

Hvisvi antar at A og B har inverser A=1 og B~1, f&r vi ved vanlige regneregler for matriser
(B'AYHY(AB) =B A A)B=BYIB=B"1B=1

En tilsvarende regning viser at (AB)(B~1A~1) = I. Alts&(AB) 1 = B~1A~1.

a) Siden A- A1 =17, f& videt(A~1A) = det . AltsAdet(A~1A) = 1. Produktregelen for determinanter gir s& at
det(A=1A) = (det A=1) - (det A) = 1. Divider med (det A) pd begge sider av den siste likheten. Husk at det A bare
erettall, slik at (det A)~! = z. Merk at siden A er inverterbar, vet vi ogsi at vi ikke deler pa 0 her.

b) Produktregelen for determinanter kombinert ved induksion. Induksjonstrinnet: For n > 1 har vi
det(A"t1) = det(A" - A) = det(A") - (det A) = (det A)" - (det A) = (det A)"+?1

Her brukte vi produktregelen for determinanter i andre overgang.

Hvismamma, Stineog Trineer x, y ogz, sdharvix = y+z,x—21 = 4(y—21)+4(z—21) og (x —18)+(y—18) =
10(z — 18) Omskriving gir at dette systemet har matrisen M som koeffisientmatrise. Vi far x = 49, y = 27 0gz = 22.

Determinanten er 84 — 31 + A2, Verdier av A: 28 og 3

Seksjon 7.7
Egenverdien er 3
[ —3B; A2
a) A1 = 9 med egenvektorer } A = 2 med egenvektorer [ ]
| B1 247
A4 —7B>
b) A1 = 2 med egenvektorer 0 ],Az = 1 med egenvektorer [ B, }
c) A1 = 3 med egenvektorer [ A } A2 = 1 med egenvektorer [ 0 ]
| (5/2)A1 B>

d) A = 2 med egenvektorer [ ’2 ] (alle vektorer er egenvektorer)

0 Ao A3
a) )lelmed{ 0 },Azz3med|:A2},)\3=—1med|:—A3}
C1 0 0
A A2
b) Alzlmed[ o]xz=2med[ o}
0 Ao
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A1 0
C) Alz—Smed[ 0 ],Azzlmed|:B2}
0 Co

—6B1 0
d) A1=—5med[ B1 :|,)»2=lmed|:0:|
—(5/3)B1 C2

—2Cq Ao 0
klz—6med|:—3C1],A2=—2med|:—A2:|,)\3=2med|: B3 :|
Cy 0 —B3

. 0 . A2
a) Al_Omed[BJ,/\z_lmed[ 0i|

b) A =0med [2 ] (alle vektorer er egenvektorer)

Seksjon 7.8
10 172
3 M= [1 1/2]
b) Neste dag: [380] Dagen etter det igjen: [128}

-1 1 130 40

-1_ : :

c) M _[ 5 0}. Dagen far: [170].Todagerfrar. [260}
_ 1|6 5

d 4= l6[10 11}

e) Tilstandenvedtid s = n blir [yn] = [200 - 200(—1/2)"}

0 4 0
a M= [1 0 O}
010
b) Nei. Generell lgsning (x, y, z) = (20, 6, t), der t er en fri parameter

c) Nei. Usikkerheten knytter seg til antall gamleifjor. Denne usikkerheten tilsvarer den frie parameteren i ligningssy-

stemet fraforrige punkt

d) A = 2 med egenvektorer (4C1, 2C1, C1), A2 = —2 med egenvektorer (4C2, —2C>, C2), A3 = 0 med egenvektorer
(0, 0, C3). At tilstandsvektoren er en egenvektor med egenverdi O, er ensbetydende med at bestanden vil vaare utryddet

neste &. | vart eksempel vil dette vagre tilfelle ndr vi bare har gamle katter

€ (Xn,Yn,2n) =(B8-2"+4.(—=2)",4.2" —2.(—2)",2:2"+(—2)") forn > 0. Vi har (xg, ys, z8) = (3072, 512, 768)

f) k ~ 0.7174

P:[; fl},Dz[é _((1)/2)].MerkatPikkeerentydigbeﬂemt.
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Seksjon 7.9
Ja

Determinanten er O fora = —4,a = 1 0ga = 4. Ligningssystemet er garantert ikke selvmotsigende nér
a¢{—4,14}. (Velgxa=0)

a) x =10/3,y = —10/3
by x=57y=0
x=-3,y=1z=2
a —1

b) O

a) Enentydig lasning

b) Enentydig lgsning

[9] LaN vaaematrisensomfasfraM vedatrekkefrai langsdiagonaen. Frateoremtekstenvetviatdet N = det(NT).
Vi finner egenverdienetil M ved &settedet N = 0. Videre finner vi egenverdienetil M" ved & settedet N7 = 0, fordi
transponering ikke endrer diagonalen i en matrise. Altsd ma egenverdienetil M og M" bli de samme.

[2] er en egenvektor for M = [(1) 8} med egenverdi 0, men den er ikke en egenvektor for M7

Vi fé&r (AB)C = C,somgir A(BC) = C. Innsatt BC =1 girdette A = C. SABA = 1.

Seksjon 8.1

a 3,9

b) (10,2)

c) (6,—9)

d) V13

e —7

f) v/650

6 = arccos(34/+/1750) ~ 0.622
Ikke vinkelrett

a) (5,3,0)
b) (11, —22, 6)
) (-9, —12, 6)
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d) /29
e —2
f) 15

Seksjon 8.2

a (—2,1,-9

b) (-3,2,1)

c 0

u x v =(1,1,0). Figuren ber vise en pil fraorigo til punktet (1, 1, 0) i R3
19

21

21

51/2

Vi har

N (o U B [« N

€ e
a b
c d

(a,b,0) x (c,d,0) = = (0,0, ad — bc)

oo

@

I(a, b,0) x (c,d,0)| = /02 + 02+ (ad — bc)2 = |ad — be| = ’det[z 2]‘

a ¢
(s 2

er arealet av parallellogrammet utspent av vektorene (a, b) og (c, d) i planet. (Hintet om det A = det AT trengs ikke
ndr man setter det opp slik som dette.)

Frateorem 3 fglger nd at

Vi regner ut venstre sidei lov 2:

€1 € €3
ax((b+c)= ap az as
bi1+c1 br+cy bz+c3

az as
by +c2 bz+c3

ai as
bi+c1 bz+c3

ap az
bi+c1 by+c2

3 ’

( )

az(bz + c3) — az(b2 + c2), a1(b3z + c3) — az(by + c1), a1 (b2 + c2) — az(b1 + C1))

N TN

azb3 + agxe3z — azby — azep, azby + azc1 — ai1bz — aics, airbs + aico — azby — a201)

Utregning av hgyresidei lov 2, altsda x b + a x ¢, gir samme svar. Dermed er lov 2 vist. Tilsvarende med lov 3 og 4.

[9] ax(bxc)=(-10,0),(@xb)xc=(0,1,-1)

Seksjon 8.3



@ 9
2] 105
3 6

a) Vektorena x (b x ¢) mastavinkelrett paa

b) Setta = (a1, az, az), b = (b1, ba, b3) 0g C = (c1, c2, c3), regn ut deto vektorenea x (b x ¢) og (a-c)b — (a- b)c,
og se de er like etter at du har ganget ut alle parentesene. Dette blir en del regning, men det trener ngyaktighet og
konsentrasjion. Et glimrende aternativ til meditasjon.

Seksjon 8.4
a) (10,3, 1)
b) (-8, -8, —12)

a) Lineaat uavhengige

b) Linesat avhengige

a) Linesat avhengige

b) Linesat uavhengige

a 2

b) x ligger ikke i underrommet

[6]
a) {(—2,4,19), (1,2,-1/2)}. Dimengon 2

b) {(1,0,0),(1,0,1)}. Dimension 2
c) {(3,11),(22,2),(0,0,1)}. Dimengon 3

De to vektoreneu = (0,1,0) og v = (—1,0, 1) har begge prikkprodukt 0 med n = (1,0,1). La U vaae
underrommet utspent av u og v. Siden u og Vv er linesat uavhengige, er dimensgonen til U lik 2. At alle vektorer i U
har prikkprodukt O med n, falger fordi enhver linesakombinasjon av u og v har prikkprodukt O med n:

(au+bv) -n=(@u)-n+®BvV)-n=aUu-n)+b(v-n)=a-0+5-0=0.

Sidenn-n=2#0,ernselvikkei U. Altsder U ikke tredimensjonalt, og det felger at U er underrommet bestdende
av alle vektorer som har prikkprodukt O med n.

{(1,-1,1,-1),(2,1,0,1), (0,0, 0, 1)}
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Seksjon 8.5

a) A(e) =(-1,10),A(e2) = (0,0,1)

b) Basis {(—1,1,0),(0,0,1)}. Rang: 2

a) Ty :R? - R2 Basis {(—1,1)}. Rang: 1

b) T4 :R3 — R2 Basis: {(—1,1)}. Rang: 1

¢) Ts:R3— RS Basis {((1,1,0), (2, -2, 1)}. Rang: 2

d) Ts:R3— R3.

Basis: {(2, 1,0), (5, 1,0), (2, —2, 1)}. Rang: 3

Gauss-eliminasjon (eller Matlab, eller hva du matte gnske) gir at den reduserte trappeformen il A er

-2

[cNeNeN
[oNeN e
O O

Fra metoden for & finne rangen og en basis for bildet til en matrise (se denne sekgonen) vet vi at sgylevekto-
renei A som tilsvarer pivoter i den reduserte trappeformen, utgjer en basis for bildet til A, atsd Col A. Altsa er
{(1,0,-2,1), (2,3,1,0)} en basis. Basisen har to elementer, s bildet er todimesjonalt og rangen til A er 2.

Seksjon 8.6
x+2y—z=0
x+y+z=3

a (1,1,-3
b) (1,-1,-1)
a N=(2,2,0
b) x+y=0

Den generelle lgsningen av ligningen 2x + 11y — 5z = 0 kan skrives x = —171)1 + %z, med Y og z som frie
parametre. Setter vi y = s 0g z = 1, kan lgsningen skrives (x, y,z) = s - (-3, 1,0) + - (3,0, 1). Med andre ord
utgjer de to vektorene (—1?1, 1,0) og (%, 0, 1) en basisfor U. Et penere svar far vi ved & gange dem med 2. Basisen
var blir da{(—11, 2, 0), (5, 0, 2)}.

(6]

a) Normalvektor (1, 1, 1)
b) Normalvektor (1, 1, 0)

¢) Normalvektor (—1,1, 1)
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d) Normalvektor (1,0, 1)
Ingen punkter felles

[9]
b) arccos(7/+/126) ~ 0.897

Seksjon 8.7
a) Hyperbel

b) Ellipse

c) Ellipse

d) Parabel

a) Hyperbel

b) Parabel

c) Ellipse

a 2(x+3%-19
b) —(x+3)2+2
) v-2%-1
d) x+ %+ R
a) Ellipse

b) Hyperbel

c) Parabel

Seksjon 8.8

x—3=3(y-1?

y—3=3a-57?

a) Brennpunkt (0, 1/4), styrelinjey = —1/4
b) Brennpunkt (1/4, 0), styrelinjex = —1/4
c) Brennpunkt (2, —1/16), styrelinjey = 1/16
(2,v/5) 0g (2. —/5)

3x? 4 4y? — 18x — 8y = 17
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[6] (0,4/2)0g (0, —+/2)

Seksjon 8.9
ar=260=0

b) r=4,0=mn/2
c)r=160=31/2

d r=+20=mn/4

€ r=20=m/3

f) r =5,0 = arccos(—3/5) ~ 2.2
a (0,-1)

b) (-1,-1)

a) re[0,1],0 €0, 27)
b) r €[0,00),0 € [n/4, /2]

C) 0 e(—m/2,m/2),r > 1/cosH. Forklaring: Demulige verdienefor 0 er intervallet (—m/2, w/2). Nar du har valgt
ené i dette intervallet, mddu sdvelger > 1/ cos6 for at punktet ditt skal havne innenfor omréadet.

d) 6 €[0,n/4],r €[0, 2]
6] x2(1—a®) + 2a%x + y? = d?

Seksjon 8.10

(x =224y’ +72=4
(x/H2+y* + (z/3)2 =1
(x —2)2/44+y2+7%2/4=1

6] () /3% + (/2?2 =1 (i) /3% + 22 =1 (iii) (/2% + 22 =1 (V) (&/3% + (y/2)? = 3/4 (V)
(x/3)2 + 22 = 3/4 (Vi) (y/2)? + z2 = 5/9. Alle snittkurvene blir ellipser.

Seksjon 8.11

ar=10=mn/2,z=2
b) r=+v860=m/4z=1
c)r=20=71/6,z=2
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a (-2,0,2

b) (0,-2,0)

a z=4-r°

b) r2=4

0 r2sinff+z2=1

d) z=r?cos20

€) cosh = —sind

f) rcosf +rsind+z=0

a p=20=n/2,¢p =71/2

b) p=v80=mn/2,¢=m/4
C) p=+/860=0¢=23r1/4
d p =5 ¢ =m, 06 hvasom helst
e p=4,¢=0,6hvasom helst
) p=2,0=31/2,¢ =7/6

r2+z2=4
[6]

a) (—3,0,0

b) (0,0,-1)

a p?=4

b) ¢ =n/4

c) p =cosp/sin?¢ for¢ € (0, 7/2]
d) p(sin? ¢ cos? + cos? ¢) = 2sin¢ coso
2+ 2+ 292 =a?(x?2 +)?)

Seksjon 8.13
9/v2

x=0
x+7y=12

Nei

@ & [0 N [H]

a) arccos(34/+/1325) ~ 0.365
b) arccos(1/+/3) ~ 0.955
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c) arccos(1/2) = /3

(6]

a (-1,-5,-6)
b) (3,5,24)

c) (0,0,1)

d) /98

e 12

f) 70

[7]

a (0,-2,-2)
b) (4,-8,4)

4

9] 2
—x+2y+z=3

Bws {(27 _15 1)7 (95 17 2)9 (07 6a _3)}1
X=2—-34t,1+4t,—-3—11z,t),derr e R

[14]
a) Vi har
040
M:[IOO]
010

Vi kan se fra dette at de to farste sgylevektorenei M, altsa (0, 1, 0) og (4, 0, 1), utgjer en basis for bildet til M. Sa
bildet er et todimensjonalt underrom av R3, altsd et plan gjennom origo. Vi har

e & e
0,1,0)x (4,0,1)=|0 1 0|=(10,-4),
4 0 1

sa planet har (a, b, ¢) = (1,0, —4) som normalvektor. Siden planet ogsd gar giennom xg, yo, zo0) = (0, 0, 0), blir
ligningen a(x — xg) + b(y — yo) + c(z — z0) = x + 0 — 4z = 0 Ligningen for P er altsd x — 4z = 0. Biologisk
tolkning: Det mavage 4 ganger sa mange unge som gamle. (Tenk over hvorfor.)

b) LNP ={(20, 6, 5)}. Biologisk tolkning: Snittet representerer den tilstanden vi mahahatt ifjor dersom utviklingen
av kolonien har vaat styrt av matrisemodellen i mer enn ett ar.

Antaat Mx = Ax. Dafér vi
(aM)Xx = a(MX) = a(AX) = (ar)X

Her brukte vi antakelsen vér i andre overgang og vanlige regler for matriseregning i ferste og tredje overgang. Altsaer
X en egenvektor for matrisen a M med egenverdi a.

[17]
o5 4]
0[5 9
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o [% o]

" [cose —sin9i|

sinf  cosé
b) e1 = +/3/2~ 0.866, e; = v/15/4 ~ 0.968, ¢3 = 0
0) 2
Jorden: a/b ~ 1.00014, Pluto: a/b ~ 1.0325, Kohoutek: a/b ~ 84.5

d) Hvisx,y € NulAoga € R, har vi
AX+Y)=AXx+Ay=040=0 og A(ax)=(aA)X=a(AX)=a0=0

Altsder Nul A et underrom av R”

Radreduksjon (Gauss-eliminasjon) gir at A er radekvivalent med matrisen

100 -2
010 -1/3
001 1
000 O

som er pa redusert trappeform. Siden de tre ferste sgylene her er pivot-sayler, felger at de tre farste sgylevektorene i
A er en basisfor bildet Col A til matrisen. Altsd er

{(1,0,2,1),(0,6,9,6), (3,7,15, 6)}

en basisfor Col A. For afinne en basis for nullrommet Nul A (definision i forrige oppgave), kan vi lgse det homogene
ligningssystemet Ax = 0. Dette gjares ved den samme Gauss-eliminasjonen, og resultatet blir

X=(2t,(1/3)t,—t,t) =1(2,1/3,-1,1)

der x4 = ¢t er fri parameter. Dette betyr at vektoren (2, 1/3, —1, 1) alene utgjer en basis for Nul A. (Dimensjonen til
Nul A er dtsal.)

a) Den skifter fortegn
b) De vil vaae ngyaktig like.

¢) Underdeterminantene dannes ved & stryke raden og sgylen hvert tall er med i, og fortegnet veksler — + — + - --
(minusferst).

d) Fortegnet veksler herigien 4+ — + — - --

e) Fortegnet veksler + — 4+ — --- hvis linjenummeret er odde, og omvendt hvis linjenummeret er partall. Som
oppsummering kan vi si at fortegnene fordeler seg som rutene pa et sjekkbrett, med positiv (hvit) rute averst til venstre.

f) Fortegneregelen blir akkurat som for opplgsning etter n-te rad (sjakkbrett).

Seksjon 9.1
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a) Omrédet der xy < 1. Dette er omradet «mellom» de to grenene pa hyperbelen y = 1/x

b) Hele R? unntatt linjen y = —x

c) Omrédet der y > 2x, dvs. omradet over linjen y = 2x

d) HeleR?

Dy = {(x,y,2) | x>+ y? + 72 < 4}, dvs. den &pne kulen med radius 2 og sentrum origo

a f(x,y) = e b) f(x,y) =r2cos20 c) f(x,y) =42 +52sn0 d) f(x,y) = 2rcost — 4rsind
f(x,y,z) =1/p. Nivéflatene er sfaarer
[6] f(x,y,z) =z/r. Nivéflatene er kjegler

Seksjon 9.2

a) Lukket, ikke kompakt
b) Apen

c) Ingen av delene

d) Kompakt

Seksjon 9.3

a) rel0,1),0e[-n/2 7/2]

b) re(4,00),0 €[-3n/4, /4]

a) Kulekoordinater: p € [1,4],¢ € [0,7/2],6 € [0, 2r)

b) Sylinderkoordinater: r € [0, 1], z € (—o0, 00), 6 € [0, 27)

c) Sylinderkoordinater: r € [0, 3],z € [0, 9 — r?], 6 € [0, 27)

Koordinatsystem: x = 3+ rcosf, y = 2+ rsing. Beskrivelse: r € [0, 2], 6 € [0, 2r]
0 €[0,2r],r €0, 6]

0 e[—n/2,7/2],r €[0,2cosh]

[6]

a) Koordinatsystem: x = 14+pSing cosd,y = 2+psing sind,z = 1+ p cos¢. Beskrivelse: p € [0, 1],6 € [0, 2],
¢ €0, 7]

b) Koordinatsystem: x = r cosf, y = y, z = r Sin6. Beskrivelse: r € [0, 2], 6 € [0, 27], y € R

c) Koordinatsystem: x = x, y = r cos6, z = r sinf. Beskrivelse: r € [0, 1], 0 € [0, 27], x € [0, 5]
0 €[0,2r),r €[0,1— cosd]

9] 6 ¢€l0,2r),¢ €[0, 7], p €[0,4sin¢]
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Seksjon 9.4
a) 21/11

b) e/2

c) Finsikke

d o

e) Finsikke

f) 0

9 0

h) Finsikke

i) 1

Seksjon 9.5

0.0

Punktene pa de parallelle, rettelinjenex + y = nw + /2, dern € Z
(x,y) =20

b) Settk = m + 1for &fadet som trengsi beviset

Seksjon 9.7

a) af/ox =4,3f/dy =5

b) 9f/dx = 16xy + 2, 3f/dy = 8x*> -5

) df/ax = [y(x? + y?) cosxy — 2x sinxy]/(x% + y?)?, 8f/dy = [x(x® 4 y?) cosxy — 2y sinxy]/(x? + y?)?
d) af/dx = yIn(xyz) +y +5y2, 3f/dy = xIn(xyz) + x + 10xy, 3f/9z = xy/z

) f/dx = 2xeX TV Gy = 2ye PV §f /a7 = 2768 YA

) af/ox; = 2y it o fori=1,....,n

af/dx = 5y?, 9f/dy = 10xy

a) 92f/0x2 = 42x°y3, 82 f/9xdy = 02 f/dydx = 21x5y2,
82f/8y2 = 6x7y

b) 92f/0x2 =0, 92f/0xdy = 32f/dydx = 2ye %, 32f/dy? = 2xe %,
02 /022 = xy2e 2,02 f/0x0z = 02 f/3z0x = —y%e %, 0% f/dydz = 02 f/9z0y = —2xye*

a (1,2
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b) (1. -1

¢ 0.0,(11),@ -1, (-11),(-1,-1

d) (0,0, 0), samt ale punkter (x, y,z) slikat x, y, z € {—1, 1}
e) (1/2,3/2,0)

x=y=z=20m

(6] Maksverdi 2925, minverdi —1575

128/27 0g 0

b) x =5m, y =10m, z = 10m

9]

a) 0A/dx =28 —4x — 3y, 0A/0y = 28 — 4y — 3x. Departielle deriverteer 0i (4, 4)
b) Maksimumsverdi A(4,4) = 112. Bar velge x = y = 4 meter
8000

Finsingen sterste verdi

15/4 cm

Seksjon 9.8
a) (x,y) = (1, 2) er et sadelpunkt

b) (1,0) er et sadelpunkt, og (0, —1) er et lokalt minimum. For & se at (—1, 0) ogsd er et sadelpunkt, merk at
f(—=1,0) = 0og at fortegnsskifte pa y gir fortegnsskifte pa f (x, y)

c) (x,y) = (0, 0) er et globalt minimumspunkt

Stagonaat punkt (x, y, z) = (—2/3, —1/3, 0). Siden egenverdiene til Hessematrisen er 6, 2 og —2, er dette et
sadel punkt

Seksjon 9.9
-1
C Toame x% 2y -12 -3 2 x
o[ Dreomeami [ 2 A1

L(x,y) = v/24(1/v/2)(x—2)+~/2(y—n /4). Ligningfor tangentplanet: z = v/24+(1/+/2) (x —2)++/2(y—7/4)
a) L(x,y,z) =—210—-300(x — 2) +200(y + 1) — 82(z — 5)

b) Lx,y,2)=1

Trekantulikheten gir |F(x) — F(a)| < |F'(@)(x — a)| + |E(x)|. Bruk sd at det ved oppgave 7 fins M > 0 dlik at
|[F'(a)(x —a)| < M - |x — al, og til dutt at |[E(x)| < |x — a| nér x er tilstrekkelig naa a.
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Seksjon 9.10

a5

b) 1/5

) 7549

Dyg = 4, Dyg = 24/+/14. Vokser raskest i retningen (1, 1, 1)
a Vf=(@xy+1/x,x2+1/y)

by Vf= (2xyz,x2z, xzy)

Rett oppover: Retning (—1, —2). Rett nedover: (1, 2)

Seksjon 9.11

a) u’(1,1,1)=—‘11 i ﬂ
G'(U(L 1,1) = ;5’(1, 1) = [g g]
b) F(1,1,1) = _ig g g]

b) 400

For eksempel F gitt ved F(x, y) = (0, 0) for alle (x, y) € R?

Seksjon 9.13

r(r) = (cost, sint, 3)

r(t) = (t,0,1—1?),forr e [-1,1]

r(r) = (3cost, 2sint)

r(t) = (acost,bsing)

ri)=(-2,004+1¢(3,6) = (—2+ 3, 6r)
ri¢)y=(-=1,0,5+1+¢(1,2, -5 =(-1+1,2t,5—5r)
r@e) = (¢, t2)

r(t) =(t, f(t)),fort € Dy

Gen. lgsning: (x, y, z) = (24 + 27t, —9 — 11z, t). Dette er ogsa en parametrisering av skjagringslinjen

g @@ N [e ¢ & &N E

a) Kurven har ligning y = 4x2, for x > 0

R=2
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b) Kurven har ligning y = 6(x — 2)
c¢) Kurven har ligning y = x?, for x € [-1, 1]
d) Kurven har ligning y2 —x2 =1,fory > 0

b) r'(4n/3) = (3/2, —/3/2), fart: |r'(4n/3)| = /3. Tangentlinjen: L(1) = (& + L, 3H+ &, - . ¢ - 4&).
Glatt overalt unntatt i punktener = 0, +2x, +-4n, . ..

Fart: +/2. Tangent: L () = (1,0, 27) + (0,1, 1) - (+ — 27). Enh.tangent: (1/\/2)(0, 1,1

Seksjon 9.14

a) Hastighetsvektor v(r) = (—sinr, cost, 1). Fart /2.

b) T(r) = (0, -1, 1)/v2.

c) a(t) = (—cost,—sint, 0), a(r) = (1,0, 0).

d) Krumning 1/+/2, krumningsradius +/2, hovednormal [sinz, cost, 0]

e) 0og~/2
r(s) = (1/4/13)(s, 2s, 3s) for s € [0, 5/13]

a) r(t) = (cost, 2sint), t € [0, 27)
b) Krumning « = 4, hovednorma N = [0, —1/2], krumningsradius p = 1/4

¢) Krumningssenter (0, 7/4), ligning for sirkelen x2 + (y — 771)2 = 1%

Seksjon 9.15

x=u,y=v,z=1—u?—v%dvs r(u,v) = (u, v, 1—u?—v?). Parameteromréde: u? + v2 < 1. Alternativ,
mer elegant |gsning: r(r, 0) = (r cosh, rsind, 1 —r?), r €[0,1], 6 € [0, 2r)

r = (2sing cosd, 2sin¢ sinéd, 2cos¢), parameteromréde § € [0, 27), ¢ € [0, 7]
r(u,v) = (u, v, £(u + 3v — 1)), parameteromréde u? + v? < 4

r(u, v) = (u, 24 u? +v2,v), pomrddeu? + v2 < 1

r(u,v) = (cosu, v, (1/2) sinu), parameteromréde u € [0, 27), v € [—1, 1]

[6] r(u,v) = u?+v2 u,v), parameteromrade u € [—1, 1], v € [-1, 1]

r,u) = (cosd, 1+ sinb, u), parameteromréde 6 € [0, 27r), u € [—1, O]

N = (cosu, sinu, 0). Tangentplanet kan f.eks. parametriseres ved

L(u,v) =1, u,v)

9] N = (—=df/du(a,b), —df/dv(a, b), 1)
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C) ar/du(r/4,2) = (-1/+/2,1/4/2,0),
ar /dv(m/4,2) = (0,0, 1). Vi ser at
ar /du(mw /4, 2) = s'(m/4) og or /dv( /4, 2) = h'(2).

Seksjon 9.17

df/dx = [% cos(3x) — 2xy%]/(3x%y?),
f'(1) = —2/3. Tangentlinjen: y — 1 = (—2/3)(x — 1)

b) O

a) Vf = Bx2yz3 x323,3x3yz2 + 574

b) af/dx = —3x2yz/(3x3y + 5z2), 8f/dy = —x32/(3x3y + 522
c) | motsatt retning av gradienten, dvs. i retning (3, 7)

Seksjon 9.20
Maksimum: f(4/+/5, 1/+/5) = /5. Minimum: f(—4/+/5, —1/+/5) = —v/5

F(1/4/21, —2/+/21, 4//21) = 2+/21 er maksimum,
f(=1/3/21,2//21, —4/+/21) = —2/21 er minimum

(4214 p=1/4 p-1/4)
(214 _o-V/4 _o-1/4)

Nagmest (1/+/18, 1/+4/18) og
(—1/4/18, —1//18).
Lengst fra: (1/+/2, —1/4/2) og (—1/+/2, 1/+/2). Minste avstand: 1/3. Sterste avstand: 1

R?.3/3/4

[6] (1/6.2/3.7/6)
Hoyeste (2+/5, 25,5 — 4),
laveste (—£+/5, —§+/5, —v/5— 4)
4/(3v/3)

Seksjon 9.22

y=ax+bdera~ —0.690g9b ~ 7.06

a) f(13/21,19/21,-11/21) ~ 1.5
b) (x,y,2) =(-5t—2,4t+3,¢r)fort e R
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c) De to hibetingelsene definerer til sammen en rett linjei R3, og svaret p& b) gir en parameterfremstilling for denne
linjen. Siden f(x, y, z) er kvadratet av avstanden fra (x, v, z) til origo, er minimumspunktet for f det punktet palinjen
som ligger nearmest origo.

a) Maksmum f(1,0,5) =5, minimum f(—1,0,3) =3

b) x —z+ 4 = Oerligningen for et plan, og den kan skrives z = x + 4. Vi er sa ute etter a finne hgyeste og laveste
skjeagringspunkt mellom dette planet og sylinderen x2 4 y? = 1, nér z-aksen peker oppover. Daser vi at maksimum
vil kommefor x = 1, og minimum for x = —1. | beggetilfeller har vi y = 0.

(0, 0) eneste stasjonaare punkt

Seksjon 10.1
a) lkkeinnhold O

b) Innhold O

a) 3foralei, j.

b) 3

c 3

d) Hererdetlurt ategneenfigur. Omradet under grafentil f er som et husmed et skrétt tak. Leddenei riemannsummen
representerer «klosser» som til sammen stikker like mye over taket som de ligger under det.

Seksjon 10.2

a 8

b) 8

c) Hvisalle grensene er konstante, kan integralet oppfattes bade som type | og som type 1.
32/3

212/21

4/5

a) Standardkoordinater: x € [0, 1], y € [0, 2x] b) 8/15

a) Standardkoordinater: x € [-2,2], y € [x% — 4,0] b) 128/7

N [0 o & [«

a) Standardkoordinater: y € [—4, 1], x € [3y, 4 — y?] b) 1125/8

Seksjon 10.3

a) Polarkoordinater: r € [0, 2], 0 < [0, 2r) b) 4w
a) Polarkoordinater: 6 € [0, w/4], r € [0,2 — cosé] b) 57/8+1/8 — /2
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ERSRERECREEERERCEERE

a) Standardkoordinater: y € [—1, 1], x € [1— y2, 2 — 2y?] b) 8/105

7 R?

b

wab

27/3 —/3/2

200077k /3

3(L—eh
11/12
128/15
/2
27(8/3—/3)

N
®
=
L
o
>
[HN
o
o)

N @ (o B W N [

SREREEENEECEE

9/8
0
3/20
a) Standardkoordinater: z € [0, 1], x € [0, 1], y € [0, x] b) 1/16
a) Standardkoordinater: x € [—v/2,+/2], y € [x%, 4 —x?],z € [0, y] b) 2752./2/105
a) Sylinderkoordinater: 6 € [0, 2], €[0,1],z € [0,1—r?] b) /6
/2
Sylinderkoordinater: (/2" ( fﬁ}? rdz)d0)dr = 7 /6
Sylinderkooridnater: [2( 27 (i 7+ S"0¥S g2)d6)dr = 207
Kulekoordinater: [ ([77/*([&p? sin ¢d6)dp)dp = 4T (1 - 1//2)
517/2
Sylinderkoordinater: 2 [77/%( % ([ rdz)dr)d6 = 40/(9v/2)
(4/3)mabe
7kR*
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a) Hvisa = (a1,az,a3), b = (b1, b2, b3) 0g C = (c1, c2, c3), SA er volumet absoluttverdien av determinanten
ai b1
a by
az bz c3

Seksjon 10.7
16+/5/3

5sin2

4

O & [0 N [H

o O

J14
46
0

ar@) =, 22 +1,224+1),r[0,1] b) (332 -1)/9

(o [ [N [o]

a) r = (3cost, 4cost, 5sint), t € [0, 27) b) 457

a) C1: r(t) = (cost, sint, 0),¢t € [0, ]. C2: r () = (¢,0,0),r € [-1,1] b) 2
21 R

221

3

Seksjon 10.8

16/v/6
l_12 (63/2 — 23/2)

N (]

(7r/240)(100+/5 + 4)
(31 /4)+/26

0

10/3

n/14

4 r?

V2r
mabh

(O [0 M [0 [0 [& [

Seksjon 10.9
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z[In(1+v2) + 1]
27(In2 + 23/32)

=

ERERSEERERE

27(15/16 +1n2)

a) 140/3 b) (405/112, 0, 0)
a) 32/3, b) (0, 47/32)

a) 27/3, b) (0,0, 3/8)

a) 2v/272, b) (0,0, §7)

i} 5 3(5%2-1)
a) (5% -1, b) (0, 0.2~ m)

=
<)

a) /2, b) (0,0,2/3)

B [
ERE

Ved & sammenlikne med halvkulen vi regnet pafor fire oppgaver siden, ser vi at massen mavage 1/4 av massen
i den oppgaven, og at 7 ved symmetri ma vaae den samme. Videre gir symmetri at X = y. Vi trenger dermed bare
regne ut en av dem, og faktum er at vi kan se ved symmetri at x =y = 7. Svarene blir: a) /6, b) (3/8, 3/8, 3/8)

c) 4r/3

b) Hint: Du kan sette hele x-integralet utenfor y-integralet, siden det bare er et konstant tall sett fravariabelen y sitt
synspunkt. Skift sdvariabelnevn til x i y-integralet.

b) Deer forskjavet i forhold til hverandre, men de har samme form.

c) Noe av grunnen er at man vil unnga kanselleringseffekter av den typen vi ser i oppgave a). Siden den eneste
forskjellen mellom grafenetil £ og g er en forskyvning, virker det urimelig & bruke en integraldefinigon som gjer at
integralet av f over R? er 0, mensintegralet av g over R? divergerer.

Seksjon 11.1

a Vf=(2xy+5,x2

b) Vf=(-1,273)

a) Ikke konservativt b) Finsingen
a) Konservativt b) f(x, y) = x2y?

a) Konservativt b) f(x,y) =sinx +siny

[ N [0 [o]

a) Konservativt b) f(x,y) = —3(1+x% +y»)~1

a) Konservativt b) f(x, y, z) = sin(xy) + z2y

[©]

a) Ikke konservativt b) Finsingen
a) Konservativt b) f(x,y,z) = xy* +xz + 5y
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Seksjon 11.2

66/35

b4

5/6

27 + 212

0

0

F = (2xy%22, 2x2y72, 2x2y2%2)

(o N [o [a [ [w N [

a) f(x,y) =x3+ y?eren potensialfunksjon for F
b) —2

Seksjon 11.3
0

-10

3 /4

0

224/15

N o [ [« [N [

a) Omrédet R kan deles opp i to standardomrader ved & kutte langs y-aksen, for y e [1, 2]
b) 0

b) 37/8

9] #R?

3/2

0

Seksjon 11.4
divF =2xy+5
a) curl F = (xz — 2z, —yz, —x3), divF = 3x2y + 1+ xy, curl F(1, 2, —1) = (1,2, —1), divF(1, 2, -1) =9

b) curl F = (0, — cosx, 0), divF = —sinx + cosy, curl F(1, 2, —1) = (0, —cos2, 0), divF(1,2, —1) = —sinl +
cos2
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Seksjon 11.5
4
/4
2

& [0 N [

Seksjon 11.6
0
2| 8m/3

=
T 6

FEREEE RN B
:l-b-b

o

n
D
>
U,
o
S
=
=
\l

167

187

-1/2

0

0

0

Arealet: /2. Arbeidet: 7
27

[E I Ca R ES R YR R

Seksjon 11.8

a culF=0

b) 0

8

f(x,y,2) = x + xy + xz2 er en potensialfunksion
[6]

b) G(x,y,2) = (=y%z — y + xy%, —2xyz, 0)
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Resultatet falger ikke
b) 27

a0

b) 27/3

0

a) —16/3

b) O

) —16/3

d —2n

Seksjon 12.1

a) Ja, detteer et vektorrom V. Metoden for davgjere dette, er agekke om aksiomeneA1-A10 alle holder. For asjekke
Al antaat f, g € V. Vihardaat f(5 = g(5) = 0, og det gir

(f+80OB)=fO+gd=0+0=0

Altsder f + g € V, SAAL er oppfylt. A2 sekkes tilsvarende. For & sekke A3, ma vi undersgke om det finnes en
funksion 0 = fp € V somoppfyller kravet vi stiller til nullvektoren. La0 = fo vaare nullfunksonen gitt ved fo(r) = 0
foraler € R. Hvisdau = g er envilkarlig vektor i V, altsden funksgon, far vi at funksjonenu+ 0 = g+ fo oppfyller

(& + fo) (1) = g(1) + fo(t) = g(1) + 0= g(1)
foraler € R. Dettebetyrat g+ fo = g, dvs. u+0 = u. Sidenu € V var vilkérlig, viser dette at A3 er oppfylt dersom
vi velger nullvektoren O til & vaare nullfunksjonen fp. Punktene A4-A 10 sjekkes ved tilsvarende resonnementer.
b) Nel. AksiomeneAl, A2 og A4 holder ikke
c) Nei. Aksiomet A3 holder ikke
d) Ja
e) Nei. AksiomeneAl, A2 og A3 holder ikke
f) Ja
g) Ja
h) Ja
i) Nei. AksiomeneAl, A2, A3 og A4 holder ikke
u=(12,0),v=(10,1). Dimengonen til underrommet er 2
dimU =2



a) Nei. A10 holder ikke

b) Nei. A5, A6 og A9 holder ikke
c) Nei

[6] Nei. Foreksempel er (1,1,1) € K, men (—=1)(1,1,1) = (-1, -1, —1) ¢ K. Sdaksiom A2 holder ikke
Nei. Aksiom A2 holder ikke
a Ja

b) Ja

c) Nei,Al,A20gA3holder ikke
d) Nei. Al holder ikke

e) Nei. Al holder ikke

f) Ja

El

a) Ved A5 og deretter A4 har vi
(V) +v=v+(-v)=0

Sa likningen x 4+ v = 0 har Igsningen x = —v. For avise at dette er den eneste la@sningen, antaat x +v = 0 og
y+v =0. Daerx+v =y + V. Ved Adfinsen vektor —v dlik a v + (—v) = 0. Dette gir

X+V)+ (V) =y +V)+(=V)

Ved A6 gir dette
X+ V+ (V) =y+ V+(—V)

Ved A4 fasfradettex + 0=y + 0. Til slutt gir A3 ossx = y.
b) Antaatu+v=u+w.VedA5erdav+u=w+ u,og Vi far
V+u) + (—u) = W+u)+(—u)

Ved A6 gir dette
V+ U+ (—u) =w+ U+ (—u)),

somvedA4girv+0=w+ 0. A3girsav =w.
c) Ved A10,A9 og til lutt A10 igjen har vi
Ov+v=0+1lv=0+1v=1v=vV
Vi legger til —v pabegge sider og bruker A5, deretter A4 og til slutt A3:
Ov+Vv)+ (=) =v+(-V)
OovV+ (V+ (—V) =V+(—V)
Ov+0=0
Ov=0

d) Frac) vet vi at dette holder for r = 0. Antar # 0. Ved bruk av A10, A7, A8, A3, A7 og til slutt A10 far vi

V+rO=1lv+r0=(r-(1/r))v+r0
=r-((1/r)v)+r0
=r({(1/r)v+0)
=r(Q/r)V)=@F-A/r))v=1v=yVv
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Sidenv € V var vilkarlig, falger at 0 = 0 ved unikhetsegenskapen til 0 (punkt (1) i teoremet).

e) Bruk av A9i farste overgang og c) i sistegir
(=r)V+rv=((-r)+r)v=0=0
Fraunikhetsegenskapen i @) falger at (—r)v mavagelik —(rv). Patilsvarende mate gir A8, A5, A4 og til slutt d)
r(—=v)+rv=r((-V\)+V)=r(v+(—v)) =r0=0

Igien felger fraa) at r(—v) mavaaelik —(rv).

At S spenner ut P, er klart, fordi alle polynomer i P, per definisjon er linesakombinasjoner av funksjonene i
S. Hint til & vise lineag uavhengighet for S: Bruk algebraens fundamentalteorem. Dimensjonen til P, er n + 1, fordi
basisen S inneholder n + 1 elementer

a) Hint: Per definision av begrepet basis ma du vise at samlingen S er lineaat uavhengig, og at den spenner ut Py
Hint til det farste: Bruk algebraens fundamentalteorem

b) Ved a) har P, en uendelig delmengde S som er linesat uavhengig. Det falger at ingen endelig samling av n
elementer i P, kan spenne ut hele V, for noe naturlig tall n.

Ja, den blir et vektorrom.
a) Ja

b) Nei

c) Ne

d) Ja

e) Nei

a) Nei

b) Nei

(p(x), q(x), x%, 1)

a) Ja

b) Nei, ikke generelt (men det gjelder hvis Uy C U éller U, C Us)
c) Ja

Seksjon 12.2

a) Ja
b) Ja
c) Nei
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d) Ja

Seksjon 12.3

a) Ker(T) = {(x,y,z) | x =y = 0}, Ran(T) = R?, T er ikke injektiv og ikke inverterbar, men surjektiv. Vi har
dimKer (T) = 1ogdimRan(T) = 2.

b) ker(T) = {0} (dvs. kjernen bestar av kun nullfunksjonen), Ran (7) = P, T €r injektiv, surjektiv, inverterbar. Vi
har dimKer (T) = 0 ogdimRan (T) = cc.

c) Ker(T) = {(0,0)}, Ran(T) = {(x,y,z2) | z = 0}, T er injektiv, ikke surjektiv, ikke inverterbar. Vi har
dimKer (T) =0ogdimRan(T) = 2.

d Ker(T) = {f | fhagrad0}, RanT = P.. T er ikke injektiv og ikke inverterbar, men surjektiv. Vi har
dimKer (T) = 1ogdimRan(T) = co.

e) Ker(T) ={f € P4 | fhargrad O}, Ran(T) = {f € P4 | f hargrad < 3}. Ikke injektiv, ikke surjektiv, ikke
inverterbar. Vi har dimKer (T) = 1 og dimRan (T) = 4.

{(_79 1’ 07 05 0’ 0)’ (O’ 07 _17 Oa 17 0)7 (_9’ 07 _67 Oa O’ l)}

b) Delpunktene refererer til den tidligere oppgaven: @) x = (5,1) b)x = (-2, -1,0,0,0) + ¢1(—15, -6, 1,0,0) +
¢2(3,1,0,1,0)

+¢3(—25/2,-11/2,0,0, 1)

c)x=(1,0,0,-1,2) +¢1(—5,1,0,0,0) + ¢2(1,0,1,0,0) d) Ingen lagsning

e x=(3,0,0) +c1(—2, -2, 1).

a) {(—3, -5, —4,1))

b) {(_155 _67 19 03 0)5
(3.1,0,1,0), (—25/2, —11/2, 0,0, 1)}

c) {(-5,1,0,0,0),(1,0,1,0,0)}

(6] {(—34,4,—11)}

b) Kjernens dimensjion er 2 i ale tilfellene. For den farste og den tredje avbildningen er en basis for kjernen
{e=¥ te~¥}. Deresterende definerer samme lineaartransformasjon, og en basis for kjernen til denne er {¢%, e~}

c) Fordenfarstey = % +c1e73 + cote=3 . Tilsvarendefor de andre, sefasiten til detilsvarende oppgavenei kapittel
7.8

b) {f,g}} der f(x) =1logg(x) =x

El

b) p(x) = x(x — 1), dvs. basisener {p} der p er gitt ved p(x) = x(x — 1)
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Seksjon 12.4

10
11

b) Vihaer [T(1)]p = [x]p =[0,1,0,0], [T(x)]p = [x?]

[T(x%)]p =[x%p =[0,0,0,1]. Ergoblir [T]g—p =

 —
O O r O
oOr OO

=[0,0,1,0] og
0
0
ol
1
010
a) |:0 0 2:|’
0 00O

b) T-1({0}) er mengden av alle konstante funksjoner i P, atsé alle funksjoner pé& forem f(x) = c. T er ikke
inverterbar.

0 0 2
c)|:000:|

0 0O
012 0 01 1
d) [T]B’<—B’:|:O 2 2:|a[T2]B’<—B’:|:0 0 0:|
0O -2 -2 0 0O
0 12 0
o lo o 2}
LO 0 -2
0

b |0

c |1

I

=
RPOO OOoOFrR

[N N e]

L 1

Seksjon 12.5

1 0 -1
a) [idlsp = |:0 2 1 ]
11 O
-1 -1 2
b) [id]BeS=|: 1 1 —1]
-2 -1 2
A
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Seksjon 12.6

a) Basis {[—3, 1]} for egenrommet med egenverdi A1 = 9, basis {[1, 2]} for egenrommet med egenverdi Ao = 2
d) Basis{[1, Q], [0, 1]} for egenverdien A = 2.

Basis{[1, O, 0]} for egenrommet med egenverdi A1 = —5, basis{[0, 1, O], [0, O, 1]} for egenrommet med egenverdi
A2 = 1. Dimengjoner: 1 og 2.

p(L) = A% — 9 + 18. Karakteristiske ratter 6 og 3.

Egenverdi A1 = 1 med egenbasis 1, algebraisk multiplisitet og geometrisk multiplisitet begge 1. Eegenverdi
A2 = 2 med egenbasis 1 4 x2, algebraisk multiplisitet 2 og geometrisk multiplisitet 1.

a) Allefunksjoner paformen f(r) = ce* er egenvektorer for T med egenverdi A.

[6] Ingen egenvektorer og egenverdier.

Seksjon 12.7

Ingen andre matriser enn identitetsmatrisen selv.

5[5 3]

Seksjon 12.8

0O 1 1
a)P=|:—1 1 —2},
1 1 1
00 0
Dz[o Lo }
00 -1/2
00 0
b) M”:P-[O 1 0 ]Pl,regnut.
0 0 (~1/27

c) Se studenteksemplet.

1 1 1 0 .
a)P=|:2 —1:|’D=[O _1/2]Putt|nnresten.

4 4 0 2 0 O
a)P=|:2 -2 0:|,D=[0 -2 0:|.Puttinnresten.
1 1 1 0O 0 O

Tafor eksempel matrisen fra oppgaven om kattekolonien.
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5] Ne

Seksjon 12.9
x(1) = (30/7)e® — (9/Ne %, y(t) = (15/7)e™ — (36/T)e 2.
x() = 2% — e +3,y(1) =¥ —de™¥ +5.

En likevektslgsning for det inhomogene systemet blir X, = (4, 2). Denne oppgaven fungerer som en litt usportslig
forsmak pa seksion 14.5, fordi egenverdiene til koeffisientmatrisen i dette tilfellet blir komplekse. Det meste av
regningen kan gjeres ved metoden her i seksjon 12.9, men du ma gjere noen triks til slutt for & omforme l@sningen til
reell form. Det er ikke s lett afinne ut hvordan dette kan gjeres pa egen hand, og det er enklere & bruke metoden fra
sekgon 14.5. Felger vi den, far vi farst den komplekse | @sningsfunksionen

2(1) = —121' ] G [—121' } ¥ (cos6r + i Sin6r)

[ e¥cos6t +ie sinét
| —2ie® cosbt + 2% sin6t
[ e¥cosbr |, .[ e¥sin6t
| 2¢% sin6t —2¢% cos6t

for det tilsvarende homogene difflikningssystemet. | falge metoden fra seksjon 14.5 er realdelen og imaginaadelen til
z(¢) reelle basisfunksjoner for det homogene systemet, og den generelle Igsningen av det inhomogene difflikningssy-

stemet blir dermed
x0]_ . % cos6r e e% sin6r N 4
y(t) | = | 2¢¥ sin6r 2| —2¢% cos6t 2
3| cos6t 3| Sin6t 4
- ae [ZSinGt}"_cze |:—20056ti|+|:2i|

der c1 og ¢ nder reelle, ubestemte konstanter.

x1(t) 0 1 1 -1/6

|:xz(t):| =c1 |:1:| el +co |:—2:| €% + c3 |:—1:| e 4+ |:—1/3:|
x3(t) 0 -2 -1 2/3
x(t) _ 1 2t _2 —t —1

[y(t):| —C1|:1i|€ +c2[ G

[6]

a) x'(t) =6—0.03x(r), y'(r) = 0.03x(r) — 0.005y(¢)

b) Stabilisering pa 200 kg gift i Fugletjern og 1200 kg gift i Glittertjern.

a) Initialbetingelse x(0) = 10, y(0) =0

b) Lievektstilstandenerx =y = 0. (Merk at vi her bruker ¢ > 0.)

c) Frauttrykket ser vi at begge egenverdiene er negative. Dette gjar at systemet konvergerer mot likevektstilstanden
med 0 mg i bade blod og vev. Dette er rimelig, fordi medikamentet skilles ut vialeveren (¢ > 0).

Seksjon 12.10
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b) Generell lgsning av (2) er x1(1) = A1e® + Ase™ ", x2(t) = 5A1e™ — 7TAze™". Generell lgsning av (1) er
y(t) = x1(¢). Dette stemmer med regningen i seksjon 5.9.

y(t) = c1e! + coe? + c3e”! + (3/2)t + 3/4

Seksjon 12.11

9 M:[g —11]

b) A1 =20gi2 =-3
0 {[1.2,[1-3]}

1 1
d) x, =2" |:2i| + (—3)"az |:_3i|
& yw=C-2"+D (-3
f) yw=5-2"+7-(=3)"
a) S er uendeligdimensjonalt

€) Detresignaene {2"}°° {1}

n=—0oo’ n=—

som har verdi 1 hele veien.)

0o 009 {27702 utgjer en basis. (Signalet i midten er det konstante signalet

n=—oo

Seksjon 12.12

a) Alle komponentene er ikke-negative, og saylene har sum 1

T1 _ [ 1/3+2/3(-1/2)"
b) xo = [0} 09 Xn = [2/3— (2/3)(—1/2)”}

c) Entydigheten falger fra forrige delpunkt. Likevektstilstanden er [;g

faktorene (—1/2)" i x,, g& mot 0.

}. Systemet konvergerer mot denne fordi

Vi har
m m m m
DD Mipxp=1=3 % Mix =1
i=1j= j=1li=1
m m m
=Y (M) =Y x-1=1-1=1,
j=1 =1 =1

der vi i nest siste overgang brukte at M er en stokastisk matrise, og i siste overgang at x er en sannsynlighetsvektor.

Seksjon 12.13

Seksjon 12.14
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a) Detteer et vektorrom

b) Dette er ikke et vektorrom

c) Detteer et vektorrom

a) T(f)=0erekvivaent medat — f”” = 0, som igjen er ekvivalent med /" = 0.
b) B = {1, x}. Dimengonentil Ker T er 2.

c) f(x) =sin3x

d) Differensialigningen — f”(x) = Af(x) kan skrives f” + Af = 0. Denne har Igsninger ulik f = 0 V uansett
verdi av A

e) Alle f paformen f(x) = Asin3x + B cos3x, der A og B er reelle konstanter
f) Alle f paformen f(x) = Ae® + Be~3*, der A og B er redlle konstanter

c) Ved teoremet er den generelle lgsningen f(t) = Ae' + Be'2'. Envilkdrlig funksion f € V er altsd en lasning
av differensialligningen hvis og bare hvis den er en linessrkombinasjon av de to funksjonene "' og ¢'2’, og disse er
dpenbart lineaat uavhengige nar r1 # ro. Tilsvarende for de neste del punktene.

f) Vi har en basisfor Ker T med to elementer i aletilfellene. Altsi er dimensjonen 2.

Vi kan bruke en matrise som representerer en rotasjon, for eksempel [ 0 1}

-1 0
[6]
a) Fortsettelse av hint: Nei, det er ikke mulig, fordi p — g har grad hgyst n. Husk algebraens fundamentalteorem.
b) Hint: P, og R"*1 har samme dimensjon.

c) B = {cosAix, sinix{, dimenson 2

Seksjon 13.1
a) Nel, 14 holder ikke
b) Ja

d) —1/12.

€) v/8/1509 1/7.

f) +/59/70.

g) arccos(—(1/12)/4/8/105) ~ 107°
a) Nei, 14 holder ikke.
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b) Ja
a) Ja

b) [pls = (3v2.0.3,/9)
c) v/2/5

d) V2/5

9]

b) 1/2

c) Hint: Dette falger fralikningen arccost = (u, v)/(|lu| - |lv|), fordi faktoren 7 i telleren forkortes mot to faktorer
V7 i nevnveren. (Tallet 7 er selvsagt tilfeldig valgt)

Seksjon 13.2

Hvis du bruker vektorene i den rekkefal gen som er oppgitt i oppgaven, fé&r du basisen {(1/+/3, 1/+/3, 1/4/3),
(1/4/6,1/4/6, —2//6), (1/2, 1/2, 0)}. Hvisdu bytter rekkefalgen p a; og ag, blir regningen mye enklere. Dafér du
standardbasisen {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}

{(1,0,1)//2, (0, 1, 0)}
{(1/3,2/3,0,2/3), (4, —1,3, —1)//27, (-2, —4, 3,5) /+/54}

Innsetting i teorem 3 med g1, a2, g3 som vektorene fra oppgave 3 og a;, az, ag SOom sgylevektorenei A. (Duma
daregne ut til sammen 6 indreprodukter.)

Seksjon 13.3

a (3,0,0

b) (12/7,—6/7,18/7)

proj,;v = (1,3,0), vyL = (0,0, 5).
projyv = (—2,0), vy = (0, —1).
a projyv=V,vyL =0

b) proj,v = (8/3,2/3,10/3), vy = (7/3,7/3, —7/3)
C) projyv=0,vyL =V

(-1,3,-1)

(6]

a) (5/4)x”
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b) Ved Gram-Schmidt f&r vi at de to polynomene g1 = 1 0g g2 = +/12(x — 1/2) utgjer en ortonormal basis for U.
Dette gir 0ss

projy (x?) = (q1. x%)q1 + (g2. x°)q2
Her fér vi (g1, x?) = 1/3 0g (g2, x?) = 1/+/12. Innsatt gir dette proj,, (x?) = x — 1/6
1 0O
[o 1 o}
0 0O
El

b) A% = (AB)(AB) = A(BA)B = AB® = (AB)B = AB = A. At B® = B visestilsvarende. Det fglger ogsé ved
symmetri.

Seksjon 13.4

a) Fordi M er symmetrisk.
b) {271/2[-1,1,0], 671/2[-1,-1,2], 37Y?[1, 1, 1]}

Seksjon 13.5

b) [cos(—@) —sin(—e)]

[ cosf sine}

sin(—9)  cos(—0H) —sing coso
JOIF

1.0 0
a [Ts=|0 1 o}
0 0 -1

~1V2 V2
e

Hint: Deto sgylevektorenei M skal utgjgre en ortonormal basis for R2. Det er ikke sd mange méter en slik basis
kan ligge pa

Seksjon 13.6

A A=UXVdaU=%x=V = 10
0 1
1 00
by A=UZVTderU = Lo , Y = 200 ogV=|0 10
0 1 010 00 1
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rl 0 2 0 10
Q) A=USV' derU=|0 O]E=|:O 1}ogvz[0 l}
LO 1 00

rl 0 2 0 0 1
d)A=UEVTderU= 0 0:|,2=|:0 1:|OgV=|:1 0:|
0 01 0 0

O OFr O

F1/V3  1V2 16 V6 0 11
e A=USViderU=|1//3 —1/¥/2 1//6 }2=[0 0]09":%2[1 1}
L1/v/3 0 -2//6 0 0 -

~2/3 V2 1/(3V2) 3v2 0 11
f)A:UEVTderUz[Z/B 1/+/2 —1/(3~/§)},2=[ 0 0}09":%[ 1 1}
~1/3 0  4/(3V2) 0 0 -

a) Regelen (BC)" = C"BT gir (ATA)T = AT(AT)T = ATA. Detteviser at ATA er symmetrisk.
b) |AV||2 = (AV)T(AV) = (VTAT)(AV) = VT(ATA)V =VTAv = A(VTV) = A - 1 = A.

Seksjon 13.7
Alle punkter (x, y) palinjenx +y = 1/2.

10
a)A=|:1 0}
0 1

b) Bildet blir planet i R3 utspent av de to vektorene[1, 1, 0] og [0, 0, 1].

d) Tileametlgsningx = (x, y) = (1, 0). Denneer entydig. Vi har Ax = (1, 1, 0), og dette er projeksonenav (2, 0, 0)
pabildet til A.

Du fé&r den eksakte lgsningen (x, y) = (2, 1).

Seksjon 13.8
s = —0.69 + 7.06
s = (1/2)t + 2. | dettetilfellet er samlet kvadratavvik O, fordi de gitte datapunktene ligger paen rett linje.

Seksjon 13.9

1 4
@[3 3]
b4 -3/2
b) [—3/2 -8 ]
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10 4
a)|:050}

4 00

0 12 1
b)[l/z 0 3/2}

1 32 0

a) Ellipse
b) Hyperbel
c) Ellipse
d) Hyperbel
€) Parabel

Seksjon 13.10

b) A=09

d) f(x) = AeV™ + Be=V* der A, B er vilkérlige redlletall.

€ B= {e“/x", e‘ﬁ’“}, dimensjon 2

f) A=-9

h) f(x) = Acosv/Ax + Bsiny/ax, der A, B er vilkérlige reelletall.
i) B = {cos+/Ax, sin+/Ax}, dimensjon 2

k) Egenvektorer: Funkgoner f paformen f(x) = Asin 2= der A er etreelttall ogn er et positivt helttall. Tilherende
egenverdi: A = —(nm/a)?. Dimensjon av hvert egenrom: 1

[) Egenvektorer tilhgrende ulike egenverdier er ortogonale

[6]

b) Hint: Du kan bruke cosx cosy = (1/2)[cos(x + y) + cos(x — y)] paet av detretilfellene. Prgv afinne triks for
de to andre ogsa.

Seksjon 14.1

b) i[é 8:| [8 é] [2 8} [8 2]}.Dimensjonener4.
a) Ja

b) Nei

c) Ja

(z,w) = (4+i,—1+20)
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Egenverdi A1 = cos6 + i sin® med egenbasis {[i, 1]}, egenverdi A, = cos6 — i sSind med egenbasis {[1, i]}.
c) Alleer —1
d) 1og —1foralletre
[6] M=3(q+no1+5(q—noz+3(p—s)03+3(p—91
50 —1]

a)Az[l 50

d) Omtrent 78 uker

Seksjon 14.2
a 2—3i.

b) 3i

c) V3

d) V5

a) Ja

b) Nei

a) [ 1 | e
| 2—i 5-i]
[ —i i .

b) | i 1},na
1 Q.

<) [ 1],161

7



5 243,
9 [2—31' 7 }’Ja

2] Ne

a) Ja
b) Ja
c) Ja
d) Ja

1 0 O
[0 -1 O]
0 0 1
[6] Determinantene er henholdsvis 1, i, i og 1. Deinverse er matrisenes adjungerte.

Siden matrisene er unitagre, utgjar saylevektorene deres en ortonormal egenbasis.

a) Fordi M er hermitisk.
b) {2-1/2[i,0,1],27Y2[—i,0, 1], [0, 1, 0]}
Seksjon 14.4

8 B={(1/v2[Li]. 1/V2[L ~i]} U = = [1 1}

i —I

Seksjon 14.5
x)] [ —2e*sin2t] 5[ 2% cos2t 1
[y(t)} _2[ % cos2t } B ?[ e sin2t }+ [0}
x() | —sint cost —Tk
[y(t)} __k[ cost ]+7k[sint]+[ k ]

Seksjon 14.6

a) Har du tenkt nok na?
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