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Oppgave 1

1a Utregning gir A2 = A.

LaxeR3 Daer Ax =0 <22, — 23 =0, £ = 0. Dermed er
Nul A = {(¢,0,2t) | t € R} = Span{(1,0,2)}

s& {(1,0,2)} er en basis for Nul A. Dimensjonsformelen gir da at

rangA =3 —-dimNulA=3-1=2.

1b Skriv A = [a1 a 33]. Da er
[a; a az) = A= A? = A[a; ap a3] = [Aa; Aay Aag)

som viser at Aa; = a; for j = 1,2,3. Siden hver a; # 0 viser dette at hver a;
er en egenvektor for A tilhgrende egenverdien 1.

Vi vet ellers fra 1a at v = (1,0,2) er en egenvektor for A tilhgrende egen-
verdien 0. Na er a; , as og v linesert uavhengige siden

2
0 =4-2=2+£0.
2

N = =
N O =

Dermed er {a;, as, v} en basis for R® som bestar av egenvektorer for A. Det
viser at A er diagonaliserbar.
U

1c Vi har at
B*=(2A—-1)?=4A? —4A+T=4A—4A+T=1.
Videre er
Baj:2Aaj—aj:2aj—aj:aj

mens
Bv=2Av—-v=0—-v=—-v.

Dermed er {a;, as, v} en basis for R? som bestar av egenvektorer for B og det
viser at B er diagonaliserbar.
U



Oppgave 2

2a Utregning gir

3.0 0
ATA=10 3 t—1
0 t—1 (t+1)2+2

La aj,as, a3 veere kolonnene i A. Siden AT A = [a, - a;] har vi at
a1~a2:O, al-a3:0, ag'agzt—l.

Sa kolonnene er ortogonale hvis og bare hvis ¢t = 1, og da er

0 2

1 0 0
A=

1 -1 1

1 1 -1

2b Far
y-ai=3, yraa=3, y-az3=6, aj-ra; =3, azra=3 az-a3=6
sa
y- a1 y a2 y-a

Projw(y) = a; + as + 3a3:a1 +as+as=(3,1,1,1).
a; -a az - az ag - as

Har at avstand fra y til W er
dist(y, W) = ly — Proj (]| = (0,2, =1, ~1)]| = v > 2.

Dermed er ||y — w|| > dist(y, W) > 2 for alle w € W, og det folger at ingen
vektor i W har avstand 2 fra y.

U

2c Fra 2a ser vi at egenverdiene til AT A er 3, 3 og 6. Singulaerverdiene til A er
dermed o1 = \/6, o9 = \/3, o5 = v/3. Tilhgrende egenvektorer til AT A er f.eks.
henholdsvis vi = e3, vy = ey, vz = e1. Det gir

V6
0
0
0

> =
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o O =

O%OO



For i = 1,2, 3 setter vi u; = %Avi. Det gir

1 1 1
u; = —=ag, Uy = —=ay, uszﬁ

V6 V3

Vektoren u, skal velges som en enhetsvektor i R* som er ortogonal pa u;, us og
u3, m.a.o. pa W = Col A. Ved & normalisere vektoren y — Projyy, (y) € W fra
2b far vi vektoren

aj .

1
w = —(0,2,—1,-1).
4 \/6( )
Et mulig valg for U er derfor
2 V2 0 0
oo L 0 0 V2
G V2 V2 -1
-1 V2 V2 -1
U
Oppgave 3
1 0 1
3a Sett Q = | [as a2)s lasls | = | =1 1 0
0o 1 2

Fra den vedlagte MATLAB-utskrift kan vi lese at rref(Q) = I, dvs at Q er
invertibel. Dermed er C en basis for Po, og @ = Pg¢ (jf- Notat 1).

2 1 -1
Utskriften viser dessuten at Q' = | 2 2 —1 |. Dermed er
-1 -1 1
) 2 1 -1
P=PFP. 5= (Pghc) = Q71 = 2 2 -1
-1 -1 1
Det gir at
3 2
[rle=Plrls=P | =3 | =| -1
1 1

som betyr at r = 2¢1 — g2 + g3.



3b Vi har at

10 0
[Tle = | Ta)le [Ta)le [T(a)e | = |larle lae [~asle | = | 0 1 0
00 -1
Videre er T(r) =T(2q1 — g2 + q3) = 2¢1 — g2 — g3 = s der
s(z) =2(1—z) — (x+2%) — (1 +22%) =1 — 3z — 32°.
Ved Notat 2 er
1 0 1 0 0 2 1 -1
[T5=QTeQ ' =| -1 1 01 0 2 2 -1
0 1 0 0 -1 -1 -1 1
3 2 =2
=01 o
4 4 -3
(d.v.s. at [T])¢ = B der B er matrisen fra 1c). U

3c Vi har at (g;,q;) = [@i]c - [gj]c = e; - e; og det gir at (g;,q;) = 1 hvis i = j,
(gi,q;) = 0 hvis i # j. Dermed er basisen C ortonormal.

Videre, med x = [p|g, ¥y = [q]5, er
(p.a)=plc-lde = (Px)T Py =x" PTPy =x"Cy

der
2 2 -1 2 1 -1 9 7 -5
C=P'pP= 1 2 -1 2 2 -1 |=|7 6 -4
-1 -1 1 -1 -1 1 -5 —4 3

Anta x € R3, x # 0. Da er Px # 0 siden P er invertibel, og det gir at
xTCx=x"PTPx=(Px)-(Px)>0
I tillegg er C opplagt symmetrisk. Dette viser at C' er positiv definitt. U
3dLap=ciqi +caqs+c3q3 € Py. Daer
p=(c1q1+c2q2) +c3q3

der ¢; q1 + c2q2 € M og c3q3 € M+ (siden g3 er ortogonal pa q; og o).
Dette betyr at
pP=cq+caqe
sa,
2p—p=2(ciq1 +c2q2) —(c1q1 +c2ga+c3q3) =c1q1 +c2q2 —c3q3 = T(p),
som gnsket. ]



