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Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmalene.

I disse oppgavene betrakter vi R™ med sitt vanlige euklidske indreprodukt
og euklidsk avtand. Alle deloppgaver teller like mye.

Oppgave 1
Vi lar A veere matrisen
1 1 0 2 1 0 01
e EEEI R R N
0 1 1 2 0000

og vi tar det for gitt at C' = rref(A).

la

Finn rangen til matrisen A og finn en basis for nullrommet.
Lgsning: Rangen er 3. Basis for nullrom er v = (1,1,1, —1).

1b

Finn en ortogonal basis B for kolonnerommet til A.
Lgsning: Bruker G-S og finner at vi kan sette

x1 —=(1,1,1,0)
x2 =(1,-1,0,1)
X3 :(_1727'153)

(Har faktorisert ut 1/3 sa det skal se penere ut)

(Fortsettes pa side 2.)
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1c

Sett y = (—2,0,3,2). Vis at den ortogonale projeksjonen y av y pa
kolonnerommet til A er y = (0,1,0, 1). Finn alle minste kvadraters lgsninger
til ligningen Ax =y.

Lgsning:

(i) Har w := y —y = (—2,-1,3,1). Let & sjekke at w-x; = 0 for
j=1,2,3, s4 y er ortognalprojeksjonen.

(ii) Vi lgser Ax = y. Siden y er tredje kolonne i A er det lett & se at
x = (0,0,1,0) er en lpsning. Vi har allerede en basis for nullrommet, si alle
lgsninger er pa formen

x=(0,0,1,0)+¢- (1,1,1,—1) = (t,¢,1 + t, —t).

1d

Utvid B til en ortogonal basis for R*, og finn koordinatene til y med hensyn
pa den nye basisen.

Lgsning:

(i) Har allerede sett at w fra forrige oppgave star ortogonalt pa Col(A)
s& vi setter x4 = (—2,—-1,3,1).

(ii) Lager en matrise M der elementene i den utvidete basisen er sgyler.
Koordinatvektoren til y m.h.p. den nye basisen er lgsningen av ligningen
Mx =y. Vilgser ligningen og finner at [y]s = (1/3,0,1/3,1). En rask mate
& lgse den pa er & observere at siste komponent ma veere 1, og sé bruke
utregningen i 1b.

Oppgave 2

Vi lar B veere matrisen

2a

Finn en invertibel matrise P og en diagonal matrise D slik at P~!BP = D.
Lgsning:
Dette er en symmetrisk (2 x 2)-matrise med like tall langs diagonalen, sa
egenverdiene er Ay =2+ 1 =3, 2 =2 —1 =1, med tilhgrende egenvektorer
vi = (1,1) og vo2 = (1, —1). Sa vi kan sette

(04

og

(Fortsettes pa side 3.)
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2b

Finn en singuleerverdi-dekomposisjon av B, og finn den stgrste verdien || Bx||
kan anta for ||x|| = 1.

Lgsning:

(i) Denne kan regnes ut pa vanlig méate, men skjgnner vi prinsippet bak
en singuleerverdidekomposisjon, kan vi se at for en symmetrisk matrise er
dette tilsvarende en ortogonal diagonalisering. Dermed kan vi normalisere
kolonnene i matrisen i 2a og sette

1 1 1
=v-35(1 )
og X =D.

(ii) Dette vet vi er den stgrste singuleerverdien, det vil si 3.

2c

Finn den generelle lgsningen til differensialligningssystemet

(1) 21 (t) = 221(t) + 22(1)
(ii) @5(t) = 21(t) + 222(t)

Lg@sning:

P& matriseform er dette ligningssystemet x'(t) = Bx. Generelt vet vi at
dersom vy og va er egenvektorer for B, med egenverdier Ai, As, da er den
generelle lgsningen gitt ved

At A

x(t) = ceMlvy + cpe™?lva.
Vi har allerede regnet ut egenvektorene og egenverdiene, sé i dette tilfellet
far vi

x(t) = e1€3(1,1) + cpet(1, —1).

2d

Finn en likevektsvektor (steady state vector) vg for det dynamiske systemet
som er definert ved viky1 = Bvy, altsa som er slik at viiq = vk for
k = 0,1,2,... Dersom xg ikke er et multiplum av vg, beskriv sekvensen
definert ved xx+1 = Bxk.

Lgsning:

(i) At Bvg = vg betyr at vg er en egenvektor for B med egenverdi 1.
Altsa kan vi sette vo = (1, —1).

(ii) Siden vi og vg i oppgave 2a danner en basis for R? kan enhver
vektor xg skrives som xg = c¢1vy + cavae. At x¢ ikke er et multiplum av
likevektsvektoren vo (= vq fra forrige oppgave) betyr at ¢; # 0. Sa vi far at

BkXO =cC1 Skvl + cova,

s& vi ser at B¥xg alltid ligger pa linja cova +t-vy,t € R, og at || BFxq|| — oo
nar k — oo.

(Fortsettes pa side 4.)
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Oppgave 3

I denne oppgaven betrakter vi vektorrommet P2 bestaende av polynomer av
grad 2. Elementene er altsa polynomer pa formen p(x) = ag + a1z + as2?.

3a

La B vzre mengen {p1,p2,ps}, der p1(z) = 22 + 1,pa(z) = 2 + 1 og
ps(z) = x2. Vis at B er en basis for Py.

Lgsning:

Vi skriver ut disse vektorene med hensyn pa standarbasis for Py og danner
en matrise med disse som sgylevektorer:

1 10
010
1 01

Determinanten til denne matrisen er 1, sa kolonnene er linezert uavhengige,
som betyr at elmentene i B er linesert uavhengige. Samtidig vet vi at Py er
et 3-dimensjonalt vektorrom, s 3 er en basis.

3b

Vi definerer en linezeravbilding 7 : Py — R3 ved T(p) = (p(0), p(1), p(2)).
Finn matrisen til 7" med hensyn pa basisen B.

Lgsning: (Her burde det nok veert presisert med hensyn pa basisen B
for Py og standardbasisen for R?, men noe annet gir ikke mening.) Dersom
vi lar S betegne standard basis for R? vet vi at matrisen er gitt ved

Ar = [[T(p1)]s[T(p2)ls[T(p3)]s]-

Vi har T'(p1) = (1,2,5),T(p2) = (1,2,3),T(ps) = (0,1,4), sa vi far at

Ap =

(G20 R
W N =
= = O
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