MAT1140 — Strukturer og argumenter

Obligatorisk oppgavesett nr. 1 (av 2)
Lgsningsforslag



Oppgave 1. For a,b € N* la d € N* vaere det mindste naturlige tall som kan
skrives som

d = ax + by (1)
med z,y € Z. Vis at d er den stgrste tall som deler a og b.

Vi giver her to mulige lgsninger til opgave 1:

Losning. Bemaerk at a kan skrives som a =a-1+0b-0. Sa da d er det mindste
tal i N* som kan kan skrives pa formen i likning (1) folger at d < a. Vi kan nu
benytte Euklid’s algoritme til at skrive a = gd + r, for passende ¢,r € Z med
0 < r < d. Vi kan da skrive r saledes:

r=a—qd=a-(1—qx)+0b-(—qy).

Sa da r < d, og d er det mindste tal i N* som kan kan skrives pa formen i
likning (1), far vi at 7 = 0. Altsa er a = ¢d. Med andre ord er d en divisor i a.
Samme argument med b i stedet for a viser at d ogsa er en divisor i b. Vi har
altsa vist at d er en feelles divisor for a og b

La ¢ € N* veere en anden falles divisor for a og b. Da kan vi finde n og m i
Z sadan at a = cn og b = cm. Vi indseetter dette i likning (1):

d = cnx + cmy = ¢ - (nx + my).
Altsa er c divisor i d, s& specielt er ¢ < d. Det viser at d er den stgrste faelles

divisor.

Losning. La dy = ged(a,b). Vi kan da skrive a = dyn og b = dym for passende
n,m € N*. Nu er dy-ged(n, m) en faelles divisor for a og b, sa da d er den storste
feelles divisor er ged(n,m) = 1. Pr. Bezout’s identitet (fra forelsesningerne)
findes z,y € Z slik at 1 = nx + my. Vi ganger med dy pa begge sider og far at

do = donx + dogmy = ax + by.

Da d er det mindste tall som kan skrives sddan fglger det at d < dp.
La nu z,y € Z veere sa d = ax + by. Vi indsaetter a = dgn og b = dom i
denne likning:

d = ax + by = donzx + domy = dy - (nx + my).

Altsa er dg en divisor i d og specielt er da dg < d. Samlet set har vi nu vist at
d < dy < d. Men sa ma dg = d.



Oppgave 2. Vis at for alle N € N har vi Z,]cvzo ok _ oN+1 _ 1
Losning. Lad S = Zszo 2k Da er

N N N+1
25 =2-% 2F =3 "2F1 =% o
k=0 k=0 k=1
Det folger at
N+1 N
S=25-85=) 2F-> oF=2N+l_1
k=1 k=0

Oppgave 3. Vis de folgende pastand pa to mater, en gang med induksjon og
en annen gang uten induksjon: For hvert n € N er n® — n et multiplum av 6.

Losning.

Bewvis med induksjon. For n = 0 har vi 03 — 0 = 0 hvilket er et multiplum av
6. Anta nu at n® — n er et multiplum av 6, for et n € N. Vi har at

n+12 -+ =n*+3n2+3n+1-n—-1=n>—-n)+3nn+1).

Da n og n+ 1 er to pafglgende tal ma mindst ét av dem veere et partall. Altsa
indgar 2 som faktor i n(n + 1) og da ser vi at 3n(n + 1) er et multiplum av 6.
Induksjonshypotesen giver os nu at (n + 1) — (n + 1) er summen av to tall
som begge er multiplum av 6. Da er (n + 1)® — (n + 1) selv et multiplum av 6.
Pr. induksjon fglger at n® — n er et multiplum av 6, for alle n € N. O

Bewvis uten induksjon. For hvert n € N kan vi skrive:
nd—n=(n-1n(n+1).

Dan—1,n ogn+ 1 er 3 pafglgende tall er ét av dem et multiplum av 3 og
mindst ét av dem et multiplum av 2. Altsd er n® — n et multiplum av 6. O

Oppgave 4. La P og ) veere utsagn. Vis at folgende utsagn er en tautologi:
(P = (P = Q))<= (P = Q).

Losning. Vi laver en sandhedstabel:

PlQ|P=Q|P = (P = Q)
00 1 1
0|1 1 1
110 0 0
111 1 1

Fra sandhedstabellen ser vi at (P = Q) og (P = (P = Q)) har
samme sandhedsveaerdi for hvert par av mulige sandhedsveerdier for P og Q.
Det folger at (P = (P = Q)) <= (P = (@) er en tautologi.
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Oppgave 5. For n = 220 + 1 regne ut 2"~ modulo n. Kan vi konkludere fra
svaret om n er et primtall eller ikke? Begrunn svaret dit.

Lasning. Vi viser forst et nyttigt lemmas:

Lemma 1. For hvert k, € N er
ok = gk mod 26 6 (2 +1).

Bewvis. Bemaerk at 2¢ = —1 mod 2¢ + 1. Derfor er 22 = 1 mod 2¢ + 1. La
ke {0,1,... 20 4 1} veere standardrepresentanten for & modulo 2¢. Da
finnes q € Z slik at k = 20qg + k. Nu er

2k — 9h+20a — 9k (9200 = 9k mod (2 + 1). O

Vi skal benytte Lemma 1 ovenfor med ¢ = 20 og k = 2%°. Vi regner forst
ut 22° mod 40:

220 = (25)* = (—8)* mod 40 = (2*)* mod 40 = 16® mod 40.

Bemaerk at 16 - 16 = 256 = 16 mod 40. Saetter vi dette ind i likningen ovenfor
ser vi at
2% = 16 mod 40.

Pr. Lemma 1 med ¢ = 20 og k = 2?° far vi da
22" = 92 mod 40 )54 (220 4 1) = 216 mod (220 + 1)

Da dette ikke er kongruent med 1 modulo 2%° + 1 fglger det av Fermats lille
teorem at n ikke er et primtall.

Oppgave 6. Lan € Nogn > 2. Vis at n er et primtall hvis og kun hvis
(n—1)! = —1 mod n.

Lgsning. Anta at n er et primtall. For hvert naturligt tall 1 <k <n —1 er da
ged(k,n) = 1. Pr. teoremet pa side 9 i foreleesning 3 finnes da et ¢ € Z slik at
k¢ =1 mod n. Det er klart at vi kan vaelge £ slik at 1 < /¢ <n — 1, og at der
for hvert 1 < k <n — 1 findes praecist ét 1 < £ <n — 1 slik at k¢ = 1 mod n.

Lemma 2. La p vere et primtal og la 1 < k < p — 1 vere et naturligt tall.
Hvis k> =1 mod p sd er enten k=1 ellerk=p— 1.




Bevis av Lemma. Vihar k —1 = (k+1)(k—1). Da p er et primtal fglger,
at hvis k2 — 1 = 0 mod p s& ma p veere en divisor i enten k + 1 eller k — 1.
I fgrste tilfeelde folger at kK = p — 1 og i siste tilfeelde folger at k =1. [

Fra lemmaet ser vi, at av tallene 1,2,...,n — 1 er det bare 1 og n — 1 som
er sin egen multiplikative invers modulo n. De resterende tall 2,...,n — 2 kan
parres to og to saddan at produktet av hvert par er lik 1 mod n. Vi far da,

[((n =Dl = ([2]n - [8n -+~ n—2]p) [n—1, =1 [n—1, =[-1],

Med andre ord er (n — 1)! = —1 mod n, som vi ville vise.

Vi giver her 3 forskellige beviser for den modsatte implikasjon. I enhver
lgsning er det naturligvis kun ngdvendigt at give ét bevis.

Bevis for “=” (direkte). Anta at (n — 1)! = —1 mod n. Vi kan da finde et
q € Z slik at (n — 1)! = gn + (n — 1). Hvis vi omorganiserer har vi altsa at
(n—1)! —gn =n — 1. S& hvis et naturligt tall 1 < d < n er en divisor i n sa er
d ogsé en divisor i n — 1. Men sé er d ogsa en divisor i 1 =n — (n —1). Altsa
ma vi ha d = 1. De eneste (ikke-negative) divisorer i n er derfor 1 og n. Med
andre ord er n et primtall. O

Bevis for “=” (kontrapositon). Anta at n ikke er et primtall. Vi har nu 2
muligheder: enten kan vi skrive n = a - b for naturlige tall 1 < a,b < n slik at
a # b eller sa er n = a? for et naturligt tall @ > 1. Vi skal behandle disse to
tilfeelde hver for sig. Desuden ma tilfeeldet n = 4 behandles separat.

(1) Anta at n = a - b for naturlige tall 1 < a,b < n slik at a # b. Vi ser at a
og b optreeder separat i produktet (n —1)! =2-3.----(n—1). Altsé er n
en divisor i (n — 1)! og dermed er (n — 1)! = 0 mod n.

(2) Anta at n = a? for et naturligt tall @ > 2. Vi har da at 1 < a,2a <n sd a
og 2a optraeder separat i produktet (n — 1)l =2-3.---. (n—1). Altsa er
2n = (2a) - a en divisor i (n — 1)!. Da n er en divisor i 2n far vi da at n er
en divisor i (n — 1)! og dermed er (n — 1)! = 0 mod n.

(3) For n =4 har vi at (4 — 1)! = 6 og videre at 6 = 2 mod 4. Men 2 # —1
mod 4.

I alle 3 tilfeelde er (n — 1) # —1 mod n, hvilket var hvad vi ville vise. O

Bevis for “=” (motstrid). Anta for motstrid at (n — 1)! = —1 mod n og at n
er et sammensat tall. Vi kan da skrive n = a - b, for passende naturlige tall
1 <a,b<n.Da (n—1)! er produktet av alle naturlige tall fra 1 till og med
n — 1 ser vi at @ ma veere en faktor i (n — 1)!. Da er n en faktor i b- (n —1)!,
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sa viser at b-(n —1)! =0 mod n. Men (n — 1)! = —1 mod n, sa samtidigt er
b-(n—1)'=—bmod n. Vi far altsa at b = 0 mod n og dermed at n < b. Men
nu er n < b < n, hvilket er en motstrid 7. O

Oppgave 7. La A og B vaere mengder.
1. Visat P(AN B) =P(A) NP(B).
2. Visat P(AUB) D P(A)UP(B).
Er der mengder A og B hvor P(AU B) # P(A) UP(B)?

Lgsning. La C veere en mengde. Pr. definition av potensmengden er C €
P(AN B) hvis og bare hvis C C AN B. Pr. definition av snittet av to mengder
er dette tilfzeldet hvis og bare hvis C' C A og C' C B. Dette er tilfzeldet hvis
og bare C' € P(A) og at C' € P(B), pr. definition av potensmengden. Til slut
er dette tilfeeldet hvis og bare hvis C' € P(A) NP(B), hvor vi igen benytter
definitionen av snittet.

La nu C € P(A) UP(B). Pr. definition av unionen av to mengder er da
C € P(A) eller C € P(B). Pr. definition av potensmengden er i det forste
tilfzelde C C A og i det andet tilfaelde C C B. Nu er bade A C AU B og
B C AU B pr. definition av unionen. Sa i begge tilfzelde er C' C AU B hvorfra
vi slutter at C' € P(A U B) pr. definition av potensmengden.

Ja, der er mengder A og B hvor P(AU B) # P(A) UP(B). Et eksempel er
A ={0} og B ={1}. Her er meengden AU B = {0,1} et element i P(AU B)
men ikke i P(A) UP(B).



