OPPGAVER: UKE 7

FUNKSJONER: INJEKTIVITET OG SURJEKTIVITET

Oppgave 1. La X og Y veere mengder og la f : X — Y veere en funksjon.
Left cancellation:

(a) Anta at f er injektiv. La X veere en mengde ogla g: Xg — X og h: Xg = X
veere funksjoner. Vis at hvis fog= foh sder g = h.

(b) Anta at det for alle mengder X og alle funksjoner g : Xg = X og h: Xg = X
geelder, at hvis fog= foh sder g =h. Vis at f er injektiv.

Right cancellation:

(¢c) Anta at f er surjektiv. La Yj veere en mengde oglag:Y = Ypog h: Y — Y)
veere funksjoner. Vis at hvis go f = ho f sd er g = h.

(d) Anta at det for alle mengder Y, og alle funksjoner g : ¥ — Yy og h: Y — Yj
geelder, at hvis go f = ho f sd er g = h. Vis at f er surjektiv.

Oppgave 2. Faerdigger beviset for folgende teorem fra foreleesningen:

La A, B og C veere mengder og la f : A — B og g : B — C veere funksjoner.
(a) Hvis f og g er injektive s& er g o f injektiv.

(b) Hvis f og g er surjektive sd er g o f surjektiv.

(¢) Hvis go f er injektiv sa er f injektiv.

(d) Hvis g o f er surjektiv sa er g surjektiv.

Oppgave 3. La A vere en endelig mengde
(a) Vis, at hvis f : A — A er injektiv s er f automatisk bijektiv.
(b) Vis, at hvis f : A — A er surjektiv sd er f automatisk bijektiv.

Oppgave 4. Vis at de to fglgende utsagn er ekvivalente:

(1) For hvert mengde X (som har mengder som elementer) finnes der en funksjon
f: X =X slik at f(y) € y for hvert y € X.

(2) For alle mengder A og B og hvert surjektive funksjon F : A — B finnes der
en funksjon G : B — A slik at F'o G =idp.

FUNKSJONER OG EKVIVALENSRELASJONER

La X og Y veere mengder og la f : X — Y vaere en funksjon. Givet en ekvivalens-
relasjon ~ pa X siger vi at f faktoriserer gennem kvotienten X/. hvis der findes
en funksjon h : X/, — Y slik at f = hog, hvor ¢ :  — X/ er den kanoniske
kvotientavbildning (eller den kanoniske surjeksjon). Vi kan illustrere faktorisering
ved et diagram saledes:

x 1.y

e

X/~

Oppgave 5. I denne oppgave ska vi vise at en faktorisering, nar den finnes, er
unik. La X og Y veere mengder, la f : X — Y veere en funksjon og anta at
~ er en ekvivalensrelasjon pa X slik at f faktoriserer gennem X/.. Vis, at hvis
hi: X/ =Y oghy: X/ — Y opfylder at hyoq= f = hyoq, sd er hy = ha.
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Oppgave 6. La X og Y veere mengder og la f : X — Y veere en funksjon. Vi

definerer en relation ~; pa X séledes: x ~; y hvis f(x) = f(y).

(a) Vis, at ~ er en ekvivalensrelasjon.

(b) Vis, at f faktoriserer gennem X/ .

(c) La f: X/~, =Y vere funksjonen definert ved f = foq, hvor ¢: X — X/,
er den kanoniske kvotientavbildning. Vis, at f er injektiv.

Oppgave 7. La ~; vaere ekvivalensrelasjonen fra oppgave 6 og la ~ vaere en annen

ekvivalensrelasjon pa X. Vi siger at ~ er finere end ~ hvis [z]. C [z]y, for alle

z € X, hvor [-]~ og [-]; noterer ekvivalensklasserne for ~, henholdsvist, ~.

(a) Vis, at f faktoriserer gennem X/, hvis og kun hvis ~ er finere end ~; .

(b) Anta, at f faktoriserer gennem X/. og la h : X/ — Y veere funksjonen
definert ved f = hogq, hvor ¢ : X — X/ er den kanoniske kvotientavbildning.
Vis at h er injektiv hvis og kun hvis ~ er relasjonen ~ .
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