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Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
du begynner & besvare spgrsmalene.

Alle deloppgaver (Oppgave 1, 2, 3a, 3b, osv) teller 10 poeng.

Oppgave 1: Vis at folgen f,(z) = nre "<’ konvergerer punktvis pa inter-
vallet [0, 1] og avgjer om konvergensen er uniform.

Oppgave 2: Anta at (X, d) er et metrisk rom og at { f,,} og {gn} er to folger
av funksjoner fra X til R som konvergerer uniformt mot henholdsvis f og g.
Vis at {f, + gn} konvergerer uniformt mot f + g.

Oppgave 3: I denne oppgaven er u Lebesgue-mélet pa R, og A er o-
algebraen av Lebesgue-méalbare mengder. Vi skriver L'(x) som en forkortelse

for LY(R, A, i), og vi lar | - |1 betegne L'-normen (dvs. |f[|1 = [ |f|du).

a) Vis at for hver f € L!(u) finnes det en fglge {g,} av enkle funksjoner
som konvergerer mot f i L'(x) (dvs. |f — gn]1 — 0 nar n — oo).

For enhver A € A og enhver ¢ > 0 finnes det en kontinuerlig funksjon
h:R — [0,1] slik at u({x € R|h(z) # 1a(x)}) < €. Dette kan du bruke
fritt (og uten & bevise det) i resten av oppgaven.

b) Vis at |14 — k|1 < € nar A og h er som ovenfor.

c) Vis at for enhver enkel funksjon g € L'(1) og enhver € > 0 finnes det
en kontinuerlig funksjon h slik at |g — k|1 <e.

d) Vis at for enhver f € L'(u) finnes det en fglge {h,} av kontinuerlige
funksjoner slik at |f — hy[1 — 0

Oppgave 4: 1 denne oppgaven er (H,(-,-)) et reelt Hilbertrom (dvs. et
komplett indreproduktrom over R) med ortonormal basis {e; };en.

a) La {uy,} og {v,} veere to folger i H. Vis at dersom lim,,_,+ u, = u og
limy, 00 Vi, = Vv, s& er limy, 00 (Up, Vi) = (u, v).

b) Vis at dersom u =) -7, a;e; og v =) 2, f;e; er to elementer i H, s&

er <u’ V> = Zfil ;3.

(Fortsettes pa side 2.)



Eksamen i MAT2400, Tirsdag 4. juni 2013 Side 2

En lineerfunksjonal pd H er en funksjon A : H — R slik at
(i) A(au) = aA(u) for allea e Rogu e H.
(i) A(u+v) = A(u) + A(v) for alle u,v € H.
I resten av oppgaven er A en lineserfunksjonal.
c) Vis at

(D) AL aug) = >0 aA(w;) for alle n € N, alle a,..., 0 € R
og alleuy,...,u, € H

(I) A(u—v) = A(u) — A(v) for alle u,v € H.

Fra na av antar vi at det finnes et tall M € R slik at |A(u)| < M |u] for alle
u € H. (Her er som vanlig |- | normen generert av indreproduktet (-, -), dvs.

lul = ((.m)*)
d) Vis at A er uniformt kontinuerlig.
e) La 3; = A(e;) og vis at A", Bie;) = > v, B? for alle n € N. Bruk
dette til & vise at (Y 50, /6’22)% <M.
f) Vis at rekken » %, f;e; konvergerer i H.
g) Lay =), fie;. Visat A(x) = (x,y) for alle x € H.
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