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Oppgave 1
Betrakt LP problemet:

max r1 + 2x9 + 23
f.a.
I + 2?[73

r1 + 4dxy + 223

T1, %9, 13 > 0.

VANRVAN
ot

1a

Vis at & = (21,22, 23) = (5/2,0,5/4) er en tillatt lgsning i problemet (1).
Vis at & ogsa er en optimal lgsning i (1) nar du far oppgitt at optimal verdi
er b.

Losning: Sjekker forste ulikhet: 5/2+0+2-(5/4) =5 < 6 sd denne holder.
Sjekker andre ulikhet: 5/2 +0+2-(5/4) =5 < 5 sd denne holder. Og alle
variablene er ikkenegative, sa lgsningen er tillatt. Verdien pd obj.funk. blir
5/2+0+2-(5/4) =5, sd lgsningen er optimal.

1b

Lgs problemet (1) ved simpleksmetoden og finn en optimal lgsning. Vis at
problemet har flere optimale basislgsninger.

(Fortsettes pa side 2.)
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Losning: Initiell basisliste:

n= 0 4+ =1 + 2z + 23
6

wyp = — I — 21’3
Wy = 5 — ry — 41’2 — 2.%3
Pivoterer x3 inn og wy ut i basis:
n= 5 — 2%’2 — Wa
w, = 1 + 41‘2 + Wa

Koef. foran ikkebasisvar. er ikkepositive, sa vi har funnet optimal lgsning
som er: x1 =x9 =0, x3=5/2 (og w; =1, wy =0). Optimal verdi er 5.

Det er ikke entydig optimal lgsning: pivoterer xq1 inn og x3 ut og far:

n= 5 — 2x —  wWs
w1 = 1 + 41‘2 +  we
T = 5 — 4112 — 21‘3 — W3

sG en annen optimal (basis)lgsning er x1 = 5, x9 = x3 = 0, x3 = 0 (og
wy =1, we =0).

(Alternativt: fra punkt a) har vi funnet en annen optimal lgsning, og da
ma det finnes minst to optimale basislgsninger.)

1c

Skriv opp det duale problemet til (1). Finn en optimal lgsning av det duale
(helst uten regning).

Losning:
Det dual problemet er:

min 6y1 + 5y2

f.a.
v+ oy =21
dyp > 2
200 + 2y = 2
y1,y2 = 0.

La som vanlig z vere komplementeer til x og w til y. Optimal duallgsning
erys = 1, 29 = 2, resten 0; se forste eller andre basisliste over.

1d
Betrakt funksjonen f : IR* — IR gitt ved

3
f(xlax27$3) = ZOZ]I']
j=1

(Fortsettes pa side 3.)
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der aq, as, ag er gitte tall, og anta at vi erstatter objektivfunksjonen i LP
problemet (1) med f. Forklar hvorfor dette nye optimeringsproblemet har
en optimal lgsning.

Losning: [ er lineer, sa vi har et LP problem. Den tillatte mengden er
ikketom (fra forste deloppgave) og begrenset, idet begrensningene medforer
at (feks.) 0 < z; < 5 (j < 3). LP problemet er derfor tillatt og ikke
ubegrenset, og ved fundamentalproblemet for LP mda derfor problemet ha en
optimal losning. (Dette folger ogsa av Ekstremverditeoremet.)

le

La P C IR? veere mengden av tilatte lgsninger i (1), dvs. lgsningsmengden
til de 5 begrensningene. Bestem projeksjonen P’ av P ned i xjxs-planet,
beskrevet ved lineszre ulikheter. (Hint: Fourier-Motzkin). Illustrer P’ i

planet.

Losning: Bruker Fourier-Motzkin eliminasjon og eliminerer x3. Ulikhetene
som involverer x3 er

XT3 §5/2—(1/2)LE1—22§'2,
0< T3

Dette gir de nye ulikhetene 0 < 3—(1/2)z1, 0 < 5/2—(1/2)x1 —2x9. Dermed
er projeksjonen P’ av P ned i xix9-planet gitt ved x1 < 6, x1 + 4xo < 5,
x1 >0, 29 > 0. Her er x1 < 6 redundant idet de andre ulikhetene medforer
at x1 < 5. Sa projeksjonen er gitt ved

1+ 4x9 <5, 1 >0, 29 > 0.

(Det er ikke feil G ta med x1 < 6 her, men det er fint & observere at denne
er redundant. Det sees ogsd av figuren.)

Oppgave 2

Betrakt den rettede grafen D = (V| E') med nodemengde V' = {uy, ug, vy, v2}
og kantmengde E = {(u1,v1), (u1,v2), (u2,v1), (u2,v9)}. Vi betrakter et
nettverk strgm problem i D der tilfgrsel /behov i nodene er gitt ved b,, =
by, =1 og b,, = b,, = —1. La strgmvektoren = veere gitt ved x,,,, = Typv, =
1 0g Ty vy, = Tugw, = 0.

2a

Finn et spenntre 7' 1 D slik at = er trelgsningen knyttet til 7. Er T" entydig
med denne egenskapen? Vis ogsa at x er en optimal lgsning av minimum
kost strgmproblemet (i D og med gitt b) nar kostnadene er gitt ved

Cuyvy = Cugvy = 1 08 Cupuy = Cugey = 1 T €

(Fortsettes pa side 4.)
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der e > 0 er et gitt tall.

Losning: La T inneholde de tre kantene (uy,v1), (ug,ve), (ug, v9); dette er et
spenntre i D. Beregner den tilhorende trelgsningen (ved bladeliminasjon) og
far Ty, =1, Tyjoy = 0, Ty, = 1 mens Ty, = 0 (ikkebasisvariabel): dette
gir nevnte x. T er ikke entydig: far samme trelgsning med spenntreet T' med
kanter (uq,v1), (ug,v1), (uz,vs).

Beregner duallgsning og bruker spenntre T over. Velg rotnode u; sd
Yoy = 0. Far: yy, =1, yp, = 1+ €, yy, = €. Dermed blir z,,, =
Cusvy + Yus — Yoy = (L+€) +€—1=2¢ >0, som viser at x er optimal.

Oppgave 3

Betrakt matrisen

S DN Ot
AR~

3a

Betrakt matrisespillet gitt ved matrisen A der (som vanlig) A angir betaling
fra radspiller R til kolonnespiller K. Finn en minmax strategi for R og en
maxmin strategi for K. (Hint: finn et sadelpunkt). Finn ogsa verdien til
spillet.

Losning: Ser at (2, 3) er et sadelpunkt i A, fordi ass = 4 er minst i sin kolonne
0g storst i sin rad. Sa (rad) 2 er ren minmaz strategi for R og (kolonne) 3
er ren. maxmin strategi for K. Verdien til spillet er V = aq3 = 4.

Oppgave 4

4a
La P og () veere to polytoper i IR". Vis at P N () ogsa er en polytop.

Losning: Ved korollar av hovedteorem for polyedre (se konveksitetsheftet) er
baide P og () begrensede polyedre, sd det fins lineere systemer Ax < b og
Cz < d slik at

P={reR": Az <b}, Q={zxeR":Czx <d}.

Men da er
PnQ={zeR": Az <b, Cx <d}

som wviser at PN Q er et polyeder. Videre er P N Q begrenset (idet det er
inneholdt i P som er begrenset). Sa P N Q er et begrenset polyeder, og er
derfor en polytop (igjen ved korollaret).

(Fortsettes pa side 5.)
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Oppgave 5
Betrakt polyedret
P:{xE]R”:Zaj:cj:b, ijzl, z; >0 (j <n)}
j=1 j=1

der ay,aq,...,a, og b er gitte positive tall slik at a; < b < as.

d5a
Vis at punktet

x=((ag —b)/(ag — ay),(b—a1)/(as — a1),0,0,...,0) € R"
er et ekstrempunkt i P.

Losning: Vet fra en proposisjon i Konveksitetsheftet at “ekstrempunkt=tillatt
basislgsning”. La A vere 2 x n koef.matrisen for likningene i P:

. al a2 an
A_[l 1 ... 1]

La Ap vere submatrisen bestiende av de to forste kolonnene i A (sa B =

{1,2}):
e[ 7)

Ap er invertibel (idet ay < as er radene lineert uavhengige) og er derfor
en basis i A. Finner tilhorende basislosning ved a lgse likningsystemet

. az2—b b—a
mT1 + Aty = b, 1 + 22 = 1 som gir x1 = =, w = =0, 09
xg =+ =x, =0 (ikkebasisvariable). Har her at x1,xs > 0 fordi ay—a; > 0

b—a; >0 09 ay—b>0. Sa denne basislgsningen er tillatt, og ma derfor
veere et ekstrempunkt for P.

Lykke til!



