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w0 ½ w1 ½3¾   w2

�¿��¡��)ÀÁ�+���;À;�	��À;�[Â	�[�¿�| 9�~���~¼
∫ 1

0

f(x) dx ≈ w0f(0) + w1f
′(0) + w2f(1),

�~���|�]��ÀJ���+Ã ¾ ��� ¾ �5Äg¼ ¾ �4�|��ÀÅ�t J��ÀJ� ≤ 2
¢

Æ=Ç	ÈcÉgÊ.Ë �g¡��B�[�| J�|�*�|¼¥�~�Ì�~�g�[ÀJ���ÍÃ ¾ �B� ¾ �*Äg¼ ¾ �4�|¼	� 1 ½ x ½º¾   x2 ½ �~�Ì�	�~¼ ¾  9����~�g�[ÀJ���?Ã ¾ �¦À;���*�W� ¾ �5Äg¼ ¾ �4�|�Î�4�|�Ï 9��À;�
≤ 2

�3�Í J�[Â	¼	¼ÐÀÑ�ÒÀ;�¦Ó	�J�	�L¡*¼]���~ 9�[ÀJ���(�
¾  ��]�ÁÀJ�	�[À;��Â	�¿�[�~ 9�|�*�|¼Î�|�N��¡*¼	�ÅÔ²�¿�p¡ f ¢g�²�$�[�| J�|���~¼)�|�$�~�]��ÀJ���²Ã ¾ ��� ¾ �5Äd¼ ¾ �&�~¼	� 1 ½ x ½
¾   x2

�]�[�(�9�|�pÀ;�

1 = w0 + w2, 1/2 = w1 + w2, 1/3 = w2.

Õ ¡����[�~�+�3À-À;�
w2 = 1/3 ½3¾  .�g¡��	�~�[�"À;� w0 = 2/3 ¾  4À;� w1 = 1/6

¢

£¥¤¦¤?§�¨�©«ª Ö ¯®¦° ª²±�³~´Uµ ×tª²±�³�©�¨"´9¸b¹º¶
Ø À

x0, x1, x2

�dÔ²�[�Ù�[�~�|���*�x�ÚÀJ�*�p�[�*¡��ÛÀ;�
x1 − x0 = x2 − x1 = h Ü � ¾ � h > 0

¾  ÝÀJ¼]��ÀÝÀ;� f
�|�x�|¼ÞÃßÂc¼	�]�ßà ¾ ¼á�4�|�â���¿�ã� ¾ ¼]�[¡�¼gÂc�|�[�*¡� J�ä�c�|�[¡5�9�|�o���_¡"¡*¼]�[�|�¿�ÁÀJ���*�~�

[x0, x2]
¢Nå+�[���|�Ý�(�)Ãß�|¡*���~�¿��¡*�&ÀÁ�-Ã ¾ �&�¿�|¼]�[��ÀJ�*�	¡*æ=�|�¿�|¼	�[ÀJ�	�	� ¾ �]�[¡*�)À;�ßà ¾ ¼	�~¼ f ′(x1) ≈

(f(x2)− f(x0))/(2h)
�9�~�ç�-Óc�[Â	�J�"è�ÀÑÄg� ¾ �[Âc�¿�g¡��]��¡*¼	 9�~�|¢Æ=Ç	ÈcÉgÊ Õ ¡ Ü ÀJ�

f(x2) = f(x1) + hf ′(x1) +
h2

2
f ′′(x1) +

h3

6
f ′′′(ξ),
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Ü � ¾ � ξ ∈ [x1, x2] ½3¾  

f(x0) = f(x1)− hf ′(x1) +
h2

2
f ′′(x1)−

h3

6
f ′′′(η),

Ü � ¾ � η ∈ [x0, x1]
¢%$p�J���g¡Y�ÚÀ;���c¡*æ=�|�[ÀJ¼	�[�~¼?Ãô�;�²�d¡

f(x2)− f(x0) = 2hf ′(x1) +
h3

6
(f ′′′(ξ) + f ′′′(η)),

¾  -�3�. 9�[Â	¼c¼çÀÅ�t�4¡��c�	�|�5�9�|�¿�	¡��[À;���¿�|¼ ¾  4À;� f ′′′ �~��� ¾ ¼���Â	�~�[��¡*  Ü ÀJ���g¡

f(x2)− f(x0) = 2hf ′(x1) +
h3

3
f ′′′(µ),

Ü � ¾ � µ ∈ [x0, x2]
¢'& �|�¿�&�~� Ü À;���g¡

f(x2)− f(x0)

2h
= f ′(x1) +

h2

6
f ′′′(µ),

¾  
∣

∣

∣

∣

f(x2)− f(x0)

2h
− f ′(x1)

∣

∣

∣

∣

≤
h2

6
max

x0≤x≤x2

|f ′′′(x)|.

£¥¤¦¤?§�¨�©«ª)( *Í³~µ&´U¤?®?¶tµ-·y³(·yª²± ¨�´J¸Y¹º¶
Õ ¡+�¿�ÁÀJ�+�o��Â	�	�~�[�,+3�]�[�	Â	¼c�]��¡5���~��ÀJ� à ¾ ¼ �4�|�ÛÃßÂ	¼	�]� à ¾ ¼	�|¼ g(x) = xk+2 − xk Ü � ¾ �
k ≥ 2

�|�&�~�) 9¡5�[� Ü �|�*��ÀJ���E¢ Õ ¡*�)À;� g Ü ÀJ�&�4¡�¼	�o�4� ¾ +	�g�¿�	Â	¼	�����|� P1 < P2

�4�|�
P2 ∈ [1, 2]

¢ Õ ¡*�-+	�g�¿�	Â	¼	���/.�¡*���~��ÀJ� à ¾ ¼&� ¾ � P1 ¾   P2

� ¾ ¼��9�|�[ J�|�[�p�	�~�[� ¾ � �d¡H�o�ÚÀJ�o���~�
��¡*���o���[�~�]�J�|�*¡� «¼3Ô²��021$�~ 9�¿Â	¼	¼x�o�;ÀJ�[�(�Å¢
Æ=Ç	ÈcÉgÊ » ¡��]�¿�	Â	¼	�����~¼	�ä�~�¦�*�9�[¼c¡�¼	 ÌÀÑ�Ý��¡� J¼	¡*¼	 J�|¼

f(x) := xk+2 − xk − x = 0
¢

Õ ¡ Ü ÀJ� f(0) = 0
���

P1 = 0
�~�x�~��+3�]�[�	Â	¼c�]�|¢43d¡*�	�~¼

f(1) = −1 < 0 ¾  
f(2) = 3× 2k− 2 > 0 ¾   f

�|��� ¾ ¼]�[¡�¼]Â	�|�¿��¡� 5+3¼c¼	�|� P2 ∈ [1, 2]
�¿��¡*�.À;�

f(P2) = 0
¢

Õ ¡ Ü ÀJ� g′(x) = k×xk−1(k+2

k
x2−1) ¾  ��d¡3�¿�|��À;� g′(P1) = 0

Ã ¾ � k ≥ 2
¢�3d¡��c�|¼

|g′(P1)| < 1
�g¡��6+3�]�[�	Âc¼	�]�[¡*�[�|��À;�ßà ¾ ¼Û� ¾ ¼]�9�|�¿ 9�~�[�t��¡*� P1 = 0

�	�~�[� ¾ ���d¡$�¿�ÚÀ;�¿���~�
��¡*���o���[�~�]�J�|�*¡� "¼3Ô²�

P1

¢73d¡*�	�|¼
|g′(P2)| > 1

�d¡*�R¡*�g�J�8+3�]�[�	Â	¼c�]��¡5���~��ÀJ� à ¾ ¼t� ¾ ¼��9�|�¿ 9�|�¿���¡*�
P2

Ã ¾ ��¼ ¾ �~¼x�o�ÚÀJ�o�[�9�|�c¡ x0 6= P2

¢

£¥¤¦¤?§�¨�©«ª:9 ;-·%<&µ&µ�ª²©&³|´ ¤Ù¹>=?<Î¶t¹�° ³|¶.·yª²±�¤L¹>=|¨�´J¸Y¹º¶
Ø À

a = x1 < · · · < xN = b
¢A@ ¡5�[�+�9�|�¿�	¡��~¼	�

fi = f(xi) ¾  Î�|�o��¡*�)ÀÁ���|� mi

Ã ¾ �p�	��	�~�[¡5�9�|�¿�[�
f ′(xi) ½ Ã ¾ � i = 1, . . . , N ½ �[�ÁÀ;���g¡+3¼	¼c�.�~���¿�`Äd�]�J�~�g¡�� �]Â	Ó	¡*�[�x� ¾ �*Äg¼ ¾ �

S : [a, b] → lR
� ¾ � ¡*¼]���~�[� ¾ �*�|�¿�|� f ¡Y�	Â	¼	�����~¼	� x1, . . . , xN

¢ Õ ¡Y�g�¿�~�9�~� À;�

S(xi) = f(xi), i = 1, . . . , N,

S ′(xi) = mi, i = 1, . . . , N,

¾  ÐÀ;�ÙÃßÂ	¼c�g� à ¾ ¼	�~¼ S
�~�L�~�ä�]Â	Óc¡��[�á� ¾ �5Äg¼ ¾ � ¡ Ü �9�~�¿�ã¡*¼]�[�|�¿�ÁÀJ��� [xi, xi+1] ½ Ã ¾ �

i = 1, . . . , N − 1
¢
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���
Õ ¡���À;��Ã ¾ � x ∈ [xi, xi+1] ½

S(x) = ai + bi(x− xi) + ci(x− xi)
2 + di(x− xi)

2(x− xi+1),

Ü � ¾ � hi = xi+1 − xi ¾  

ai = fi, bi = mi, ci =
ei −mi

hi

, di =
mi + mi+1 − 2ei

h2
i

, ei =
fi+1 − fi

hi

.

Ë ¡�¼]� Ê & �(�p�~��¼ ¾ �t�«�g¡��[�"ÀÁ�

S(xj) = fj, S ′(xj) = mj, j = i, i + 1.

� �cÂ¦���[�~¼	 9�~�+¡*�]�J��Ã ¾ �[�]��À;�[���	�~�¿������¢Æ=Ç	ÈcÉgÊ Õ ¡A+3¼	¼	�~�

S ′(x) = bi + 2ci(x− xi) + di

(

2(x− xi)(x− xi+1) + (x− xi)
2
)

�[�*¡��)À;�

S(xi) = ai = fi, S(xi+1) = ai + bihi + cih
2
i = fi+1,

S ′(xi) = bi = mi, S ′(xi+1) = bi + 2cihi + dih
2
i = mi+1.

���
� ¼	¼cÃß�J���ÁÀJ�[¡�ÀJÓ	���~¼

t = x−xi ¾   Ã ¾ �[�]��ÀJ� Ü � ¾ �[�3ÀJ¼4�g¡H�ÁÀJ¼&ÓR�~�[�| J¼	� S(x)
Ã ¾ ���|¼& 9¡5�[�

x ∈ [xi, xi+1]
�9�~�x�gÂc¼?���¿� �«Â	�*�[¡*�	�*¡5�ÁÀJ� à ¾ ¼	�|�~¢Æ=Ç	ÈcÉgÊ

S(x) = ai + bit + cit
2 + dit

2(t− h)

= (di ∗ (t− h) + ci) ∗ t + bi) ∗ t + ai.

��	
�p¼]�ÚÀ4À;�

x ½ f ½3¾   m
�|�� 9¡5�[��� �9�|��� ¾ �¿�|�+�&�~�?���~¼	 9�	� N

� ¾ � ¡*¼	¼	� Ü ¾ ���	�~�²�9�|�[�c¡��~¼	�
x1, . . . , xN ½ f1, . . . , fN ½=¾   m1, . . . ,mN ½b¾  Î��À y

�cÔ$�[�.�~�� 9¡*�¿���¿�|�|�5����ÀJ���k¡
[a, b]

¢
3d�]�[¡5�t�~¼�
?�!è Ø � 1ÏÃßÂ	¼	�]�ßà ¾ ¼x� ¾ � �(�;ÀJ�*Â	�|�¿�|�

S
¡U�cÂ	¼	�����(�

y ½ �Y¢\�R¢\�|¢H�|¼¦ÃßÂ	¼	�]�ßà ¾ ¼� ¾ � �ÚÀ;�
x ½ f ½ m ½	¾   y

� ¾ � ¡�¼c�	Âc� ¾  -�[�(��Â	�¿¼	�|�¿�|� S(y)
¢

Æ=Ç	ÈcÉgÊ
���������������������� �!��"#�����%$'&�(%���*),+.-/�.-102-/3�4

5 ������� �!��"#���6�%$�&�(����7)8+�-,��-90:-,3#4
5 &�(�����%�'��$%�;�<���=>�?�@��"#���6�%$@AB���B�?C%$D"#�����E�F3G�6�IH,�J-9=�K@L?C%$�M�$.N
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