MAT 3360: Eksamen, varen 2020

Innleveringsfrist: Fredag 12. juni, kl. 14:30

Du maé levere én og bare én ( .pdf) fil. For & besta kreves en score pa minst 40% der hvert
spersmél (a), b) osv.) teller 10%.

Oppgave 1. Sett
fl@) ==2(1—a?).
a) Finn Fourier sinusrekka til f pa intervallet [0, 1].

Mulig svar: Vi har at f ~ ), by sin(knz) der

1
by = 2/ z(1 — z*) sin(knz) dx
0

o 1
=~ [ (1—32%) cos(knz)dx
km J,
9 1
— (k‘7r)2/0 6z sin(kmz) dx
12 =1 12 !
= (kﬂ)gxcos(kmx)} (1’+(k7r)3/ cos(kmz) dx
0
12
_ (kﬂ.)s( 1)k+1

Derfor har vi at

b) La S(z) betegne summen av Fourierrekka. Skisser grafen til S for = € [—2,2].

Mulig svar: Vi vet at S(z) blir den odde periodiske utvidelsen til f. Grafen ser slik ut:
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c) Vis at
6 __ 4 - 1
=9 525
k=1

Mulig svar: For & fa tallene 1/k% = 1/(k%)? kan vi bruke Parsevals likhet (som gjelder
siden f er kontinuerlig)
21711 =) 8.
k=1

Vi méa regne ut 2 ||fH27

1
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20 =2 [ (1 -2 do

1
:2/ 22— 2t + 28 dx
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Da sier Parsevals likhet at
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Oppgave 2. Betrakt initialverdiproblemet

(1)

uy -+ cost (@, =0, £>0, v € (~3,3),
u(e,0) = f(x),

der f er en gitt kontinuerlig deriverbar funksjon. Vi antar at u er en kontinuerlig deriverbar
(i bade x og t) funksjon.

a) Sett

Vis at E'(t) < 2E(t) og dermed at F(t) < E(0)e*.

Mulig svar: Vi regner
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[VIE]

[\

cos?(z)u?(x, t)

== 1
’ —5/ 2 cos(x) sin(z)u? dz

wl

N | = DN | — DN | —

—

sin(2z)u’ dx.

[NIE]

Derfor blir

™

B(t) < / ¥ |sin(2z)| w2 dz < 2E(D),

og svaret fglger ved bruk av Gronwalls ulikhet.

b) Forklar hvorfor a) impliserer at (1) kan ha hgyst én kontinuerlig deriverbar lgsning.

Mulig svar: Anta vi har to lgsninger u og v, sett w = v — v. Ligningen er linezer, sa w
blir en lgsning pa (1) med f = 0. Da far vi at

/

[NIE]

w(x,t) dr < /2 02 dze? =0,

s Jus
2 2

sa w(z,t) = 0.
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c) Bruk karakteristikkmetoden til & finne en formel for lgsningen pa (1) gitt funksjonen f.

Mulig svar: Karakteristikkene er gitt ved
X'(t) = cos?(X(t)), X(0) = .
Dette er en separabel ligning,
X'(t)y d
cos?2(X (t)) dt
Vi integrerer fra t = 0 til ¢t = t og far
tan(X) — tan(zg) = ¢, mao. xy = arctan(tan(X) — ).

tan(X(t)) = 1.

Generellt vet vi at
u(X(t),t) = f(xg) mao. u(x,t) = f(arctan(tan(x) —t)).

Oppgave 3. Betrakt randverdiproblemet

Au=0, 1<r<2,
(2) {u(l,g) =0, u(2,0)=sin().

Her er (r,0) polarkoordinater og Laplaceoperatoren A er gitt ved

Au =ty + —uy + —Ugy.
T r
Du skal ikke vise dette.

a) Bruk separasjon av variable til & finne lgsningen u(r, 6).

Mulig svar: Vi gjetter pa en lgsning u = RO, setter sa inn i Au = 0 og far
1 1
R'© + -R'©+ 5 RO" =0,
r r
som omskrives som
’I“QR// o TR/ B 6//
R Ch
Ved det vanlige ressonementet ma dette bli konstant, sa © ma veere en 27w-periodisk funksjon
av 0 som tilfredstiller

0" = -)\6.
Dette impliserer at A = k? for k =0,1,2,... og at
© = O4(0) = acos(kB) + bsin(kb).
Na blir R-ligningen
r’R'+rR — kR =0.



Vi gjetter pa en lgsning R = r?, ved innsetting sa far vi at
R = Ry(r) = ar® + prF,
slik at
u(r,0) = (ar® + Br=") (acos(kf) + bsin(k))
Na gir u(1,0) =0 at a = —f3, og u(2,6) = sin(f) gir at
(28 — 27%)(a cos (k) + bsin(kd)) = sin(8).
Dette gir likhet hvis k =1, a = 0 og b = 2/3, altsa

u(r, 0) = §<r - %) sin(6).

b) Finn lgsningen pa randverdiproblemet

Av=0, 1<r<2,
(3) {

v(1,0) = cos(260), wv(2,60)=0.

Mulig svar: Separasjon gir samme lgsning som i forrige punkt, na gir randbetingelsen
v(2,0) =0 at
B = —2%¢q
slik at
u(r,0) = (r* — 2%r7")(a cos(kf) + bsin(k0)).
Randbetingelsen v(1,60) = cos(26) blir
(1 —22")(acos(kf) + bsin(kf)) = cos(26),
og vi far likhet hvis k =2, b =0 og a = —1/15, mao.

1 16
v(r,0) = — <r2 - §> cos(20).

c) Finn lgsningen pa randverdiproblemet

Aw =0, 1<r<2,
(4) {

w(1,0) = cos(20), w(2,0) = sin(H).

Mulig svar: Vi ser at w = u + v blir en lgsning.
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Oppgave 4. Vi skal se pa Crank-Nicholson skjemaet for varmeligningen

Up = Ugy, t >0, z € (0,1),
u(0,t) =u(l,t) =0, t >0,

u(z,0) = f(x).
Dette skjemaet kan skrives
Um+l —ym 1
j J 4y mt1/2 .
Al _AxQDDUj =0, 7=1,...,n,
med vy = vy, =0, der Az =1/(n+1) og
mit2 _ Lo om
Yi -—5(1)]- +f"),

samt at differensene D' og D~ er gitt ved
D*aj = a/jJrl — &j, D*aj = &j — Cljfl.

Definér den diskrete energien K™ som
Em = §sz (vj ) )
=1
Vis at E™™ < E™ for m > 0. (Hint: Multipliser skjemaet med v;nﬂ/ 2 og summeér over j.)

Mulig svar: Vi fglger hintet,

1 m m m m m+1/2 — m+1/2
Z?%’HJFUJ’)(%H_%>_“ZU1‘ DD oY

=3 [ = )] +u X (D7)

der p = At/Ax?. Det siste leddet er positivt og derfor er E™*1 < E™.

J
2

=0,



