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Kontroller at oppgavesettet er komplett fgr
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Oppgave 1

Betrakt differensialligningen

h ug, =0, t>0,
{cos (x)ut + cos(t)u reR.

u(z,0) = f(z),

der f er en gitt kontinuerlig deriverbar funksjon.

la

Finn en formel (som inneholder f) for lgsningen pa dette initialverdiproble-
met.

Lgsningsforslag: La X tilfredsstille den karakteristiske ligningen

cos(t)

X(t) = cosh(X (t))’

X(0) = o,

med lgsning
sinh(X (t)) — sinh(xzg) = sin(t), mao. xy = arcsinh(sinh(X (t)) — sin(t)).
Losnningen er gitt ved u(X (t),t) = f(xo), altsa

u(z,t) = f (arcsinh(sinh(x) — sin(t))) .

1b

Bruk et energiestimat til & vise at initialverdiproblemet har hgyst en
deriverbar lgsning u som er slik at limg,_, oo u(x,t) = limy_oo u(x,t) = 0.
(Hint: Multipliser ligningen med u og integrer over x.)

(Fortsettes pa side 2.)
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Lgsningsforslag: Vi fglger hintet og far

d

1
— [ Zcosh(z)u?dx = — Z (u? —0.
i Js 2 cosh(z)u” dx cos(t)/ (u )w dr =0

R 2

Dersom f(z) = 0 blir u = 0 og vi har entydighet.

Oppgave 2

Vi skal studere bglgeligningen

Ut — Ugy = au, t >0, € (0,1),
u(0,t) = u(1,t) =0, (1)
u(z,0) = f(z), u(z,0) = g(z),

der a er et reellt tall.

2a

Finn en formell lgsning pa (1) dersom f(z) =0 og g(z) =1 og a < 7.

Lgsningsforslag: Separasjon av variable u = XT' gir at

Pga. randverdiene blir X = sin(kmx) og A = (km)2. Sett > = A —a > 0. Da
blir
T" = —T, som har lgsning T'(t) = a cos(ut) + bsin(ut).

Vi far lgsningene
u(z,t) = (a cos((v/ (km)? — a)t) + bsin(+/ ((km)? — a)t)) sin(kmx),

for k=1,2,3,.... For k =1 ser vi at hvis a = 0 er u(z,0) = 0 og dersom

o0 o0

Z V (k272 — a)b sin(krz) ~ 1 ~ %Z %1_ ] sin((2¢ — 1)7x)
k=1 =1
blir us(z,0) = 1. S&
4 & 1 I :
u(z,t) = g Z SOk =D —adk—1 sin((2k—1)mz) sin(y/((2k — 1)7)2 — at)
k=1

Vis at

(Fortsettes pa side 3.)
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der u lgser (1).

Lgsningsforslag: Vi deriverer og far

d 1

1
pn (ut)2 + (um)2 —au’dr = 2/ Uplyy + UpUpy — QUUy AT
0 0

1
= 2/ UplUpt — UppUs — ouuy dx = 0.
0

2c
Vis at for @ < 72 kan (1) ha hgyst én deriverbar lgsning. (Hint: Bruk at
fol(u$)2 dx > 7 fol u? dw.)

Lgsningsforslag: Poincarés ulikhet sier at fol (ug)? dz > 72 fol u?dx, s vi
far at

1 1
/ (u(, £)0)° + (72 — ayu(z, t)? do < / 9(@)* + f(2)? — af(2) de.
0

0

Hvis f = g = 0 sa blir v = 0 og vi har entydig lgsning.

Oppgave 3

Betrakt rand/initialverdiproblemet

Up — Uty = Ugg, t>0, T € (07 1)7
u(0.) = u(L,1) =0, 150, @)
u(z,0) = f(z).

3a

Bruk separasjon av variable til & finne en formell lgsning pa (2).

Lgsningsforslag: Separasjon av variable gir

Tl X//
s o —(km)?, k=1,2,3,...
Altsd X = Xy (x) = sin(knrz). Videre
k)2
Tty = -5 _p_. g
(*) 1+ (k)2 B

Den formelle Igsningen blir

u(x,t) = Z bre Pt sin(krx)
k=1

der by, = 2f01 f(z)sin(kmx) dx.

(Fortsettes pa side 4.)
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3b

Vi ser pa folgende skjema for & lgse (2): La N > 1 veere et heltall og sett
Az = 1/(N 4+ 1), og la At > 0. Sett x; = jAz og t™ = mAt. La {v;”}
tilfredstille

m+l  m

. +A;Uj - Atigp (U;‘Tgl - 2”}”“ + U]m_ﬁl — vy + 20" — v;”_1>
Zﬁ(vﬁl—%?‘ﬂ?ll), m>0, j=1,...,N, (3)

vyt = VN =0, m =0,

o} = f(a)).

Forklar hvorfor dette er et rimelig skjema for a lgse (2) slik at vi “burde” ha

ot & u(, t).

Lgsningsforslag: Med notasjonen uj" = u(z;,t™) har vi at

1
Az? (u;’_ﬁl B 2UT+1 + u;n_ﬁl) = umx(xj} t™) + O(A:EZ)

Vi bruker ogsa at

w(z,t + At) — w(x,t)
At

= w(z,t) + O(At),

dersom w er glatt nok. Bruker vi begge disse likhetene far vi at
trunkeringsfeilen blir 7 = O(At) + O(Az?) hvis lgsningen u er glatt nok.

3c
Definer vektoren v™ = (v, v, ..., v%)". Finn en N x N matrise A slik at
skjemaet over kan skrives

vt ™+ A (va — 'vm) = —AtAv™.

Forklar hvorfor egenverdiene til A er ikke-negative. (Du trenger ikke regne
ut egenverdiene.)

Lgsningsforslag: Vi ser at A blir den vanlige tilnsermingen til —A, altsa

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0
1
Ax 0
0 -1 2 -1
0 0 0 -1 2
Egenverdiene til A er
D = 4zsin2(lmAm>, k=1,2,...,N
€T 2

(Fortsettes pa side 5.)
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3d

For gitt Az, hva kreves av At for at skjemaet (3) skal veere von Neumann
stabilt?

Logsningsforslag: Fra spegrsmal a) ser vi at den eksakte vekstfaktoren er 1.

Vi setter vj" = a™e*™i inn i skjemaet og far

(@ =1+ M(a = 1)) vf" = —At 07"

Vi far at
B At
14+ M

Skjemaet er Neumann stabilt hvis |o| < 1 altsa hvis

o=

At
_1<1— bz )

—_ e )

k

eller

Ak
At < 2.
1+ X —

Siden Ag/(1 4+ Ag) <1 er det nok & kreve at At < 2.

Oppgave 4

La

. sin(kz
ole) = 3 -
k=1

Vis at g(x) er kontinuerlig.

Lgsningsforslag: Fra teorem 9.6 i T&W fglger det at en Fourierrekke
o0
Z by, sin(kx)
k=1
konvergerer uniformt mot en kontinuerlig funksjon dersom
o
> bik? < oo
k=1

Vi har by, = k=5/3, som gir b%kz2 = k=4/3, og vi har at

571 < o0
4/3 ’
=

THE END



