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1 To metoder & “gange” vektorer i R® pa

1.1 Skalar-, prikk-, og indreprodukt

Dette er bare forskjellige navn for det samme i R3, jeg kommer til & bruke
indreprodukt. Indreproduktet i R? er definert pa helt lik linje som i R?. Altsa
for to vektorer u,v € R? definerer vi indreproduktet(-) pa R3, som

u-v = |ullv|cosa

Observer at

i) Geometrisk er indreproduktet projiseringen av u ned pa ﬁ eller motsatt.

u

i) ulvesu-v=0



1.2 Kryssprodukt
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dxb
.
b
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x I tillegg til skalarpro-

duktet for vektorer, har vi noe vi kaller kryss- eller vektorprodukt. Det defi-
neres for u,v € R3, som fglgende

i gk
UXV=|UL Uy U3
V1 Vg Vs

. Ug U3 Uy us Uy U2

V2 V3 V1 U3 V1 U2

= i(ugv3 — ugve) — j(u1vs — uzvy) + k(ujve — ugvy)
= [(u2U3 - U3U2), (U3U1 - U1U3), (UIUQ - U2U1)]

=w
Sett prove for a sjekke at fks (u 4 v) - w = 0. Observer at:

i) w star alltid normalt pa bade u og v. Faktisk pa hele planet som er
utspendt av u og v.

i1) |u x v| = |ul - |v| - sin(«), der « er vinkelen mellom u og v.
1) U X v=—vXu.

i) ullveuxv=0



2 Avstander fra et punkt til andre punkter,
linjer og plan i rommet R’

I denne underseksjonen gnsker vi a diskutere forskjellige metoder for a finne
avstanden fra et punkt til andre punkter, linjer og plan i rommet.
2.1 Avstanden mellom to punkter i R?

Gitt to punkter P, @ € R? kan vi definere vektoren F@ € R? og avstanden
d:R?®x R?>— Ry, er gitt ved:

d(P,Q) = Ifﬁl =V (p1— @)%+ (p2 — @)% + (p3 — q3)2

2.2 Avstanden fra et punkt til et plan i R?

Planet kan veere gitt pa to mater nemlig som en vektorlikning med noemal-
vektor 71 eller pa kartesiske kordinater.

2.2.1 Planet I' gitt pa vektorkordinater

La T C R? veere et plan, med normalvektor 77, og P et punkt pal. La Q ¢ T,
vaere et punkt. La videre R veere punktet pa I' som ligger pa normalen gjen-

Q

nom @ Da er avstanden d : I'xR? — R gitt ved

r ) = 127

Ide: her er naturlig a bruke normalvektoren 77 til planet I', for sa a projisere
QP pa normaliseringen av normalvektoren, m.a.o. Projiseringen av QP pa
ii

=



Bevis. La « veere vinkelen mellom Cﬁ’ og 7. Da er
Q? = |Cﬁ>’||ﬁ| COS (v

Observer
az%écosazO@Cﬁ’-n:()

De to tilfellene a < 7, og a > 7 ma sees pa separat.
i) a <.
Fra trekanttrigometrien har vi
- @7%\ ~ [QP| cosa
Setter vi inn d(I, Q) for |Q¢| cos(a) i1 far vi:

cﬁ%

d(l', Q) = 7

it) o> 7

T,Q) = |QR| = |QP| cos(r — a) = [QP|( — cos(a))

Erstatter vi ]Cﬁ’\ cos(a) med —d(I', Q) i 1 far vi:

QP -ii = —d(T,Q) -
QP
|7

d(l, Q) =

Utrykkene i 2 og 3 kan vi skrive som

2.2.2 Planet I' gitt pa kartesiske kordinater

Gitt et plan I' = ax + by + cz + d = 0 og et punkt ) =

avstanden d(I", Q) fra @ til " gitt ved

|ax1 + by1 “+ cz1 + d|

d(l', Q) =

— —|QP|cos(a)

(x1,y1,21) ¢ [ er

(4)



Beuvis. La forst P = (xq, yo, 20) € I veere et tilfeldig punkt (se figuren i 2.2.1).
Videre er den naturlige normalvektren her (a, b, c) og vi bruker det vi fant i

2.2.1, altsa:
QP-n
i) = 12T

_ |(£171 — Z0,Y1 — Yo, ?1 — ZO) ’ (a7b7 C)|
|(a,b,c)]

=—d
7\
7 N

amy + byy + cz1 — (axo + byo + czo) |
|(a,b,¢)]
awy +byy + ez + d

Va2 + b2+ 2

2.3 Avstanden fra punkt til linje i R?

Gitt en linje £ := [(t) = Q + tU der @ er et punkt og ¥ er en vektor, er
avstanden fra P ¢ L til £ gitt ved:
QP x 7

d(P, L) = ————
(P.0)= "
Ide: Her har vi ingen normalvektor, hvordan forsetter vi da?
I dette tilfelle bruker vi at arelaet av en trekant, kan skrives pa to forskjellige
mater. Nemlig som en vektorlikning, som involverer krysspofuktet mellom
to vektorer. Og som lengde gannger hgyde i trekanten var utspent av to
vektorer. Vi er interessert i hgyden h = d(P,L). Husk at alle trekanter i

rommet ligger i et plan.

Bevis. La R veaere punktet pa linja slik at Cﬁ = v. Da vet vi at APQR har
areal .

7



Vi vet ogsa at APQR har areal
1
A= ‘cﬁ‘ h
der h er hgyden i APQR. Observer at d(P, L) = h, slik at

0 - 3 - 1 a7
Dermed er
ot <
dPL) = "———

QF|
QP x 7]

|7

3 Avstanden mellom linjer i rommet

For to linjer [ og m i rommet, definerer vi avstanden mellom [ og m som den
minste avstanden mellom to punkter pa linjene.

For to linjer som skjerer hverandre er avstanden 0.

Det er to andre mater linjer kan forholde sef til hverandre i rommet pa,
nemilg de er paralelle, eller de er vindskeive.

3.1 Avstanden mellom to paralelle linjer i rommet

Hvis to linjerer [ og m er paralelle har de samme retningsvektor . Med andre

ord finnes det s og t, og punkter P og (), slik at

1. =P+ sv



2. m=Q+1tv

Siden linjene [ og m er paralelle, vet vi at avstanden er lik uansett hvor pa
linja vi befinner oss. Vi kan med andre ord bare velge oss et punkt pa den ene
linja. Det naturlige valget her er tks. Q € m(eller P € [), og se pa avstanden
fra punktet ned pa linja [. Altsa det samme som vi gjorde i avstanden mellom
linje og punkt i rommet i 2.3, altsa.

QP x 1

—

|1

d(l,m) =

3.2 Avstanden mellom to vindskeive linjer i R?

P

Avstanden mellom to vindskeive linjer er lengden
av en vektor som star normalt pa begge linjene.
Med andre ord, la [ og m vere to linjer med retningsvektorer o og v.
Linjen [ gar gjennom punkte P og m gar gjennom (), slik at linjene [ og m
har parameterfremstilling:

l.l=P+su,seR
2 m=Q+tv,teR

Hypotese: Hvis [ og m er to vindskeive linjer, ma det eksistere to paralelle
plan £ og M slik at [ C £ og m C M.

Bevis. Observer at:

1. L' = P+ sti + tv er et plan som inneholder [.

2. M’ =Q + st + tv er et plan som inneholder m.
Det er opplagt at disse planene er paralelle nar P # Q. [l
La derfor £’ = L og M' = M.

Vi vet at avstanden mellom £ og M er det samme som a velge seg to punkter
P e L ogQ e M og se pa
1PQ -t
7]

()
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der 77 er normalvektoren til bade £ og M(siden planene er paralelle vet vi at
en slik vektor eksisterer).
Observer at retningsvektorene u og ¢ lever i origo, dermed gir det mening
snakke om 4 x ¥, som ogsa er en kandidat til en normalvektor for planene £
og M. Fra 5 har vi da at

PQ - (uxv

d(L,M) = M = d(l,m)
|t x U

Vi kan anta at P € [ og Q € m. Dermed trenger vi ikke a vite noe om planene

L og M, annet enn at de eksisterer og er paralelle.
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