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SAMMENDRAG. Vi ser pa statistikk i Matematikk S2 og gar gjennom
forventningsverdi og varians, estimering, konfidensintervaller, sentral-
grensesetningen og hypotesetesting med fokus pé forklaringer og forsta-
else gjennom bruk av eksempler.

1. STOKASTISK VARIABEL

I enkelte forsgk kan en forutsi utfallet for en faktisk har gjort forsgket. En
kan for eksempel beregne hvor lang tid en kule triller ned et plan om man
kjenner ngdvendige parametre. I andre forsgk kan en ikke bestemme utfallet,
men kun sannsynligheten for utfall. Slike forsgk kalles stokastiske forsgk og
kan for eksempel veere & se pa summen av gynene pa to terninger eller antall
gevinster ved kjop av lodd. Variabelen i kuleeksempelet kan veere tid, mens
variabelen i terningkastet kan veere antall gyne. I stokastiske forsgk kalles
variabelen en stokastisk variabel og skrives med stor bokstav, for eksempel X .
Verdien til variabelen betegnes med en liten bokstav (for eksempel x). Man
kan si at en stokastisk variabel er resultatet av et tilfeldig forspk (stokastisk
forspk). Hvert mulige utfall er forbundet med en sannsynlighet for at akkurat
det utfallet inntreffer. Summen av sannsynlighetene for alle mulige utfall ma
veere 1, ettersom vi vet helt sikkert at vi far et av utfallene. Generelt kan
vi si at utfallsrommet, Q, til et stokastisk forsgk er {ui,us,...,u,} og de
tilhgrende sannsynlighetene er {p1, p2, ..., pp}. Summen av sannsynlighetene
erlik 1: p1 +p2+ ... + pn = 1.
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Eksempel 1.1. Vi kjgper lodd i et lotteri hvor det blir oppgitt at
hvert tredje lodd gir gevinst. Kjgper vi tre lodd har vi parametrene
p= % og n = 3, hvor p er sannsynligheten for et vellykket forsgk og
n er antall slike forsgk som blir utfgrt. Den stokastiske variabelen X
velger vi til & veere antall gevinster vi far av vare tre lodd.

De mulige verdiene for X blir da 0,1, 2 eller 3, gevinster.

For & angi sannsynligheten for et spesifikt utfall bruker vi notasjonen
P(X = ;) =p;

hvor x; er et utfall og p; dens tilhgrende sannsynlighet for & inntreffe.

Eksempel 1.2. Vi fortsetter med lotteriet fra forrige eksempel og
ser pa sannsynlighetene for de forskjellige utfallene for den stokastiske
variabelen X = antall gevinster.

Sannsynlighetene er gitt ved

P(X = 2i) = Antall gunstige

Antall mulige

Vi ser pa hvert utfall hver for seg:

X =0:

Det én mate & fa null gevinster pa; ingen gevinst pa det fgrste lod-
det, ingen gevinst pa det andre og ingen gevinst pa det tredje. Fra
kombinatorikken har vi at sannsynligheten for utfallet blir

X =1
Det er tre mater & fa én gevinst pa; enten gevinst pa det fgrste loddet,
det andre loddet eller det tredje loddet. Det gir

X =2
To gevinster er mulig ved a ikke fa gevinst pa enten det forste, det
andre eller det tredje loddet. Det gir

X =3
Det er bare én mate & fa tre gevinster pé; & fa gevinst pa alle tre
loddene. Det gir

J

Vi kan ogsa presentere disse dataene i en tabell. I folgende vil A bety lodd
som gir gevinst, mens A betyr lodd som ikke gir gevinst. Om vi tenker at
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vi har 4 mulige utfall i loddeksempelet (z; = 0, 1,2 eller 3) vil utfallsrommet
med tilhgrende sannsynligheter kan da skrives som:

xi \ 0 1 9 3
_ 8 12 6 1
PX =) | 5 7 2% 37

For & se at dette er en fornuftig fordeling kan vi legge sammen sannsyn-
lighetene og se at summen er 1: 2% + %—3 + 2% + 2% = g—; =1
Vi ser at utfallsrommet bestar av 8 elementer om vi tar hensyn til rekkefgl-
gen. Vi har en mate a fa verdien x; = 0, tre mater & fa verdien x; = 1, tre

maéter & fa verdien x; = 2 og en mate a fa verdien z; = 3:

x| 0 1 2 3
AAA  AAA AAA  AAA
AAA  AAA
AAA  AAA

Vi ser at antall elementer fra det totale utvalgsrommet som passer til hver
xi, korresponderer til tallene i Pascals trekant. Om vi hadde kjgpt fire lodd
ville vi hatt 1 mate a fa null gevinster, 4 mater a fa en gevinst, 6 mater & fa
to gevinster, 4 mater a fa tre gevinster og 1 mate a fa fire gevinster. Pascals
trekant er dessuten en fin oversikt over binomialkoeffisientene.

FIGUR 1. Pascals trekant

1.1. Stokastiske variable som funksjoner. Stokastiske variable er enten
diskrete eller kontinuerlige. Sannsynligheten for en gitt verdi til en kontinu-
erlig stokastisk variabel er lik null, mens sannsynligheten for en gitt verdi til
en disktret variabel er ulik null. Nar vi ser pa kontinuerlige variable regner
vi pa sannsynligheten for at variablens verdi er i et gitt intervall. Den sto-
kastiske variabelen i normalfordelingen er kontinuerlig, men vi kommer til &
fokusere mest pa disktrete variable i denne oppgaven. I eksemplene vi bruker
er den stokastiske variabelen diskret.



FIGUR 2. Binomialkoeffisienter (koeffisienter fra binomialfor-
melen (a 4 b)").

Det er mulig a representere bade kontinuerlige og diskrete stokastiske va-
riable som funksjoner ved & velge fgrsteaksen til & veere mulige verdier for X,
det vil si z;, og andreaksen til & veere sannsynlighetene gitt ved P(X = z;).
Dette gir en sannsynlighetsfordelig til den stokastiske variabelen. En stokas-
tisk variabel er altsd en funksjon pa utfallsrommet.

Vi skal na forklare nsermere hvorfor diskrete stokastiske variable er

funksjoner. En kan definere en funksjon som en liste av ordnede par. Det vi
tenker pa som en vanlig variabel er en liste av verdier. En kan for eksempel
ha gitt variabelen tid som er definert pa et intervall: [0,20] sekunder. Dis-
krete stokastiske variable er derimot en liste av ordnede par. Til hver mulige
verdi har slike variabler en tilhgrende verdi som er sannsynligheten for at
verdien inntreffer.
Variabelen er gitt som en mengde mulige utfall og en tilhgrende sannsynlig-
het. Lager man en liste av par hvor det fgrste elementet er en mulig verdi
for X og det andre elementet er utfallets sannsynlighet, P(X = x;), s har
man per definisjon en funksjon pa utfallsrommet.

2. FORVENTNINGSVERDI

Nar vi gjennomfgrer et stokastisk forsgk, vil den stokastiske variabelen X
veere resultatet av forsgket. Et spgrsmal vi stiller oss for vi gjennomfarer
forsgket er om vi pa forhand kan vite noe om verdiene til X. Svaret er Ja, vi
kan regne oss frem til hva vi kan forvente at X er, denne verdien kaller vi for-
ventningsverdien til X vi skriver forventningsveriden til X som E(X) eller p.

Forventingsverdien er altsd den verdien vi forventer at resultatet av et
forspk er, vi er ikke sikre pa resultatet, men vi vet hva vi kan forvente. For
& forsta hva forventningsverdi er sa ser vi litt pa4 sammenhengen mellom for-
ventningsverdi og gjennomsnitt.
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Gjennomfgrer vi et forsgk flere ganger, kan vi ut i fra resultatene regne ut
et gjennomsnitt, dette gjennomsnittet vil da veere pavirket av resultatene fra
forsgket. Ser vi pa forventningsverdien sa er dette det matematisk korrekte
svaret pa hva vi kan forvente & oppné, mens gjennomsnittet er et estimat som
er tatt ut i fra et sample av forsgk. Forventningsverdien vil vi kunne regne
ut fgr vi gjennomfgrer forsgket, mens gjennomsnittet er noe vi mé regne ut
etter forspket, det er her viktig & f& med seg at gjennomsnittet aldri vil veere
fullstendig lik forventningsverdien, men den vil nserme seg forventningsver-
dien ettersom vi gjennomfgrer forsgket flere ganger. Dermed vil vi kunne
forutse hva gjennomsnittet vil neerme seg ved & regne ut forventningsverdien
for vi gjennomfgrer forsgket.

Forventningsverdien til en stokastisk variabel X er regnet ut pa fglgende
mate:

Hvis X er en stokastisk variabel som kan ha n ulike verdier da er
forventningsverdien(u) til X gitt ved folgende formel

p=E(X) :in-P(X:xi)

Videre na skal vi se pa to eksempler hvor vi kan bruke formelen til & regne
ut forventningsverdien til to forskjellige forsgk.

Eksempel 2.1. Det er et loddsalg som reklamerer med at hvert 3.
lodd gir gevinst. Vi kjgper 3 lodd og regner da med & vinne pa ett av
loddene, stemmer dette med matematikken for loddsalget?

Vi skjgnner fort at nar vi kjgper 3 lodd har vi 4 mulige utfall for
antall gevinster, nemlig at vi kan fa 0, 1, 2 eller 3 gevinster, men hva
kan vi forvente?

Her har vi satt opp en tabell over sannsynlighetsfordelingen nar vi
kjogper 3 lodd:

Antall gevinst | Sannsynligheten for z; | Sannsynlighet for & vinne
x; P(X =) z;- P(X = x;)
0 2 0-2=0
1 z 1 B-2
2 5 24~ 8
3 7 3 37 =3

Setter vi na de svarene vi har fatt fra tabellen inn i formelen for &
regne ut forventningsverdi far vi:

8 12 6 1
p=BX)=0 41 =42 = +3- 5 =1




Vi ser at nar vi kjgper 3 lodd kan vi forvente & vinne pa ett av de.

Her ser vi at det er forskjellige sannsynligheter for & fa de ulike verdien av
X, men hva skjer om alle mulige utfall av X har samme sannsynlighet for &
intreffe? For eksempel ved et terningkast:

Eksempel 2.2. N4& skal vi se pd matematikken rundt et terningkast.
Ved kast av en terning er resultatet vi kan fa 1, 2, 3, 4, 5 eller 6, den
stokastiske variabelen X kan altsa veere 1, 2, 3, 4, 5 eller 6. Men hva
vil vi matematisk kunne forvente a fa ved kast av én terning?
Sannsynlighetsfordelingen ved kast av én terning:

Mulige x; | Sannsynligheten for x; | Sannsynlighet for & vinne
i P(X = ;) zi - P(X = ;)
. ; 1 i
2 : 244
; : 34-3
: ; 3=
: ; 53-8
: é 6-3=4

Setter vi na disse verdiene inn i formelen for utregning av forvent-
ningsverdi far vi:
1 2 3 4 5 6

—BE(X)=-42424242,.2_35
p=BEX)=c+5tetstsTs =%

Vi ser altsad at nar vi kaster en terning, kan vi forvente at X = 3, 5.

Dette ser vi at aldri vil stemme, men det er fortsatt matematisk kor-
rekt.

J

Ser vi pa det siste eksempelet en gang til sa er ikke forventningsverdien pa
3,5 sd dum. Som nevnt tidligere sa er forventningsverdien og gjennomsnitt-
etto verdier som vil vaere tilneermet like. Dette vil da si at dersom vi kaster en
terning mange ganger, for deretter & summere alle verdiene vi far og dele pa
antall kast, altsa finne gjennomsnittet, sa ser vi at dette gjennomsnittet vil
naerme seg 3,5 som er forventningsverdien. Gjennomsnittet vil aldri kunne
bli helt lik 3,5 den vil bare vaere tilnsermet lik.



3. VARIANS OG STANDARDAVVIK

Dersom vi gjenomfgrer et stokastisk forsgk mange ganger vil den stokas-
tiske variabelen X fa mange forskjellige verdier. Forventningsverdien til X
vil da fortelle oss hva gjennomsnittet av alle verdiene av X er. Det vi ikke
vet er hvordan verdiene til X vil variere fra forsgk til forsgk, variasjonen i
verdiene til X kaller vi for spredningen til X. Et mal pa denne spredningen er
variansen til X og vi skriver Var(X). Variansen er altsa et spredningsmal pa
sannsynlighetsfordlingen til X, nar vi maler denne spredningen pa verdiene
til X tar vi utgangspunkt i forventningsverdien og ser pa hvor mye hver av
verdiene avviker fra forventningsverdien. Formelen for varians er gitt slik:

Variansen til en stokastisk variabel X med forventningsverdi p er gitt ved
n
Var(X) = (zi — p)* - P(X = ;)
i=1
Her er da alle x; = x1, x2, ....z,, mulige verdier av X

Vi ser at variansen er et méal pa forskjellen mellom p og x; vektet med hvor
sannsynlig det er for at x; intreffer.

Et lite problem med & sammenligne variansen(Var(X)) med forventningsverdien ()
er at de ikke har samme benevning. Dersom g er malt i meter(m) sa vil
Var(X) veere malt i kvadratmeter(m?). Hvis vi gnsker at spredningsmalet

har samme benevning som forventningsverdien, tar vi kvadratroten av vari-
ansen og finner standardavviket som vi skriver SD(X) eller o:

Standardavviket for en stokastisk variabel X med forventningsverdi y og
variansen Var(X) er gitt ved

o=8D(X)=+/Var(X).

Varians og standardavvik er mél p& hvor spredd resultatene fra et forsgk er
sammenlignet med forventningsverdien p.

Vi ser pa eksempel 2.1 igjen, men denne gangen skal vi konsentrere oss
om & variansen og standardavviket til dette forsgket, hvor mye vil verdiene
vare variere fra forventningsverdien?



Eksempel 3.1. Vi kjgper fortsatt 3 lodd og statistisk sett skal
hvert 3. lodd gi gevinst. Vi har allerede funnet ut i eksempel 2.1
at forventningsverdien er lik 1 (@ = 1), men hva er variansen og
standardavviket?

Vi setter opp i en tabell for & fa oversikt:

Antall | Sannsynlighet | P(gevinst) Vektet sannsynlighet
x5 PX =x;) |2 -P(X=u)|(x;—p)? P(X =)
8 8 _ 2.8 _ 8
0 57 0-5=0 (Ofl)-ﬁ—ﬁ
12 12 _ 12 12
6 6 _ 12 2.6 _ 6
2 Pl 2- =17 -1 5=
1 1 _ 3 1 _ 4
3 %7 3w = B-1)° %=1
Vi setter veridene fra tabellen inn i formelen for variansen og far:
8 6 4
Var(X) = — 4+ 0+ — + —
)= 0t gntan
18
Var(X) = —
ar(X) o
2
Var(X) = g

Variansen er altsé %
Standardavviket blir da

Vi ser har at nar vi kjgper 3 lodd og forventer & vinne pa ett av de
tre loddene, vil standardavviket veere 0,816

4. BINOMISK FORDELING

For vi gar videre og ser pa normalfordelingen si ma vi forklare hva et

binomisk forsgk er og hvordan vi kan regne med en binomisk fordeling.

Et binomisk forsgk bestar av n uavhengige delforsgk, hvor sannsynligheten
for at en hendelse A intreffer er lik p i hvert av delforsgkene. I et slikt forsgk
vil X veere antallet ganger A intreffer. Da vet vi at forventningsverdien

E(X) og variansen Var(X) til X er gitt ved:

EX)=n-p
Var(X) =n-p-(1-p)
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Ser vi tilbake pa lodd-eksempelet (eksempel 2.1) vi brukte tidligere ser
vi na at dette faktisk er en binomisk fordeling, hvor p = % og hendelse
A = Loddet gir gevinst.

5. NORMALFORDELINGEN

Néar vi ser pa sannsynligheter for & fa gevinst i et forsgk, eller andre forsgk
med sannsynligheter vil vi alltid kunne skrive opp resultatene i en sann-
synlighetsfordeling. Forskjellige forsgk vil naturlignok ha forskjellige sann-
synlighetsfordelinger. Det er slik at normalfordelingen blir sett pa som den
viktigste av fordelingene. Det vil veere enkelte sannsynlighetsfordelinger som
vil bli tilneermet lik normalfordelingen dersom vi gker antallet ganger vi gjen-
nomfgrer forspket, dette skal vi se pa litt senere.

Det var den tyske matematikeren Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) som
fgrst kom med denne fordelingen og derfor kalles den ogsé Gauss-fordelingen.
Forst og fremst er det viktig & fa med seg at normalfordelingen kun vil veere
en tilnserming til den faktiske situasjonen. Normalfordelingen beskriver va-
riasjonen i visse typer data i tillegg til at den er en god tilneerming til andre
fordelinger. Sannsynlighetsfordelingen til et forsgk kan man sette inn i et
koordinatsystem, da er det letteste & se resultatet i et histogram. Ser vi
pa tetthetsfunksjonen til dette histogrammet vil det bli mer og mer lik en
normalfordelingsfunksjon nar vi gjentar forsgket flere ganger, altsa gker va-
riabelen n.

Vi skal na se pa sannsynlighetsfordelingen til lodd-forsgket fra eksempel
2.1. Denne sannsynlighetsfordelingen vil vaere binomisk fordelt og vi skal se
pa hva som skjer nar vi gker n, altsd antall lodd vi kjgper, eller sett pa en
annen mate antall ganger vi gjennomfgrer forsgket.

Ser vi pa sannsynlighetsfordelingen til X nar vi kjgper 3 lodd (n = 3), vil
den se slik ut(lik som eksempel 2.1):

Antall gevinst | Sannsynligheten for x; | Sannsynlighet for & vinne
x; P(X =) zi- P(X = x;)
0 2 0 3 =0
1 z 1 B-2
2 Pl 23 =%
3 i 395 = %

Setter vi verdiene fra kolonne en og to inn i en graf far vi fglgende histogram
over sannsynlighetsfordelingen.

Dette stemmer bra med eksempel 2.1 hvor vi fant ut at det er mest sann-
synlig og vi kan forvente & vinne pa ett lodd nar vi kjgper tre. Vi ser av
grafen at det er sgylen nar X = 1 som er hgyest, som betyr at dette er mest
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FIGUR 3. Sannsynlighetsfordeling nar vi kjoper 3 lodd (n = 3)

sannsynlig. Ut ifra histogrammet kan vi lese av hvor stor sannsynlighet det
er for at hver av de forskjellige verdiene av X intreffer. Dette vil veere hgyden
til den bestemte verdien, fordi alle sgylene har bredde lik 1.

Dersom vi kjgper flere enn tre lodd, vil jo naturlig nok forventningsverdien
endre seg, men hvordan endrer sannsynlighetsfordelingen seg? Dersom vi for
eksempel kjgper 30 lodd i stedet for 3, da vil forventningsverdien veere lik
10, g = 10. Men hvordan ville variansen og standardavviket bli og hvordan
vil histogrammet, som viser sannsynlighetsfordelingen se ut? Altsd hvoran
ser sannsynlighetene for a vinne for eksempel 11, 12, 9 eller 21 lodd nar vi
kjoper 30, det er dette histogrammet over sannsynlighetsfordelingen forteller
0Ss.

Dersom vi hadde kjgpt 30 lodd, ville sannsynlighetsfordelingen til X se
slik ut:

FIGUR 4. Sannsynlighetsfordeling néar vi kjoper 30 lodd (n = 30)

Vi ser her nar vi kjgper 30 lodd vil det veere stgrst sannsynlighet for at
vi vinner pa 10 av disse, vi kan ogsa her lese av sannsynlighetene for de
forskjellige verdiene av X pé andreaksen.

Til slutt ser vi pa hvordan sannsynlighetsfordelingen ser ut nar vi tenker oss
at vi kjgper 100 lodd



11

Figur 5. Sannsynlighetsfordeling nar vi kjgper 100 lodd
(n = 100)

Her ser vi at forventningsverdien ligger rundt 33, fordi det er nar X = 33
at vi far den hgyeste stolpen. Vi kan ogsa her lese av hvor sannsynlig det er
for at en bestemt X intreffer ved & se pa y-verdien til denne X’en.

Vi ser at formen til histogrammet blir mer og mer jevn etterhvert som vi
gker n, den gar mot det vi kaller en klokkeform. Vi ser at for en binomisk for-
deling vil det veere slik at nar vi gker antall ganger vi gjennomfgrer forsgket,
sa vil fordelingen bli tilnsermet normalfordelt. Det var nettopp dette Gauss
ogsé kom frem til, han kom da ogsa frem til normalfordelingsfunksjonen som
ser slik ut:

T & & B & B & B %

F1GUR 6. Normalfordelingskurve nar p = 33,33 og 0 = 4,71

Normalfordelingsfunksjonen vil ha varianter av denne formen for alle ver-
dier av u og o.

Hvis X er en stokastisk variabel med forventningsverdi p og standardavvik
o sa sier vi at X er tilnsermet normalfordelt dersom histogrammet til
sannsynlighetsfordelingen faller omtrent sammen med grafen til
normalfordelingsfunksjonen.

1 _ (z—p)?
. 2
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Ser vi pa hvordan vart histogram passer med normalfordelingsfunksjonen
nar n = 100 far vi en slik graf: Vi ser at normalfordelingsfunksjonen og

Ficur 7. Histogram nar n = 100 og grafen til normalforde-
lingsfunksjonen nar p = 33,33 og 0 = 4,71

histogrammet nesten sammenfaller og derfor sier vi at den binomisk fordelte
variabelen X er tilnsermet normalfordelt.

6. STATISTIKK

Eksempler pa statistiske data kan veere meningsmalinger, data om tem-
peraturendringer eller data fra eindomsmarkedet. Generelt kan vi si at man
samler inn informasjon eller data for s& & bruke dette til & si noe om de
faktiske forhold. I statistikk bruker en sannsynlighetsmodeller til & tolke og
analysere virkeligheten. Her bruker vi matematikken som et verktgy til a
analysere statistiske data. Vi ser naermere et eksempel pa en meningsmaling.

Eksempel 6.1. Vi spgr 500 tilfeldige mennesker hvilket parti de ville
stemt pa om valget var i dag. 75 stk sa de ville stemt Hgyre.

Néar en gnsker & finne ut av hvor mange som stemmer Hgyre, er det umulig
& spgrre alle Norges innbyggere med stemmerett. Man méa spgrre et utvalg
av mennesker. Deretter kan man tolke og analysere disse resultatene med
hensikt i & fa et fornuftig bilde av virkeligheten. Vi gnsker a finne ut av hva
som er tilfeldigheter og hva som er faktiske trender. Det kan veere nyttig a
ha i bakhodet at statistikk i seg selv ikke er matematikk, men en bruker
matematiske modeller nar vi skal analysere og vurdere i statistikken.

6.1. Estimering. Siden vi ikke kjenner de faktiske forhold, lager vi esti-
mater (tilngerminger). I meningsmalingseksempelet vil p = % = % =0.15
veere et estimat for sannsynligheten for at en tilfeldig person med stemmerett
i Norge stemmer Hgyre. Vi kjenner ikke den faktiske sannsynligheten, p, for

at en person stemmer Hgyre, men anslar en verdi ut i fra dataene vare.

Estimatet p = 0.15 kalles et punktestimat. Vi skal veere ganske heldige om
den virkelige sannsynligheten er akkurat p = 0.15. For & bestemme hvor det
er sannsynlig & finne p kan vi lage et intervallestimat for p (altsé et omrade vi
mener det er sannsynlig & finne p). Et slikt intervall kalles konfidensintervall.
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Siden 500 er et lite tall i forhold til innbyggertallet vil ikke det at vi trekker
ut en person av befolkningen forandre sannsynligheten for om neste person
er Hgyrevelger eller ikke. Det at vi trekker ut en person av befolkningen for-
andrer ikke sannsynlighetsfordelingen til den resterende befolkningen (Dette
kan vi fint gjgre 500 ganger uten at det forandrer sannsynlighetsfordelingen).
Delforsgkene er uavhengige og sannsynlighetsfordelingen til forsgket er der-
med binomisk. Vi har at u = np og 02 = np(1 — p).

Néar utvalget blir stort nok vil den binomiske sannsynlighetsfordelingen ga
mot & bli normalfordelt. En regel man bruker for & vurdere om utvalget er
stort nok er: (np > 5). I dette eksempelet ser vi at vi er innenfor dette kravet:
(np =1500-0.15 =75 > 5). For alle normalfordelinger er sannsynligheten for
at variabelens verdi er innenfor & 1,960 ca. 95%.

En god estimator p vil veere slik at gjennomsnittet av flere p, vil neerme seg
p. Om dette er tilfellet sier vi at estimatoren er forventningsrett: E(p) = p.
Gjennomsnittet til p vil ha en sannsynlighetsfordeling med p som forvent-
ningsverdi. Dessuten ma denne fordelingsfunksjonen bli hgyere og smalere
(mer konsentrert om p) nar n gker. Det vil si at Var(p) bgr bli mindre og
mindre na n gker. Vi ser at dette er tilfellet for estimatoren p i meningsma-
lingseksempelet:

E(p)=F (f) = %E(X) — %np —p
Var(p) = Var (ii) = %Var(X) = %np(l —p) = p(ln—p)

Et 95% konfidensintervall for p er intervallet [p — 1.966 , p + 1.965] , der
o er en estimator for standardavviket til p. Vi sier at dette estimatet har
sikkerhet pa 95%. For & lage et godt estimat for p, ber vi regne ut flere
konfidensintervall (altsd gjore flere meningsmalinger). 95% av disse konfi-
densintervallene vil da inneholde verdien p. Nedenfor skal vi vise hvordan en
beregner et konfidensintervall.

X—np
np(1—p)
fordelingen. X = np er antall Hgyrevelgere i utvalget vart.

Vi bruker variabelen Z = som er variabelen for standardnormal-

Pl-196< X" _ <106)~0.95
( — /np(l-p) )

Trekker ut n i teller og nevner og stryker mot hverandre:
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Siden vi ikke kjenner p, erstatter vi p med p i nevner. Dette er ikke helt
riktig, her kommer det egentlig inn teori som vi ikke skal ga inn pa i denne
oppgaven. Vi erstatter derfor p med p her, siden dette nesten er riktig:

P (—1.96 < r < 1.96) ~ 0.95

P (—1.96 < P _< 1.96) ~ 0.95

/p(d=D)

Dette gir

P (ﬁ ~1.96,/ 22 < p <+ 1.96\/’3(1;75)> ~ 0.95

Dermed har vi et 95% konfidensintervall for p:
5 p(1-p) p(1—p)
Innfgrer symbolet & for standardavviket til p:

[p—1.966 , p+ 1.965]

7. SENTRALGRENSESETNINGEN

11733, altsa lenge fgr Gauss studerte normalfordelingen fant Abraham de
Moivre ut at det gikk an & finne en tilnserming til binomiske sannsynlighe-
ter ved & bruke standardnormalfordelingen. Senere ble det oppdaget at den
tilngermingen de Moivre brukte var et spesialtilfelle som senere er blitt kjent
som sentralgrensesetningen.

Sentralgrensesetningen
La X veere en uavhengig stokastisk variabel med forventningsverdi u og
standardavvik o. La da S veere summen av n verdier av X, altsa
S =X1+ Xo+ ...+ X,. Da er S tilnsermet normalfordelt og har
forventningsverdi F(S) = n - u og standardavvik SD(S) = +/n-o
Tilnsermingen er best for store verdier av n.

Det vi ser fra setningen over er at alle X, har samme sannsynlighets-
fordeling, men det er ikke stilt noen krav til hvilken type fordeling de skal
ha, sentralgrensesetningen gjelder uansett om X, er kontinuerlig eller dis-
kret. Nar vi tidligere sa pa normalfordelingen sa var det slik at enkelte andre
fordelinger vil bli tilngermet like normalfordelingen for store n, men enkelte
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fordelinger vil aldri bli tilnsermet normalfordelt. Det da sentralgrensesetnin-
gen sier er at dersom vi tar summen av noen stokastiske variable i en hvilken
som helst fordeling, s vil summen veere tilngermet normalfordelt. Grunnen
til dette ligger i beviset, men vi kommer ikke inn pa dette beviset i den-
ne oppgaven. Vi skal videre forklare litt om hvordan sentralgrensesetningen
brukes ved hjelp av et par eksempler.

Noe av det som gjgr sentralgrensesetningen s interessant er at den gir
oss mulighet til & regne ut sannsynligheter i situasjoner der det ellers ikke
hadde veert mulig, slik som vi skal se i eksempelet under.

Eksempel 7.1. Nar vi kaster en terning, har vi den stokastiske va-
riabelen X = antall pyne, utfallsrommet til X vil veere (1,2, 3,4,5,6).
Dermed ser vi at X er uniformt fordelt, som betyr at vi vil i lengden
fa tilnsermet like mange av hvert antall gyne. Uansett hvor mange
ganger vi kaster terningen sa vil vi ikke kunne si at X blir tilnsermet
normalfordelt. Forventnignsverdien néar vi kaster en terning vet vi er

E(X) = p= 3,5 og standardavviket er SD(X) = /3.

Eksempel 7.2. Vi tenker oss na at vi kaster 1000 terninger. Vi lar
S veere summen av antall gyne til de 1000 terningene. Som sagt er
forventningsverdien og standardavviket for antall gyne pa hver av ter-

ningene lik E(X) = pu=3,50g SD(X) =0 = /%
Vi finner forventningsverdien og standardavviket til S ved & bruke

sentralgrensesetningen:

(7.1) E(S) = p-n=3,5-1000 = 3500

(7.2) SD(S) = ov/n = \/E V1000 = 54,0

Grunnen til at denne summen da vil veere normalfordelt er fordi vi
tenker oss at summen av de 1000 terningene ikke vil veere 3500 hver
gang, de 1000 terningene vil ha en sum som ligger i omradet rundt
3500. Denne summen vil veere normalfordelt med 3500 som forvent-
ningsverdi og et standardavvik pa 54.

7

Fra eksemplet over ser vi at utregning av sannsynligheter for eksempel
med kast av > 1000 terninger er mulig fordi vi ved hjelp av sentralgrense-
setningen finner forventningsverdi og standardavvik, dermed kan vi bruke
standardnormalfordelingen og finne sannsynlighetene vi trenger.

Som en liten oppsummering kan vi si at sentralgrensesetningen handler
om at summen av noen stokastiske variablene er normalfordelt uavhengig av
hvilken fordeling de stokastiske variable har. Dermed apner det seg en helt
ny mate a regne sannsynligheter for vanskelige fordelinger pa.
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8. HYPOTESETESTING

En hypotese er et utsagn om eller en pastand om en ukjent parameter i
en statistisk modell. Et slikt utsagn kan for eksempel veere pa formen “ det
er 30% sannsynlighet for & vinne pa lodd” eller “minst 20% av loddene gir
gevinst”.

Hypotesetesting tar utgangspunkt i et utvalg av stokastiske forsgk for & si
noe om hvor sikkert vi kan komme med vart utsagn.

Eksempel 8.1. I et Ludospill bruker spillerne hver sin terning. Ole
synes at Ivar har fatt pafallende mange seksere i lgpet av spillet. For
a se om Ivar jukser bestemmer Ole seg for a registrere antall seksere
Ivar kaster i lgpet av sine neste 24 kast.

Dersom Ivar ikke jukser vil sannsynligheten for at han kaster en
sekser veere p = %. Dersom han jukser pé en mate som gjor at han
kaster flere seksere vil p > %.

Pastanden Ole vil teste er om p > %. Men hvor mange seksere ma
Ivar kaste fgr Ole med sikkerhet kan beskylde ham for juks? Det er
forventet at Ivar kaster 24 - % = 4 seksere, men siden terningkast er et
stokastisk forsgk kan det tenkes at han far fem eller seks seksere uten
at han jukser. Ole bestemmer seg for at han vil veere 95% sikker pa at
Ivar jukser fgr han sier noe. Det vil si at han mé finne ut hvor mange
seksere det er som til sammen har 5% sannsynlighet for & inntreffe.

Innfgrer vi statistisk notasjon i Oles problemstilling gnsker han &
finne nar

P (Pasta at Ivar jukser|Ivar ikke jukser) < 0.05

Betingelsen “Pasta at Ivar jukser” blir den ukjente variabelen i den-
ne problemstillingen og for & finne den ma vi se pa den kumulative
sannsynlighetsfordelingen for forsgket.

X | 4 | 5 | 6 | 7 | 8
P(X =) | 0.2139 | 0.1711 | 0.1084 | 0.0557 | 0.0237
P(X > ) | 0.5885 | 0.3704 | 0.1995 | 0.0912 | 0.0354

Hvor vi bruker at P(X > z) = 1— P(X < z—1) ettersom terningkast
har diskrete utfall.

Fra tabellen ser vi na at det er 3.54% sannsynlig at Ivar kaster atte
eller flere seksere. Sa dersom Ole pastar at Ivar jukser om Ivar far atte
eller flere seksere er det under 5% sannsynlighet for at han beskylder
Ole for noe han ikke har gjort.

8.1. Gangen i hypotesetesting. I hypotesetesting gar man gjennom fire
punkter og vi skal knytte disse opp til det foregaende eksempelet:

(1) Formulere problemet ved hjelp av nullhypotese, Hy, og alternativ hy-
potese, Hj.

(2) Bestemme signifikansnivéaet.

(3) Gjennomfgre testen.

(4) Konkludere.
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8.1.1. Formulere problemet. Nar Ole ville beskylde Ivar for juks var hans
pastand at p > % for at Ivar kastet en sekser. Den opprinnelige antagelsen,
som begge spilte under til & begynne med var at p = %. Utgangspunktet for

testen kalles nullhypotesen og betegnes Hy. I dette tilfellet blir da

Pastanden som skal prgves ut kalles den alternative hypotesen eller mothy-
potesen, Hy:

1
HlZ p>6
Vi sier at vi vil teste
Ho:pzl mot H1:p>1
6 6

Denne typen test kalles en hgyresidig test, ettersom vi gnsker & minimere
muligheten til & ta feil i det gvre sjiktet av sannsynlighetsfordelingen.

En venstresidig test vil veere pa formen
Hy: p=ppo mot Hi: p<p

og vi gnsker 4 minimere muligheten for & ta feil i det nedre sjiktet.

Den siste mulige formuleringen for en hypotesetest kalles en to-sidig test:

Hy: p=py mot Hi: p#p

og man gnsker a4 minimere muligheten for & komme med en feilaktig pastand
i begge ender av sannsynlighetsfordelingen.
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8.1.2. Bestemme signifikansniviet. Nar vi gjennomfgrer en hypotesetest gns-
ker vi & sette et niva for hvor stor muligheten for & komme med en feilaktig
pastand skal veere. Dette nivaet kalles signifikansnivaet. Om vi som i eksem-
pelet over gnsker & ha en mindre enn 5% sannsynlighet for & pasta at Ivar
jukser nar han i virkeligheten ikke gjgr jukser, har vi satt signifikansnivaet
til & veere 0.05.

Signifikansnivéet er hvor liten sannsynlighet vi gnsker for & komme med en
feilaktig pastand.

8.1.3. Gjemnomfore testen. Avhengig av om man har valgt en hgyresidig eller
venstresidig test gnsker man & finne for hvilke verdier av den stokastiske
variable vi kan komme med en pastand som har lavere sannsynlighet enn
signifikansnivaet for & veere falsk.

I Oles tilfelle pastar han at sannsynligheten for at Ivar kaster en sekser
er stgrre enn den skal veere, det vil si at hans mothypotese er at p > pg.
Dermed ma Ole gjennomfgre en hgyresidig test.

For en hgyresidig test far problemet formen:

P(H1|H0) Z S

Vi velger sa en testoperator X og tar en stikkprgve der X far verdien a. Vi
regner sa ut P(X > a).
For en wvenstresidig test:

P(HIIHO) S S

Vi velger sa en testoperator X og tar en stikkprgve der X far verdien a. Vi
regner sa ut P(X < a).

Skal man & gjgre en to-sidig test velger vi en testoperator X og tar en
stikkprgve der X far verdien a. Verdiene vi setter inn blir da §. Vi regner si
ut P(X < %) og P(X > %).

8.1.4. Konkludere. Etter at man har regnet ut den samsvarende sannsynlig-
heten for testen, denne kalles P-verdien, sammenligner man den med signi-
fikansnivaet. Dersom P-verdien er lavere enn signifikansnivaet forkaster man
nullhypotesen, Hy og pastar mothypotesen, H.

For en to-sidig test ma summen av P-verdiene veere mindre enn signifi-
kansnivaet.
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8.2. Hypotesetesting av forventningsverdier. Nar man skal gjore hy-
potesetester av forventningsverdier gjgor man i prinsipp det samme som i en
vanlig hypotesetest. Nar vi vil komme med péstander om populasjonsforvent-
ningen, g, tar vi utgangspunkt i estimatoren X. Estimatoren er gjennom-
snittet av verdiene fra n utvalg. Vi kan anta at estimatoren er normalfordelt,
enten fordi det stokastiske forsgket er normalfordelt eller fordi vi gjennom
sentralgrensetningen har at X er normalfordelt ved passende stor n.

Vi bruker eksempelet med Ole og Ivar som spiller ludo igjen for & se
hvordan man kan teste pastander om forventningsverdien.

. )

Eksempel 8.2. Resultatet av et terningkast er normalfordelt med

forventningsverdien pg = 4. Standardavviket vil veere og = \/g =
1.8257.

Ivar kastet syv seksere. Ole lurer pa om dette er langt over normen
eller innenfor variasjon som fglge av tilfeldigheter. Ole bestemmer seg
for at dersom det er 5%, eller mindre, sannsynlig for & fa syv seksere,
sé vil han pasta at forventningsverdien for antall seksere er hgyere enn
4.

Oles hypotesetest blir da

Hy: p=4 mot Hy: p>4

med et signifikansniva pa 5%.
Ole regner ut P-verdien gitt ved

P(X > Tlu=4)

Fra tabellen i forrige eksempel har vi at P = 9.12%. Ettersom Ole
satte signifikansnivaet for testen til & veere 5% beholder han nullhypo-
tesen.




