Sist: Gitt V3 C P™ og Vo C P”, er rasjonal avbildning ¢: Vi — V5 gitt ved

¢=1[fo:...: fal,  fi € K(V1),
slik at hvis (1) f;(P) er definert for alle i og (2) ikke alle f;(P) =0, sd er

[fo(P):...: fu(P)] € Va.

Merknad. Kan ogsé definere ¢ ved [fo : ... : f,] med f; € K[Vi] (den homogene
koordinatringen), hvor f; er homogene av samme grad.

Eksempel. Kan skrive ¢ : P! — P2 som
H(X:Y])=[X/Y :1:Y?/X?] eller #([X:Y])=[X?:YX?: XY?

Definisjon. Avbildning ¢ er definert eller requler i P € Vi hvis 3g € K(V1)* slik
at

[9/1(P) < ... gfu(P)]
er et veldefinert punkt (alle gf;(P) definert, ikke alle lik 0).

¢ er morfi hvis den er regulzr i alle punkter.

Proposisjon. Huvis V1, Vs er definert over K og ¢: Vi — Va er en morfi definert
over K, sd er p(V1(K)) C Va(K).

Bevis. La P € Vi(K).

¢ en morfi og definert over K ~ kan skrive ¢ = [f1 : ..., f,] med f; € K (V1) og alle
fi definert i P. Dermed er ¢(P) = [f1(P) :...: fu(P)] e P*(K)NVy = VW(K). O

Definisjon. La Vi, Vs veere projektive varieteter. Vi sier V3 og V5 er isomorfe
(skriver V7 = V5) hvis 3 morfier ¢: Vi — Vo, ¥: Vo — Vi, slik at ¢ o) = idy, og
Yo ¢ =idy,.

Hvis Vi, V5 er definert over K, sier vi at V; og V5 er isomorfe over K hvis vi kan
finne ¢, ¥ som over, definert over K.

Proposisjon. Huvis V1, Va er isomorfe over K, sa er V1 (K) i bijeksjon med Vo(K).

Bevis. Vi har avbildninger ¢ : V1(K) — Va(K) og ¢ : Va(K) — Vi(K) slik at
o =idy, (k) 0g P o ¢ = idy,(k)- U

Eksempel. La K = R. La V, C P? veere gitt ved
X?+Y?+aZ”
Pastand 1: V, 2V}, nér a,b # 0.
Bewvis: Definer morfiene ¢: V,, =V, og ¢: V, = V,, ved
Ma:y:2])=[e:y: (0/a) 22, Y(z:y:2]) =le:y:(a/b)"/?]
Péastand 2: V,/R = V},/R < a og b har samme fortegn.
Bevis <: (a/b)*'/? € R betyr at ¢, er definert over R.

Bevis =: V,(R) = @ hvis a < 0, V,(R) = sirkel hvis a > 0.
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Kurver. Kurve: Projektiv varietet av dimensjon 1.

Fra na er C ikkesinguleer kurve.

Husk: For P € C, er K[C]p den lokale ringen til C, definert som
K[C]p ={f € K(C) | f reguleer i P}.

Ringen er lokal ring, dvs. 3! maksimalt ideal mp C K[C]p, og vi har
mp ={f € K[C]p | f(P) =0}

Proposisjon. Hvis P € C er ikkesingulert punkt, er K[C]p en diskret valuasjons-
ring.

Dvs. at det finnes en funksjon

ordp: K[C]p — {0,1,...} U{oc0}
Definisjon: ordp(f) =n < f € mp\mp!
Egenskap: ordp(fg) = ordp(f) + ordp(g)

uformelt “forsvinningsordenen til funksjonen i punktet P”.

Definisjon. Hvis t € K[C]p har ordp(t) = 1, kalles ¢ en lokal parameter (=“uni-
formiser”) for C'i P.
Eksempel. La C =P', P =0. Da er

K[P']y = {rasjonale funksjoner i x definert i 0}

x er en lokal parameter for P! i 0.

Kan beregne ordg definert ved
f= xordo(f)g7

hvor g(0) er definert og g(0) # 0. F.eks: ordo(ﬁzj?)f) =2

Kan utvide ordp til K(C) — Z U {oc} ved

ordyp (g) — ordp(f) — ordp(g).

(
e ordp(f) >0« f(P)=0
(f) <0(£g>ffharenpoliP.
Proposisjon. Huvis t er en lokal parameter i P, sa er ordp(f) tallet n slik at

f=1"yg,
hvor g(P) er definert og # 0.



Bevis. Siden ordp(g) =0, er
ordp(f) = ordp(t") ordp(g) = n.
(]

Eksempel. La C = P'. Bruker koordinater [X : Y] = [X/Y : 1] = z,altsd z = X /Y.

I en lokal parameter i co.

Har at « — a er en lokal parameter i a € P!, og z~
Funksjonen f = [[(z — a;)™ med distinkte a; € K har

ordy, (f) = ni, orde(f) =— Zni, ordg(f) =0
i alle andre punkter a, siden

(x —a) ™™ f)a) #0 (272" f)(00) #0 f(a)#0 hvis a# 0.

Eksempel. La oss bruke [X : Y : Z]| = [X/Z :Y/Z : 1] = (z,y) som koordinater.
La C € P? veere definert ved

V-2t —x=0 altsda ZY?2 - X3-22X =0

Pdstand: y er lokal parameter i (0,0) € C. M4 sjekke at (y) =m0y € K[C](0,0),
holder & sjekke K[Cl(9,0)/(y) = K.
Vi regner:
F[C}(O,O) = (F[l‘7 y]/(y2 - mg - x))(m,y) = ?[JZ, y](w,y)/(y2 - 3:3 - I),
s&
K[Cl0,0)/ () = K[, Y (ay)/ (v, y* — 2° — )
K[Ivy}(z,y)/(yaxg - .CC) = K[‘r; y](z,y)/(yax) = K7

siden 2% — x = (22 — 1)z og 22 — 1 er invertibelt i K[z, ]

(z,y)"
Hva med 2?7 Siden
ry ?=z@4+) =1 +2?)!
har vi ordg,0)(z) = 2.
Proposisjon. Hvis 0 # f € K(C), sd er
e ordp(f) = 0 bortsett fra i endelig mange punkter
® > pecordp(f) =0

e Huis f ikke har noen poler (f er requler overalt), sd er f konstant.
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