Sist og fortsatt: C en ikkesingulser kurve (noen resultater holder ogsa for singuleere
kurver).

For P € C, studerte K[C]p, som er en DVR.
Dette gir “ordensfunksjonen” ordp: K(C) — Z U {oo}.

Proposisjon. La V C PV wvere projektiv varietet, og la ¢: C — V veere rasjonal
avbildning. Da er ¢ reguler overalt (=¢ er morfi).

Bevis. For P € C, ma sjekke at ¢ er reguleer i P. Skriv
¢=1[fo:...: fn] med fi € K(C),

la n; = ordp(f;) og n = minn,.
La t € K(C) vaere lokal parameter for C' i P, og skriv ¢ som

b=ttt ).
Vi er ordp(t~"f;) =n; —n >0=t""f; definert i P.
3i slik at ordp(t™"f;) = 0= (t~"f;)(P) # 0.
Sa ¢ er reguleer i P. O

Merknad. Dette gjelder bare nar C er ikkesinguler kurve (se oppg. 1.6, 1.7 i Sil-
verman).

Eksempel. La C veere ikkesinguleer, og la f € K(C). Definer rasjonal avbildning
¢p=[f:1]:C—P.
Ved Prop. over er ¢y morfi, beskrevet pa punkter ved:
e Hvis f er definert i P,

e Hvis f har en pol i P, bruker vi

¢r=[:f"]
Siden ordp(f~1) = —ordp(f) > 0, er f~1(P) =0, s&
¢5(P) = [1:0].

En morfi ¢ = [fo : f1]: C — P! er lik ¢y, /p,, sa far bijeksjon
K(C) U {oc} « {morfier ¢: C — P*}.

Proposisjon. Hvis ¢: C7 — Cs er en morfi av kurver, sd er ¢ enten surjektiv,
eller sd er (Cy) = P for en P € Cs.

Bevis hvis Co = P!: Anta at ¢ ikke er surjektiv, s& 3Q € P! slik at ¢(P) # Q for
alle P € Cy. Skriv ¢ = ¢y for f € K(Cy).

e Case 1: @ =[1:0] =oco. Daer f reguleer i alle P, altsa konstant.
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e Case 2: @ = [a : 1]. Da er f(P) # a for alle P. Fglger at (f —a)~! er
reguleer i alle P, altsa konstant.

Kurver er kropper.

Definisjon. Transcendensgraden tr.deg.(L/K) til en kroppsutvidelse K C L er
storste n slik at det finnes inklusjon K(x1,...,2,) C L.

Hvis L er en endelig generert kropp over K og tr.deg.(L/K) = n, sé er L en endelig
utvidelse av K (z1,...,2,).

Definisjon. Gitt L/K og L'/K, sier viat t: L — L’ er en homomorfi over K hvis
t(z) = x for alle x € K.

Proposisjon. Hvis V er en wvarietet, si er K(V) endelig generert over K og
tr.deg.(K(V)/K) = n.

La ¢: Cy — Cy vaere en ikkekonstant morfi. Dette induserer
¢*: K(Cy) — K(Cy),
ved o
o (f)P)=(fod)(P) VPeK(Cy).
Proposisjon. Kroppsutvidelsen K(C1)/¢*(K(Cs)) er endelig.

Bevis. Velg et element # € K(C3) \ K. Da har vi inklusjoner
C

¢"(K(z)) € ¢"(K(C2)) C K(Ch).
Siden tr.deg. K(C1)/K =1, er K(C1)/¢*(K(z)) endelig, si K(C1)/¢* (K (Cs)) er

endelig. 0
Eksempel. For P!, med koordinater [X : Y], har vi K(P') = K(z) med z = 3.
La ¢: P! — P! veere gitt ved
GX:Y)=[X": V"],
Da er ¢*(z) = 2™, sd ¢*K(P') = K(2") C K(z).

Proposisjon. La v: K(Cy) — K(C}) vere en homomorfi over K. Da finnes en
unik ¢: C1 — Cy slik at v = ¢*.

Bevis. La Cy ¢ PNV, og for i = 1,...,n,la g; = _,)gé € K(Cy). Siden K|[Cy)] er

generert over K av X;, s& er kroppen K (Cy) generert over K av elementene X; /X j €
K(Cy) ~ K(Cs) generert av g;.

S& hvis ¢ = [fo: ...: fn]: C1 — Cy er morfi, s er ¢* = ¢ hvis og bare hvis
¢*(9i) = 1(9i)-
Men

X fi

6(0) =gi06 = 00= 1,



s& vi ma ha

d=1[fo:-fn=[1:fify e N =1 ulgr) - elgy)]
Kan sjekke at dette gir en morfi ¢: C; — Cs. (]
Proposisjon. Hvis L/K er en kroppsutvidelse med tr.deg.(L/K), sd finnes en

unik (opp til isomorfi) ikkesinguler kurve C slik at L = K (C) som kroppsutvidelser
av K.

Oppsummert: (Ikkesinguleere kurver, med ikke@nstante morfier mellom dem), er
ngyaktig det samme som (Kroppsutvidelser av K med tr.deg. = 1, og homomorfier
av kropper over K).

Kan né definere egenskaper til en ikkekonstant morfi ¢ ved a se pa egenskapene til

kroppinklusjonen ¢*, f.eks. separabel /inseparabel.

Definisjon. Hvis ¢: C; — C5 er en morfi av kurver, s er graden til ¢ definert ved

deg ¢ = 0 hvis ¢ er konstant.

0og
deg ¢ = [F(Cl) : ¢*?(02)]

ellers.

Eksempel. For ¢ = [X™ : Y"]: P! — P! er

deg ¢ = [K(x): K(2™)] = n.
Definisjon. La ¢: C; — C5 veere ikkekonstant morfi av ikkesinguleere kurver, la
P e Cy med f(P)=Q, og la tg veere lokale parametere i P og Q).
Da er ramifikasjonsindeks til ¢ i P gitt ved
€¢(P) = Ordp((ﬁ*tQ).

Vi sier at ¢ er ramifisert i P hvis eg4(P) > 1.

Proposisjon. For alle Q € Cy, har vi at

Y es(P) =dego.

Pep~1(Q)
EN TEGNING HER
Eksempel. For ¢ = [X" : Y"]: P! — P!, sd er
es(P)=1nar P ¢ {[1:0],[0:1]},

og
eo([1:0)) = e(0: 1)) = n.

Beregning i [0 : 1]: Her er  lokal parameter, og ¢*(x) = x", med ord,;j(z") = n.
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